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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà Òè-
õîíîâñêîãî òèïà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε > 0. Îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà-
÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñêà÷êîîáðàçíûõ èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ àäâåêöèè è
íåëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâ â òî÷êå x = 0.

Nu[u, v ] := ε2
∂2u

∂x2
− ε2A(u, x)

∂u

∂x
− g(u, v , x , ε) = 0, −1 < x < 1,

Nv [u, v ] :=
∂2v

∂x2
− B(v , x)

∂v

∂x
− f (u, v , x , ε) = 0, −1 < x < 1.

(1)

Ïóñòü çàäàíû óñëîâèÿ Äèðèõëå äëÿ ôóíêöèé u è v

u(−1, ε) = u0, u(1, ε) = u1, v(−1, ε) = v0, v(1, ε) = v1.
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Ôóíêöèè f (u, v , x , ε), g(u, v , x , ε), A(u, x) è B(v , x) òåðïÿò ðàçðûâ ïåðâîãî
ðîäà â òî÷êå x = 0, êîòîðàÿ äåëèò îòðåçîê íà äâå ïîäîáëàñòè D(−) := (−1, 0)
è D(+) := (0, 1):

f (u, v , x , ε) =

{
f (−)(u, v , x , ε), x ∈ D(−),

f (+)(u, v , x , ε), x ∈ D(+),

g(u, v , x , ε) =

{
g (−)(u, v , x , ε), x ∈ D(−),

g (+)(u, v , x , ε), x ∈ D(+),

A(u, x) =

{
A(−)(u, x), x ∈ D(−),

A(+)(u, x), x ∈ D(+),

B(v , x) =

{
B(−)(v , x), x ∈ D(−),

B(+)(v , x), x ∈ D(+),

(2)

ïðè÷åì f (−)(u, v , 0, ε) ̸= f (+)(u, v , 0, ε), g (−)(u, v , 0, ε) ̸= g (+)(u, v , 0, ε).
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Óñëîâèÿ çàäà÷è

(À1)
0 = g (∓)(u(∓), v (∓), x , 0), x ∈ D(∓),

d2v (∓)

dx2
= B(∓)(v , x)

dv (∓)

dx
+ f (∓)(u(∓), v (∓), x , 0), x ∈ D(∓),

v (−)(−1) = v0, v (+)(1) = v1, v (∓)(0) = pv ,

(3)

Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå u(∓)(x) = φ(∓)(v (∓)(x), x) è âûïîë-

íåíî g
(∓)
u (φ(∓)(v , x), v , x , 0) > 0 ïðè x ∈ D(∓). Òàêæå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

v̄
(∓)
0 (x , pv ), è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè ū

(∓)
0 (x , pv ) := φ(∓)(v̄

(∓)
0 (x , pv ), x) â

òî÷êå ðàçðûâà óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ū
(−)
0 (0, pv ) < ū

(+)
0 (0, pv ).

(À2) Ââåäåì ôóíêöèè

H0
0 (pv ) =

dv̄
(−)
0

dx
(0, pv )−

dv̄
(+)
0

dx
(0, pv ),

H̃0(pu, pv ) =

√
2

∫ pu

φ(−)(pv ,0)

g (−)(u, pv , 0, 0)du −

√
2

∫ pu

φ(+)(pv ,0)

g (+)(u, pv , 0, 0)du.
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Ïóñòü âûïîëíåíî H0
0 (p0v ) = 0. Äëÿ pu ∈ [φ(−)(p0v , 0), φ

(+)(p0v , 0)] ïîäêî-
ðåííûå âûðàæåíèÿ â ôóíêöèè H̃0(pu, p0v ) ïîëîæèòåëüíû, è ñóùåñòâóåò òàêîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p0u, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

φ(−)(v̄
(−)
0 (0, p0v ), 0) < p0u < φ(+)(v̄

(+)
0 (0, p0v ), 0),

÷òî âûïîëíåíî H(p0u, p0v ) = 0. Òàêæå ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

d

dpv
H0

0 (p0v ) > 0,
∂

∂pu
H̃0(p0u, p0v ) > 0. (4)

(À3) Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿd2ψ(∓)

dx2
− B̄(∓) dψ

(∓)

dx
+ λ(∓)ψ(∓) = 0, x ∈ D(∓),

ψ(∓)(0) = 0, ψ(∓)(∓1) = 0.
(5)

Ïóñòü âûïîëíåíî

K (∓)(x) = B̄(∓)
v

∂v̄
(∓)
0

∂x
− |f̄ (∓)

u φ(∓)
v |+ f̄ (∓)

v > −λ(∓)
0 ,

ãäå λ
(∓)
0 > 0 � ãëàâíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (5).
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ

Ïîñòðîèì ôîðìàëüíóþ àñèìïòîòèêó ïî ìåòîäó À.Á. Âàñèëüåâîé â ñëåäó-
þùåì âèäå

U(∓)(x , ε) = ū(∓)(x , ε) + Qu(∓)(ξ, ε) + Pu(∓)(η∓, ε),

V (∓)(x , ε) = v̄ (∓)(x , ε) + Qv (∓)(ξ, ε) + Pv (∓)(η∓, ε),
(6)

ãäå ξ = x/ε è η∓ = (x ±1)/ε. Ôóíêöèè áóäåì ñòðîèòü îòäåëüíî â ïîäîáëàñòÿõ
D(∓), à çàòåì ñøèâàòü ñîãëàñíî óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè

U(−)(0, ε) = U(+)(0, ε) = pu, V (−)(0, ε) = V (+)(0, ε) = pv . (7)

Òàêæå ñøèâàþòñÿ ïðîèçâîäíûå ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè, îòêóäà â äàëüíåé-
øåì áóäóò íàéäåíû êîýôôèöèåíòû pu :=

∑n
i=0 ε

ipiu è pv :=
∑n

i=0 ε
ipiv

∂

∂x
U(−)(0, ε) =

∂

∂x
U(+)(0, ε) + O(εn),

∂

∂x
V (−)(0, ε) =

∂

∂x
V (+)(0, ε) + O(εn+1).

(8)
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Íóëåâîé ïîðÿäîê

Çàïèøåì çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ìåäëåííîé êîìïî-

íåíòû Qv
(∓)
0 (ξ) 

∂2Qv
(∓)
0

∂ξ2
= 0, ξ ∈ (0,∓∞),

Qv
(∓)
0 (∓∞) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü â ýòèõ ôóíêöèÿõ çàíóëÿåòñÿ

â ñèëó óñëîâèé ïðè ξ → ∓∞, ïîýòîìó óñëîâèé íà áåñêîíå÷íîñòè äîñòà-

òî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Qv
(∓)
0 (ξ). Òàê, ìåäëåííàÿ

êîìïîíåíòà v â ñèñòåìå Òèõîíîâñêîãî òèïà íå ôîðìèðóåò ïåðåõîäíîãî

ñëîÿ â íóëåâîì ïîðÿäêå: Qv
(∓)
0 (ξ) = 0.
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Äëÿ ôóíêöèé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîëó÷àåì ñèñòåìó
0 = g (∓)(ū

(∓)
0 , v̄

(∓)
0 , x , 0), x ∈ D(∓),

∂2v̄
(∓)
0

∂x2
= B(∓)(v̄

(∓)
0 , x)

∂v̄
(∓)
0

∂x
+ f (∓)(ū

(∓)
0 , v̄

(∓)
0 , x , 0), x ∈ D(∓),

v̄
(−)
0 (−1) + Pv

(−)
0 (0) = v0, v̄

(+)
0 (1) + Pv

(+)
0 (0) = v1, v̄

(∓)
0 (0) = pv .

Ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ v̄
(∓)
0 (x , pv ) è ū

(∓)
0 (x , pv ) := φ(∓)(v̄

(∓)
0 (x , pv ), x).

Çàäà÷è äëÿ áûñòðîé êîìïîíåíòû u â íóëåâîì ïîðÿäêå
∂2Qu

(∓)
0

∂ξ2
= g (∓)

(
ū
(∓)
0 (0) + Qu

(∓)
0 (ξ), v̄

(∓)
0 (0), 0, 0

)
, ξ ∈ (0,∓∞),

Qu
(∓)
0 (0) = pu − ū

(∓)
0 (0), Qu

(∓)
0 (∓∞) = 0.
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Ââåäåì ôóíêöèè

ũ(ξ) := ū
(∓)
0 (0) + Qu

(∓)
0 (ξ), Φ(∓)(ξ) :=

dũ(∓)

dξ
=

d

dξ
Qu

(∓)
0 (ξ),

òîãäà çàäà÷ó äëÿ Qu
(∓)
0 (ξ) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäåΦ(∓)(ũ) :=
d

dξ
Qu

(∓)
0 (ξ) = ±

√
2
∫ ũ

ū
(∓)
0 (0)

g (∓)(u, v̄
(∓)
0 (0), 0, 0)du,

Qu
(∓)
0 (0) = pu − ū

(∓)
0 (0).

(9)

Â ñèëó óñëîâèÿ (A2) ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, à çíà÷èò, ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (9) ñóùåñòâóåò. Äëÿ ôóíêöèè Qu
(∓)
0 (ξ) è âñåõ åå ïðîèçâîäíûõ

âûïîëíåíû ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè âèäà

|Qu(∓)
0 (ξ)| < C exp(−κξ), C > 0, κ > 0. (10)

Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ g̃ (∓)(ξ) = g (∓)(ū
(∓)
0 (0) + Qu

(∓)
0 (ξ), v̄

(∓)
0 (0), 0, 0),

ḡ (∓)(x) = g (∓)(ū
(∓)
0 (x , pv ), v̄

(∓)
0 (x , pv ), x , 0) è àíàëîãè÷íûå äëÿ ôóíêöèè f è

âñåõ èõ ïðîèçâîäíûõ.
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Ïîðÿäêè âûøå íóëåâîãî

Êàê è â íóëåâîì ïîðÿäêå, â ïåðâîì ïîðÿäêå ìåäëåííàÿ êîìïîíåíòà v íå

ôîðìèðóåò ïåðåõîäíîãî ñëîÿ Qv
(∓)
1 (ξ) = 0. Ôóíêöèè ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìï-

òîòèêè ū1(x) è v̄1(x) îïðåäåëÿþòñÿ èç êðàåâîé çàäà÷è
ḡ
(∓)
u ū

(∓)
1 + ḡ

(∓)
v v̄

(∓)
1 + ḡ

(∓)
ε = 0,

∂2v̄
(∓)
1

∂x2
− B̄(∓) ∂v̄

(∓)
1

∂x
− B̄

(∓)
v

∂v̄
(∓)
0

∂x
v̄
(∓)
1 − f̄

(∓)
u ū

(∓)
1 − f̄

(∓)
v v̄

(∓)
1 − f̄

(∓)
ε = 0,

v̄
(−)
1 (−1) + Pv

(−)
1 (0) = 0, v̄

(+)
1 (1) + Pv

(+)
1 (0) = 0, v̄

(∓)
1 (0) = −Qv

(∓)
1 (0).

(11)

Óðàâíåíèå äëÿ v̄
(∓)
1 çàïèøåì â âèäå

∂2v̄
(∓)
1

∂x2
− B̄(∓) ∂v̄

(∓)
1

∂x
− K̃ (∓)(x)v̄

(∓)
1 = f

(∓)
1 (x), x ∈ D(∓),

ãäå

K̃ (∓)(x) = B̄(∓)
v

∂v̄
(∓)
0

∂x
+f̄ (∓)

u φ(∓)
v +f̄ (∓)

v ⩾ B̄(∓)
v

∂v̄
(∓)
0

∂x
−|f̄ (∓)

u φ(∓)
v |+f̄ (∓)

v = K (∓)(x).
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿd2ψ(∓)

dx2
− B̄(∓) dψ

(∓)

dx
+ λ(∓)ψ(∓) = 0, x ∈ D(∓),

ψ(∓)(0) = 0, ψ(∓)(∓1) = 0,

Ãëàâíîå îáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è ïîëîæèòåëüíî (λ
(∓)
0 > 0), êàê è ñî-

îòâåòñòâóþùèå åìó ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψ(∓)(x). Ïî óñëîâèþ (À3) K (∓)(x) >

−λ(∓)
0 , à ñëåäîâàòåëüíî è K̃ (∓)(x) > −λ(∓)

0 , èç ÷åãî äàëåå ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (11).

Çàïèøåì çàäà÷è äëÿ áûñòðîé êîìïîíåíòû u â ïåðâîì ïîðÿäêå
∂2Qu

(∓)
1

∂ξ2
− g

(∓)
u

(
ū
(∓)
0 (0) + Qu

(∓)
0 (ξ), v̄

(∓)
0 (0), 0, 0

)
Qu

(∓)
1 = Y

(∓)
1 (ξ),

Qu
(∓)
1 (0) = −ū

(∓)
1 (0), Qu

(∓)
1 (∓∞) = 0,

ãäå Y
(∓)
1 (ξ) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ ìåäëåííîé êîìïîíåíòû v ïåðåõîäíûé ñëîé ôîðìèðóåòñÿ, íà÷èíàÿ ñî

âòîðîãî ïîðÿäêà:
∂2Qv

(∓)
2

∂ξ2
= f̃ (∓)(ξ)− f̄ (∓)(x),Qv

(∓)
2 (∓∞) = 0.

Å. ×óíæóê, Í. Ëåâàøîâà, Å. Íèêóëèí ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà 26-27 ôåâðàëÿ 2026 ã. 11 / 16



Äàëåå çàïèøåì çàäà÷è äëÿ âñåõ ôóíêöèé ïîðÿäêîâ i = 2, 3, ... â îáùåì
âèäå. Çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè
ḡ
(∓)
u ū

(∓)
i + ḡ

(∓)
v v̄

(∓)
i + G̃

(∓)
i = 0, x ∈ D(∓),

∂2v̄
(∓)
i

∂x2
− B̄(∓) ∂v̄

(∓)
i

∂x
− K (∓)(x)v̄

(∓)
i = F̃

(∓)
i , x ∈ D(∓),

v̄
(−)
i (−1) + Pv

(−)
i (0) = 0, v̄

(+)
i (1) + Pv

(+)
i (0) = 0, v̄

(∓)
i (0) = −Qv

(∓)
i (0).

ãäå G̃
(∓)
i è F̃

(∓)
i � èçâåñòíûå ôóíêöèè, è çàäà÷è ðàçðåøèìû â ñèëó âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ (À3). Çàäà÷è äëÿ áûñòðîé êîìïîíåíòû u
∂2Qu

(∓)
i

∂ξ2
− g

(∓)
u

(
ū
(∓)
0 (0) + Qu

(∓)
0 (ξ), v̄

(∓)
0 (0), 0, 0

)
Qu

(∓)
i = Y

(∓)
i (ξ),

Qu
(∓)
i (0) = −ū

(∓)
i (0), Qu

(∓)
i (∓∞) = 0.

Çàäà÷è äëÿ ìåäëåííîé êîìïîíåíòû v ïðè i = 3, 4, ...
∂2Qv

(∓)
i

∂ξ2
= Z

(∓)
i (ξ), ξ ∈ (0,∓∞),

Qv
(∓)
i (∓∞) = 0.

ãäå ôóíêöèè Y
(∓)
i (ξ) è Z

(∓)
i (ξ) çàâèñÿò îò ôóíêöèé ïðåäûäóùèõ ïîðÿäêîâ.
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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

Îïðåäåëåíèå. Íèæíèì (αu(x , ε), αv (x , ε)) è âåðõíèì (βu(x , ε), βv (x , ε)) ðå-
øåíèÿìè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (1)-(2) íàçûâàþòñÿ ïàðû ôóíêöèé, ïðèíàäëå-
æàùèå ïðîñòðàíñòâó C (D) ∩ C 2(D(−)) ∩ C 2(D(+)) è óäîâëåòâîðÿþùèå

(Ó1) αu(x , ε) ⩽ βu(x , ε), αv (x , ε) ⩽ βv (x , ε) äëÿ âñåõ x ∈ D;

(Ó2)
Nu[βu, v ] ⩽ 0 ⩽ Nu[αu, v ], Nv [u, βv ] ⩽ 0 ⩽ Nv [u, αv ],

ãäå x ∈ D(−) ∪ D(+), u ∈ [αu(x , ε), βu(x , ε)], v ∈ [αv (x , ε), βv (x , ε)];

(Ó3)

∂α
(−)
u

∂x
(0, ε) ⩽

∂α
(+)
u

∂x
(0, ε),

∂β
(−)
u

∂x
(0, ε) ⩾

∂β
(+)
u

∂x
(0, ε);

∂α
(−)
v

∂x
(0, ε) ⩽

∂α
(+)
v

∂x
(0, ε),

∂β
(−)
v

∂x
(0, ε) ⩾

∂β
(+)
v

∂x
(0, ε);

(Ó4)
αu(∓1, ε) ⩽ u0,1 ⩽ βu(∓1, ε), αv (∓1, ε) ⩽ v0,1 ⩽ βv (∓1, ε).

Å. ×óíæóê, Í. Ëåâàøîâà, Å. Íèêóëèí ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà 26-27 ôåâðàëÿ 2026 ã. 13 / 16



Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîèì íèæíåå è
âåðõíåå ðåøåíèÿ êàê ìîäèôèêàöèþ ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè.

Áóäåì ìîäèôèöèðîâàòü ôîðìàëüíóþ àñèìïòîòèêó U(∓)(x , ε) è V (∓)(x , ε),

îáîçíà÷èâ êàê U
(∓)
n (x , ε) è V

(∓)
n (x , ε), ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî àñèìïòîòèêà ñòðîèò-

ñÿ äî ïîðÿäêà n ïî ε. Âåðõíåå ðåøåíèå îïðåäåëèì

βu,v (x , ε) =

β
(−)
u,v (x , ε), x ∈ D(−),

β
(+)
u,v (x , ε), x ∈ D(+).

β(∓)
u (x , ε) = U(∓)

n (x , ε) + εn
(
ū
(∓)
β (x) + Qu

(∓)
β (ξ)

)
+ εn+1 (exp(−γη∓) + Ωu) ,

β(∓)
v (x , ε) = V (∓)

n (x , ε) + εn
(
v̄
(∓)
β (x) + ε2Qv

(∓)
β (ξ)

)
+ εn+1

(
exp(−γη∓) + Ωv

)
,

ãäå η∓ = (x ± 1)/ε, γ > 0, à Ωu è Ωv �äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (Ó4). Àíàëîãè÷íî
ñòðîèòñÿ íèæíåå ðåøåíèå.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îñòàâøèõñÿ óñëîâèé. Óñëîâèå (Ó1) âûïîëíåíî ïî
ïîñòðîåíèþ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé. Óñëîâèÿ (Ó2) è (Ó3) ïðîâåðÿþòñÿ
ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèé â èññëåäóåìûå âûðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì âûïîëíå-
íèÿ (À1)�(À3).
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Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (Ó1)�(Ó4) ïàðû ôóíêöèé (αu(x , ε), αv (x , ε))
è (βu(x , ε), βv (x , ε)) ÿâëÿþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ðåøåíèÿìè çàäà÷è, ñëåäî-
âàòåëüíî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1)�(A3). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0
çàäà÷à (1)-(2) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå (u(x , ε), v(x , ε)) â ïðî-
ñòðàíñòâå C (D) ∩ C 2(D(−)) ∩ C 2(D(+)), ïðè÷åì

αu(x , ε) ⩽ u(x , ε) ⩽ βu(x , ε), αv (x , ε) ⩽ v(x , ε) ⩽ βv (x , ε).

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî äîêàçàíî òåîðåìîé âû-
øå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-
êðàåâîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è ñ òàêèìè æå óñëîâèÿìè íà ðàçðûâå. Äàëåå
ìîæíî ïîñòðîèòü íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è è
äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (êàê ýòî ñäå-
ëàíî â ðàáîòàõ [Íåôåäîâ. 2021] è [Íåôåäîâ, Ëåâàøîâà, Îðëîâ. 2018]).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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