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1. Îáúåêò è öåëè èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ëàíäøàôòíîãî ëåñíîãî ïîæàðà,

ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ óðàâíåíèé: óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî äâèæåíèå

ôðîíòà òåìïåðàòóðû è ôðîíòà ñãîðåâøåé áèîìàññû â äâóìåðíîì

ñëó÷àå.

Íà îñíîâå èñõîäíîé ìîäåëè áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà îáðàòíàÿ

çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ äîëè ñãîðåâøåé áèîìàññû â ëàíäøàôòíûõ

ëåñíûõ ïîæàðàõ ïî äàííûì íàáëþäåíèé äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ôðîíòà ïîæàðà â äâóìåðíîé ëîêàëüíîé îáëàñòè íàáëþäåíèÿ.



2. Ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëåñíîãî ïîæàðà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû

è áèîìàññû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëàíäøàôòíîãî ëåñíîãî ïîæàðà:

ε2Dθ∆θ − ε
∂θ

∂t
− ε
(
V(x , y),∇

)
θ = g(θ, u),

x ∈ (−0.5, 0.5), y ∈ (−0.5, 0.5), t ∈ (0,T ],

ε2Du∆u − ε
∂u

∂t
= f (u, q, x , y , t),

x ∈ (−0.5, 0.5), y ∈ (−0.5, 0.5), t ∈ (0,T ],

θx(−0.5, y , t) = 0, θx(0.5, y , t) = 0, y ∈ (−0.5, 0.5), t ∈ (0,T ],

θy (x ,−0.5, t) = 0, θy (x , 0.5, t) = 0, x ∈ (−0.5, 0.5), t ∈ (0,T ],

ux(−0.5, y , t) = 0, ux(0.5, y , t) = 0, y ∈ (−0.5, 0.5), t ∈ (0,T ],

uy (x ,−0.5, t) = 0, uy (x , 0.5, t) = 0, x ∈ (−0.5, 0.5), t ∈ (0,T ],

θ(x , y , 0) = θinit(x , y), x ∈ [−0.5, 0.5],
u(x , y , 0) = uinit(x , y), x ∈ [−0.5, 0.5].



2. Ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëåñíîãî ïîæàðà

Çäåñü:

▶ ε =
1

L
, L � ôàêòè÷åñêèé ðàçìåð íàáëþäàåìîé îáëàñòè

(â êèëîìåòðàõ),

▶ θ(x , y , t) � ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû,

▶ u(x , y , t) � êîíöåíòðàöèÿ àêòèâíîãî âåùåñòâà,

ó÷àñòâóþùåãî â ãîðåíèè,

▶ L � ðàçìåð íàáëþäàåìîé îáëàñòè â êèëîìåòðàõ,

▶ T � âðåìÿ íàáëþäåíèÿ,

▶ Dθ � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè òåìïåðàòóðû,

▶ Du � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè àêòèâíîãî âåùåñòâà,

▶ V(x , y) � èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè âåòðà,

▶ θinit(x , y) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû,

▶ uinit(x , y) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå àêòèâíîãî âåùåñòâà.



2. Ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëåñíîãî ïîæàðà

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû:

g(θ, u) =

{
θ − θn, θ < θtr ,

θ − (θtr + Ru), θ ≥ θtr ,

ãäå θn � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ,

θtr � òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò âîçãîðàíèå äðåâåñèíû,

R > 0 � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â ðåàêöèè ãîðåíèÿ;



2. Ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëåñíîãî ïîæàðà

Îáîçíà÷èì

Q := {(x , y) : x ∈ [−0.5, 0.5], y ∈ [−0.5, 0.5]}.

Îáëàñòü Q � ýòî âñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü íàáëþäåíèÿ.

Ïóñòü Ωfront(t) � îáëàñòü (x , y), êîòîðóþ ïðîøåë ôðîíò ãîðåíèÿ

îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 ê ìîìåíòó âðåìåíè t,
Ωfront(t) ⊂ QL ïðè t ∈ [0,T ].
Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ áèîìàññû:

f (u, q, x , y , t) =

{
u − umax(x , y), (x , y) ∈ Q \ Ωfront(t),

u − q(x , y), (x , y) ∈ Ωfront(t),

ãäå umax(x , y) � èçíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî áèîìàññû, q(x , y) ≡
umin(x , y)� êîëè÷åñòâî áèîìàññû, îñòàâøåéñÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ

ôðîíòà ãîðåíèÿ.



3. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è â ëîêàëüíîé îáëàñòè
íàáëþäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàáëþäåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëåñíîãî ïîæàðà

â ¾ëîêàëüíîé¿ êâàäðàòíîé îáëàñòè ðàçìåðà [−L, L] × [−L, L]
òàêîé, ÷òî ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëåñíîãî ïîæàðà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåçàìêíóòóþ êðèâóþ, çàäàþùóþñÿ â ÿâíîì âèäå, íàïðèìåð,

ôóíêöèåé

yfront = h(x , t).

Åñëè èçâåñòíà òåìïåðàòóðà θ(x , y , t), òî ïîëîæåíèå ôðîíòà ãîðåíèÿ
yfront(x , t) â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà θ

(
x , yfront(x , t), t

)
=

θtr , t ∈ [0,T ].



3. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è â ëîêàëüíîé îáëàñòè
íàáëþäåíèÿ

x
y

θ( )x,y,t0

y x,t( )0front

θ θ( ) =x,y,t0 tr

Figure: Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ êðèâîé ëîêàëèçàöèè ôðîíòà ëåñíîãî

ïîæàðà yfront(x , t) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 â ñëó÷àå

ëîêàëüíîé ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è.



3. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è â ëîêàëüíîé îáëàñòè
íàáëþäåíèÿ

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè q(x , y) â

îáëàñòè Q := {(x , y) : x ∈ [−0.5, 0.5], y ∈ [−0.5, 0.5]}, ïî

èçâåñòíîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ïîëîæåíèè ôðîíòà ãîðåíèÿ

yfront = h(x , t).

Â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå q(x , y) ∈ W 2
1 (Q),

h(x , t) ∈ L2([−0.5, 0.5])× L2([0,T ]).



3. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è â ëîêàëüíîé îáëàñòè
íàáëþäåíèÿ

y   (x,t)=h(x,t)
front

x-L L

y

-L

L

Figure: Ôðîíò ãîðåíèÿ ëåñà â ¾ëîêàëüíîé¿ îáëàñòè. Íàáëþäàåìûé

ôðîíò ãîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé êðèâîé.



4. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç

Èññëåäóåì äâèæåíèå ôðîíòà â ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé çàäà÷å.

Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê ëîêàëüíûì êîîðäèíàòàì âáëèçè êðèâîé

äâèæåíèÿ ôðîíòà yfront(x , t). Ïóñòü n = {− sinα, cosα}� êîîðäèíàòû

åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè, íàïðàâëåííîé ê êðèâîé h(x , t) â

îáëàñòü y > h(x , t). Çàïèøåì êîîðäèíàòû íîðìàëüíîãî âåêòîðà

dn è âåêòîðà dl, êàñàòåëüíîãî ê êðèâîé h(x , t):

dn = {−dy , dx} = {−hx , 1}dx ,

dl = {dx , dy} = {1, hx}dx .



4. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç

h(x,t)

x

y

α

dn

dl

Figure: Ôðàãìåíò êðèâîé h(x , t), îïèñûâàþùåé ïîëîæåíèå ôðîíòà

ãîðåíèÿ ëåñà â ñëó÷àå ¾ëîêàëüíîé¿ ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è, à

òàêæå âåêòîðû íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê íåé â íåêîòîðîé òî÷êå.



4. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç

Ïåðåõîä îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x , y) ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì

(l , r) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

x = l − r · sinα, y = h(l , t) + r · cosα,

ãäå α� óãîë, îòëîæåííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò îñè îðäèíàò,

l � àáñöèññà êðèâîé y = h(x , t), èç êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ íîðìàëü.
Âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè y = h(x , t) áóäóò áðàòüñÿ ïðè x = l .
Âûðàæàÿ ñèíóñ è êîñèíóñ óãëà α ÷åðåç h(x , t), ïîëó÷èì

x = l − r
hx√
1+ h2x

, y = h(l , t) + r
1√

1+ h2x
,

ãäå

hx(x .t) :=
∂h(x , t)

∂x
.



4. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èì

âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

∂

∂t
=

∂(l ,r)

∂t
+

ht√
1+ h2x

∂

∂r
+

+
1

rhxx −
(
1+ h2x

) 3

2

( rhxt
1+ h2x

− hthx

√
1+ h2x

) ∂

∂l



4. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç
Îáîçíà÷èâ

W (l , t) :=
ht(l , h(l , t))√
1+ h2x(l , h(l , t))

,

V (l , t) :=
ht√
1+ h2x

+ V1
hx

1+ h2x
− V2

1

1+ h2x
,

p(l , t) =
umax(W +

√
W 2 + 4)− q(W −

√
W 2 + 4)

2
√
W 2 + 4

,

ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ê èñõîäíîé çàäà÷å

ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñâÿçè ìåæäó ïîëîæåíèåì ôðîíòà

h(x , t) è q(x , y):

− 2R(p(l , t)− q(l , h(l , t)))

V −W
+

+

(
−Rq(l , h(l , t)) +

2R(p(l , t)− q(l , h(l , t)))

(V −W )(−W +
√
W 2 + 4)

)
(−V +

√
V 2 + 4) =

= (θthr − θn)(−V −
√
V 2 + 4).



4. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç

Òàêèì îáðàçîì, áûëà ïîëó÷åíà ðåäóöèðîâàííàÿ çàäà÷à äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è q(x , y) ïî èçâåñòíûì äàííûì î ïîëîæåíèè

ôðîíòà ïîæàðà h(x , y):

−2R(p(l , t)− q(l , h(l , t)))

V −W
+

+

(
−Rq(l , h(l , t)) +

2R(p(l , t)− q(l , h(l , t)))

(V −W )(−W +
√
W 2 + 4)

)
(−V+

√
V 2 + 4) =

= (θthr−θn)(−V−
√

V 2 + 4).

Çíàÿ ôóíêöèþ yfront = h(x , t), èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü
q(x , y) â ÿâíîì âèäå â îáëàñòè íàáëþäåíèÿ (îáëàñòè (x , y), â
êîòîðîé ïðîøåë ôðîíò ïîæàðà)



5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ

ñëåäóþùåãî íàáîðà ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ:

ε = 10−1.5, Vx(x , y) = 0.5, Vy (x , y) = exp

(
− x2

2 · (0.3)2

)
,

T = 0.25, θn = 1, θtr = 15, R = 60,

q(x , y) ≡ umin = 0.4, umax = 1,

θinit(x , y , ε) = 0.5 (θn − Rumin) tanh
(y + 0.25

2ε

)
+ 0.5 (Rumin + θn),

uinit(x , y , ε) = 0.5 (umax − umin) tanh
(y + 0.25

2ε

)
+ 0.5 (umin + umax).



5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ïðèìåð 1

×èñëåííîå ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì

íàáîðå ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ðåøåíèå q(x .y) íàéäåíî â îáëàñòè
ïðîõîæäåíèÿ ôðîíòà ãîðåíèÿ.



5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ïðèìåð 2

Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ

ñëåäóþùåãî íàáîðà ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ:

ε = 10−2, Vx(x , y) = 0.5, Vy (x , y) = exp

(
− x2

2 · (0.3)2

)
,

T = 0.25, θn = 1, θtr = 15, R = 60,

q(x , y) ≡ umin = 0.4, umax = 1,

θinit(x , y , ε) = 0.5 (θn − Rumin) tanh
(y + 0.25

2ε

)
+ 0.5 (Rumin + θn),

uinit(x , y , ε) = 0.5 (umax − umin) tanh
(y + 0.25

2ε

)
+ 0.5 (umin + umax).



5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ïðèìåð 2

×èñëåííîå ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì

íàáîðå ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ðåøåíèå q(x , y) íàéäåíî â îáëàñòè
ïðîõîæäåíèÿ ôðîíòà ãîðåíèÿ.
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