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Исследована эволюция многофазных контрастных структур в неоднородной среде с
адвекцией. Разработана комбинированная 1D–2D сингулярно возмущенная модель
реакции–адвекции–диффузии, где 1D компонента описывает зоны интенсивных ис-
точников (лидеры), а 2D компонента — окружающую среду. Методами асимпто-
тического анализа получены ключевые результаты:(1). Установлен закон движе-
ния фронта: нормальная скорость есть сумма трех компонент — дрейфа дисба-
ланса реакции, нормальной составляющей адвекции и дрейфа, вызванного кривиз-
ной фронта.(2). Выявлена роль кривизны: дрейф кривизны действует как эффек-
тивное поверхностное натяжение, устраняя изломы фронта и обеспечивая его
гладкость.(3). Смоделированы характерные формы фронта: предсказаны и числен-
но подтверждены V-образные структуры, стационарные периодические волны, а
также параболически-линейные паттерны для сред с периодическими лидерами ко-
нечной ширины. Результаты применимы для моделирования распространения за-
грязнений, анализа динамики пожаров и решения астрофизических задач.

1. Введение.
Ñîêðàùåíèÿ: ФПИ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ, КС êîíòðàñòíàÿ ñòðóêòóðà,
РАД ðåàêöèè�àäâåêöèè�äèôôóçèè (ìîäåëü, óðàâíåíèå), ВПС âíóòðåííèé ïåðå-
õîäíûé ñëîé.

Рис.1. Схематическое изображение фронта реакции.

1.1. Актуальность исследования и постановка задачи
Â ïðèðîäíûõ ñèñòåìàõ è òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼í êëàññ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèé, êëþ÷åâîé îñîáåííîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
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ôîðìèðîâàíèå ðåçêèõ, ¾ñòóïåí÷àòûõ¿ èëè ïàòòåðíîâûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðå-
äåëåíèé íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, òàêèõ êàê êîíöåíòðàöèÿ, òåìïåðàòóðà,
ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè, íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è äð. Òèïè÷íàÿ ìîðôîëîãèÿ
òàêèõ ñòðóêòóð õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì îáøèðíûõ îáëàñòåé, ãäå âåëè÷èíà
ñòàáèëüíî ïîääåðæèâàåòñÿ íà îäíîì èç äâóõ ÷¼òêî ðàçëè÷àþùèõñÿ óðîâíåé, ðàçäå-
ë¼ííûõ óçêèìè èíòåðôåéñàìè � ïåðåõîäíûìè ñëîÿìè èëè ôðîíòàìè. Â ïðåäåëàõ
ýòèõ ñëîåâ âåëè÷èíà ïðåòåðïåâàåò ðåçêîå, íî íåïðåðûâíîå èçìåíåíèå, ïåðåõîäÿ
îò îäíîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íîå íåóñòîé÷èâîå
ñîñòîÿíèå. Èç-çà ñèëüíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî êîíòðàñòà ¾ñâåòëîãî¿ è ¾ò¼ìíîãî¿
òàêèå îáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèå êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð.

Âîçíèêíîâåíèå è ýâîëþöèÿ êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñëîæíîãî
íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåñêîëüêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Ìàòåìàòè÷åñêè ýòè ÿâëåíèÿ îáû÷íî ìîäåëèðóþòñÿ óðàâíåíèåì ðåàêöèè-àäâåêöèè-
äèôôóçèè (ÐÀÄ) è åãî îáîáùåíèÿìè. Äàííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âî
âðåìåíè íåèçâåñòíîãî ïîëÿ 𝑢(x, 𝑡) ïîä äåéñòâèåì òð¼õ êëþ÷åâûõ ìåõàíèçìîâ: (1)
Äèôôóçèÿ � ïåðåíîñ, îáóñëîâëåííûé ñëó÷àéíûì äâèæåíèåì ìèêðî÷àñòèö èëè
òóðáóëåíòíûì ïåðåìåøèâàíèåì èç îáëàñòåé ñ âûñîêîé êîíöåíòðàöèåé â îáëàñòè ñ
íèçêîé, êîòîðûé â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè; (2) Àäâåêöèÿ � íàïðàâëåííûé ïåðåíîñ
ïîëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèì äâèæåíèåì ñðåäû ñ çàäàííûì ïîëåì ñêîðîñòåé V(x),
îïðåäåëÿåìûì âíåøíèìè óñëîâèÿìè èëè äèíàìèêîé áîëåå êðóïíûõ ìàñøòàáîâ;
(3) Ðåàêöèÿ � ëîêàëüíîå âîçíèêíîâåíèå èñòî÷íèêîâ èëè ñòîêîâ ïîëÿ âñëåäñòâèå
âíóòðåííèõ âçàèìîäåéñòâèé (íàïðèìåð, õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ðàçìíîæåíèÿ è êîíêó-
ðåíöèè áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé, ãåíåðàöèè è äèññèïàöèè ýíåðãèè), îïèñûâàåìîå
íåëèíåéíîé ôóíêöèåé 𝑓(𝑢,x), íàçûâàåìîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ (ÔÏÈ)
èëè ðåàêöèîííûì ÷ëåíîì.

Óðàâíåíèå ÐÀÄ ôîðìèðóåò ìîùíûé óíèâåðñàëüíûé àïïàðàò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðÿ-
äà êðèòè÷åñêè âàæíûõ ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèíàõ. Â ôèçè÷åñêîé
õèìèè îíî îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïëàìåíè è ãîðåíèå â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ,
òàêèõ êàê ïîðèñòûå êàòàëèçàòîðû èëè òóðáóëåíòíûå êàìåðû ñãîðàíèÿ. Â íàóêàõ îá
îêðóæàþùåé ñðåäå îíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è òðàíñ-
ôîðìàöèè çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â àòìîñôåðå èëè âîäíûõ îáúåêòàõ ïîä äåéñòâèåì
âåòðà èëè òå÷åíèé. Â ýêîëîãèè ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îïèñûâàòü ïðîñòðàíñòâåííîå
ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèé â ãåòåðîãåííûõ ëàíäøàôòàõ ïîä âëèÿíèåì êëèìàòè÷åñêèõ
ïîòîêîâ èëè ðå÷íîé àäâåêöèè. Â àñòðîôèçèêå îíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
âëèÿíèÿ òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ ìåæçâ¼çäíîé ñðåäû íà ãåíåðàöèþ è ýâîëþöèþ ìàã-
íèòíûõ ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì, ãëóáîêîå ïîíèìàíèå óðàâíåíèÿ ÐÀÄ è, â ÷àñòíîñòè,
ïîðîæäàåìûõ èì êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð, îáëàäàåò ôóíäàìåíòàëüíîé íàó÷íîé çíà÷è-
ìîñòüþ è øèðîêîé ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòüþ.

1.2. Конкретная постановка задачи и ключевые проблемы. Íàñòîÿùåå èñ-
ñëåäîâàíèå ôîêóñèðóåòñÿ íà êëàññå ñèñòåì ÐÀÄ ñ õàðàêòåðíîé íåëèíåéíîñòüþ. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëîêàëüíàÿ ðåàêöèîííàÿ êèíåòèêà îáëàäàåò ñâîéñòâîì òð¼õ òî÷åê
ðàâíîâåñèÿ. Êîíêðåòíî, ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ 𝑓(𝑢,x) èìååò òðè íóëÿ ïî ïåðåìåííîé
𝑢 � òðè ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè 𝜑1(x) < 𝜑2(x) < 𝜑3(x). Ïðè ýòîì
íàèìåíüøåå 𝜑1 è íàèáîëüøåå 𝜑3 çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè
(ñîîòâåòñòâóþò äâóì ñîñòîÿíèÿì, â êîòîðûõ ñèñòåìà ìîæåò äëèòåëüíî íàõîäèòüñÿ
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ëîêàëüíî), à ïðîìåæóòî÷íîå 𝜑2 � íåóñòîé÷èâûì (èãðàåò ðîëü ¾âîäîðàçäåëà¿).
Òàêàÿ áèñòàáèëüíàÿ ðåàêöèîííàÿ íåëèíåéíîñòü ñëóæèò âíóòðåííèì äðàéâåðîì
ôîðìèðîâàíèÿ êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð, ïîçâîëÿÿ ñèñòåìå ¾ôèêñèðîâàòüñÿ¿ íà äâóõ
ðàçëè÷íûõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿõ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà.

Êîãäà òàêàÿ áèñòàáèëüíàÿ ñèñòåìà ïîìåùàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíóþ
ñðåäó ñ ïðèñóòñòâèåì ìàêðîñêîïè÷åñêîé àäâåêöèè â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè, ôîð-
ìèðîâàíèå è ýâîëþöèÿ êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð ñòàíîâÿòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûìè
è èíòåðåñíûìè. Íåîäíîðîäíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ÿâíîé çàâèñèìîñòè ÔÏÈ 𝑓 è/èëè
êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè 𝜅 îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî èí-
òåíñèâíîñòü ðåàêöèè, ïîëîæåíèå è äàæå óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèé ìîãóò èçìåíÿòüñÿ
â ïðîñòðàíñòâå. ×ëåí àäâåêöèè V(x) · ∇𝑢 âíîñèò âíåøíèé ìåõàíèçì íàïðàâëåííîãî
ïåðåíîñà. Â óñëîâèÿõ òàêîé ìíîæåñòâåííîé ñâÿçè ¾ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ-
íåîäíîðîäíîñòü¿ èíòåðôåéñ êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû (âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé,
ÂÏÑ) ïåðåñòà¼ò áûòü ñòàöèîíàðíûì, åãî ôîðìà è ïîëîæåíèå ïîäâåðãàþòñÿ ñëîæíîé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ýâîëþöèè.

Äâèæåíèå ýòîãî èíòåðôåéñà (ôðîíòà) îïðåäåëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì òð¼õ
êîíêóðèðóþùèõ èëè ñîòðóäíè÷àþùèõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ:

(1). Äðåéô äèñáàëàíñà: Èç-çà ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè ÔÏÈ 𝑓 ¾ýíåðãåòè-
÷åñêèé áàðüåð¿ èëè ¾äåéñòâèå¿, ñâÿçûâàþùåå äâà óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèÿ, ðàçëè÷íî
â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ñîçäà¼ò ýôôåêòèâíóþ ñèëó, ñòðåìÿùóþñÿ
ñìåñòèòü èíòåðôåéñ â îïðåäåë¼ííûå îáëàñòè.
(2). Äðåéô êðèâèçíû: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðèâèçíà ñàìîãî èíòåðôåéñà âëèÿåò íà
ðàñïðåäåëåíèå äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ. Êàê ïðàâèëî, âûïóêëûå ó÷àñòêè ôðîíòà
äâèæóòñÿ ìåäëåííåå, à âîãíóòûå � áûñòðåå. Ýòîò ýôôåêò ñòðåìèòñÿ ñãëàäèòü
èíòåðôåéñ è óìåíüøèòü åãî êðèâèçíó, àíàëîãè÷íî ïîâåðõíîñòíîìó íàòÿæåíèþ.
(3). Àäâåêòèâíûé ïåðåíîñ: Ìàêðîñêîïè÷åñêîå òå÷åíèå ñðåäû íåïîñðåäñòâåííî
óâëåêàåò èíòåðôåéñ. Ýôôåêò ñèëüíî çàâèñèò îò êîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòåé V(x),
íîðìàëüíîé ê ôðîíòó.

Êëþ÷åâàÿ ïðîáëåìà, ðåøàåìàÿ â äàííîì èññëåäîâàíèè, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
êàê, èñõîäÿ èç áàçîâîãî äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîãî óðàâíåíèÿ ÐÀÄ,
àíàëèòè÷åñêè âûâåñòè è êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü ñîâìåñòíîå âëèÿíèå
óêàçàííûõ òð¼õ ýôôåêòîâ íà ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà äâóìåðíîé
êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû, Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ñèëüíîé àäâåêöèè, êîãäà å¼ ýô-
ôåêò ñðàâíèì ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñ ýôôåêòàìè äèñáàëàíñà è êðèâèçíû, êàêîå
óðàâíåíèå áóäåò îïèñûâàòü ýâîëþöèþ ôðîíòà? Êàêóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó
ìîæåò ïðèíèìàòü ôðîíò ïðè ñòðåìëåíèè ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ (íàïðèìåð,
äîïóñêàþòñÿ ëè ¾èçëîìû¿ è êàê îíè ñãëàæèâàþòñÿ)? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ÿâëÿþò-
ñÿ êëþ÷îì ê ïðèìåíåíèþ òåîðèè äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

1.3. Методология и обзор подхода. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ìû ïðè-
ìåíÿåì ñèñòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé
è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ. Íàøå ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð
𝜀 ≪ 1 ïåðåä ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè (äèôôóçèîííûìè ÷ëåíàìè), ÷òî îòðàæàåò
óñëîâèå, êîãäà øèðèíà ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ìíîãî ìåíüøå äðóãèõ õàðàêòåðíûõ ìàñ-
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øòàáîâ çàäà÷è. Ýòà ôîðìóëèðîâêà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü õîðîøî ðàçðàáîòàííóþ
òåõíèêó ïîãðàíè÷íûõ è âíóòðåííèõ ñëîåâ.

Êîíêðåòíûé ïëàí èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû:

(1). Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò: Â îêðåñòíîñòè
äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà ââîäèòñÿ ëîêàëüíàÿ êðèâîëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò � îäíà
âäîëü êàñàòåëüíîé ê ôðîíòó, äðóãàÿ âäîëü íîðìàëè. Â ýòîé ñèñòåìå äâóìåðíàÿ çàäà-
÷à â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé çàäà÷å ñ ìàëûìè ïîïðàâî÷íûìè
÷ëåíàìè.
(2). Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà: Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìû èùåì
ðåøåíèå â ôîðìå ¾áåãóùåé êâàçèâîëíû¿, ïðîôèëü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-
ìåðíûì ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì ÐÀÄ (òåïåðü çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà âäîëü
ôðîíòà). Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ íîðìàëüíîé ñêî-
ðîñòè äâèæåíèÿ ôðîíòà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíóþ ñóììó ëîêàëüíîé
ñêîðîñòè äðåéôà äèñáàëàíñà 𝑈̂(x) è íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè àäâåêöèè:
𝑈̂(x) +V(x) · n. Ýòî ïðèâîäèò ê ìîäèôèöèðîâàííîìó óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè
äëÿ ýâîëþöèè ôðîíòà, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíîé.
(3). Àíàëèç ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêà: Â ïåðâîì ïîðÿäêå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ ìû ñèñòåìàòè÷åñêè ó÷èòûâàåì ïîïðàâêè, îáóñëîâëåííûå ýôôåêòîì êðèâèçíû
è íåîäíîðîäíîñòüþ ÔÏÈ âäîëü ôðîíòà. Ýòè ýôôåêòû âíîñÿò äîïîëíèòåëüíûé
âêëàä â ñêîðîñòü ¾äðåéôà êðèâèçíû¿. Ìû ïîêàæåì, ÷òî âîçìîæíûå ¾èçëîìû¿ èëè
ðàçðûâû ôðîíòà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ñãëàæèâàþòñÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå èìåííî
çà ñ÷¼ò ýôôåêòà êðèâèçíû.
(4). Ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå è ÷èñëåííàÿ âåðèôèêàöèÿ: Ìû ïðèìåíÿåì
ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ
ïîñòðîåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé è îöåíêè èõ ïîãðåøíîñòè, îáåñïå÷èâàÿ
ìàòåìàòè÷åñêóþ êîððåêòíîñòü òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Ïàðàëëåëüíî, ñ ïîìîùüþ
ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà è
âèçóàëèçàöèÿ ïðåäñêàçàííîé òåîðèåé äèíàìèêè ôðîíòà (íàïðèìåð, ôîðìèðîâàíèÿ
V-îáðàçíûõ ñòðóêòóð, äåôîðìàöèè ¾øàïî÷íûõ¿ ôðîíòîâ).
(5). Ñîïðÿæåíèå óïðîù¼ííûõ ìîäåëåé: Ìû äåìîíñòðèðóåì, ÷òî çàäà÷à îá ýâîëþöèè
äâóìåðíîãî ôðîíòà ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñâåäåíà ê ñåìåéñòâó
ïàðàìåòðèçîâàííûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ÐÀÄ, ðåøàåìûõ âäîëü íîðìàëåé ê ôðîíòó.
Ýòà èäåÿ ¾ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè¿ ïðåäîñòàâëÿåò ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ àíàëèçà
è ðàñ÷¼òà ñëîæíûõ äâóìåðíûõ ñòðóêòóð.

1.4. Цели и структура работы. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîñòðîåíèå ïîëíîãî
òåîðåòè÷åñêîãî àïïàðàòà, îò âûâîäà èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ äî ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáîñíîâàíèÿ, äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ýâîëþöèè ìíîãîôàçíûõ êîíòðàñòíûõ
ñòðóêòóð â íåîäíîðîäíîé àêòèâíîé ñðåäå ïîä âëèÿíèåì àäâåêöèè. Íàøà çàäà÷à íå
òîëüêî êà÷åñòâåííî îáúÿñíèòü íàáëþäàåìûå ÿâëåíèÿ, íî è êîëè÷åñòâåííî âûâåñòè
ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ôðîíòà, ðàñêðûòü òî÷íûé ìåõàíèçì ñâÿçè äðåéôà
äèñáàëàíñà, äðåéôà êðèâèçíû è àäâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, à òàêæå èññëåäîâàòü
áîãàòñòâî ïîðîæäàåìûõ èìè ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì.

Ñòðóêòóðà ñòàòüè îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: Â Ðàçäåëå 2 ôîðìàëüíî ïðåä-
ñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � äâóìåðíîå óðàâíåíèå ÐÀÄ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì,
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ñ äåòàëüíûì îïèñàíèåì ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ, íåîäíîðîäíîñòÿõ è
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ðàçäåë 3 ñîñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêîå ÿäðî ðàáîòû, ãäå äåòàëüíî
èçëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ýâîëþöèè ôðîíòà, âûâîäÿòñÿ
çàêîíû äâèæåíèÿ â íóëåâîì è ïåðâîì ïîðÿäêå, îáñóæäàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ðàçäåë 4 ïîñâÿù¼í ñòðîãîìó
îáîñíîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ.
Â Ðàçäåëå 5 ïðèâîäÿòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ êëþ÷åâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû (òàêèå
êàê ïðåëîìëåíèå ôðîíòà, ýâîëþöèÿ V-îáðàçíîé ñòðóêòóðû, ðàçâèòèå ¾øàïî÷íîãî¿
ôðîíòà), íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþùèå è ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü òåîðèè.
Íàêîíåö, â Ðàçäåëå 6 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ðàáîòû è îáñóæäàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûå
ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê îïòèìèçàöèÿ äîñòàâêè
ëåêàðñòâ, êîíòðîëü çà ðàñïðîñòðàíåíèåì çàãðÿçíåíèé, ïðîåêòèðîâàíèå ïðîòèâîïî-
æàðíûõ áàðüåðîâ è àíàëèç ñòðóêòóð ìàãíèòíûõ ïîëåé â àñòðîôèçèêå.

Ïðîâîäèìîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëèò óãëóáèòü ïîíèìàíèå äèíàìèêè ôîðìèðîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïàòòåðíîâ â íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ è îáåñïå÷èò ïðî÷-
íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ è èíæåíåðíîãî
óïðàâëåíèÿ â ðÿäå ñìåæíûõ äèñöèïëèí.
����������������������������������������

2. Уравнение РАД 1D (в одномерном случае)
2.1. Уравнение РАД с малым параметром при старших производных
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé À.Í.Òèõîíîâà [?], ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíóþ ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè
𝐷 ⊂ R äëÿ óðàâíåíèÿ ÐÀÄ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ:

𝜀𝑢1𝑡 + 𝜀𝑉1𝑧𝑢1𝑧 = 𝜀2
(︀
𝜅1𝑢1𝑧

)︀′
𝑧
− 𝑓1(𝑢1, 𝑧), (1)

𝑧 ∈ [𝑧1, 𝑧2], 𝑡 > 𝑡0 = 0, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà íà 𝑧 = 𝑧1 è 𝑧 = 𝑧2:
𝜕𝑢1
𝜕𝑛⃗

= 𝜓1(𝑧), ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑢1(𝑧, 𝑡0) = 𝜓10(𝑧). Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝜓10(𝑧)

áóäåò çàäàíà âïîñëåäñòâèè òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ôîðìèðîâàíèå ðåøåíèÿ òèïà
ÊÑ. Çàäà÷à ÐÀÄ ñî ñëàáîé àäâåêöèåé (àäâåêöèîííûì ñëàãàåìûì 𝜀2𝑉1𝑧𝑢

′
1𝑧) áûëà

ðàññìîòðåíà ðàíåå â ðàáîòå [?]. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû áóäóò ñóùåñòâåííî
îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäñòàâëåííûõ â [?].

2.2. Модель ФПИ ID. Ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó, ãäå ïðîñòðàíñòâåííîé
êîîðäèíàòîé ÿâëÿåòñÿ 𝑧 ∈ 𝐷 ⊂ R. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ
𝑓1(𝑢1, 𝑧) = 0, â ïðîñòðàíñòâå (𝑢1, 𝑧) îáðàçóåò íåñêîëüêî ëèíèé. Îïðåäåëèì ëèíèþ
ðàâíîâåñèÿ 𝐿𝑗 êàê ãëàäêóþ ëèíèþ â ïðîñòðàíñòâå (𝑢1, 𝑧), íà êîòîðîé 𝑓1(𝑢1, 𝑧) = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ 𝑓1(𝑢1, 𝑧):
У1 (òðè ëèíèè ðàâíîâåñèÿ). Â îáëàñòè (𝑢1, 𝑧) ∈ (−∞,+∞) × 𝐷 èìååòñÿ ðîâíî òðè

ëèíèè ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ìîæíî çàäàòü â ÿâíîì âèäå: 𝑢1(𝑧) = 𝜙
(1)
𝑗 (𝑧), 𝑗 = 1, 2, 3.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ðàçäåëåíèÿ êîðíåé ÔÏÈ:𝜙
(1)
1 (𝑧) < 𝜙

(1)
2 (𝑧) <

𝜙
(1)
3 (𝑧) äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ 𝐷,ïðè÷¼ì âñå òðè ôóíêöèè 𝜙

(1)
𝑗 (𝑧) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè â 𝐷.

У2 (ÔÏÈ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ). Â îêðåñòíîñòè êàæäîãî êîðíÿ 𝜙
(1)
𝑗 (𝑧)

ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïðåäñòàâèìà â âèäå 𝑓1(𝑢1, 𝑧) = 𝑓1𝑗(𝑢1 − 𝜙
(1)
𝑗 (𝑧), 𝑧), 𝑗 ∈
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{1, 2, 3}, (𝑢1, 𝑧) ∈ Ω(𝐿𝑗), ãäå Ω(𝐿𝑗) îáîçíà÷àåò îêðåñòíîñòü ëèíèè 𝐿𝑗. Ïðè ýòîì
âûïîëíåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè:

𝜕𝑓1
𝜕𝑢1

⃒⃒⃒
𝑢1=𝜙

(1)
1

> 0,
𝜕𝑓2
𝜕𝑢1

⃒⃒⃒
𝑢1=𝜙

(1)
2

< 0,
𝜕𝑓3
𝜕𝑢1

⃒⃒⃒
𝑢1=𝜙

(1)
3

> 0. (2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝜙
(1)
1 (𝑧) è 𝜙

(1)
3 (𝑧) ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèÿì, à 𝜙

(1)
2 (𝑧)

� íåóñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ.
У3 (Çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü áàëàíñà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå). Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë
äèñáàëàíñà:

𝐽1(𝑧) =

∫︁ 𝜙
(1)
3 (𝑧)

𝜙
(1)
1 (𝑧)

𝑓1(𝑢1, 𝑧) 𝑑𝑢1. (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑧0 ∈ 𝐷 òàêàÿ, ÷òî: 𝐽1(𝑧0) = 0, 𝐽 ′
1(𝑧0) > 0,

𝐽1(𝑧) < 0 ïðè 𝑧 < 𝑧0, 𝐽1(𝑧) > 0 ïðè 𝑧 > 𝑧0.Òàêîå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå
ñòàöèîíàðíîãî ïîëîæåíèÿ âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ (ÂÏÑ) â òî÷êå 𝑧0 â íóëåâîì
ïðèáëèæåíèè. Èçâåñòíî [?], ÷òî ÂÏÑ, ðàñïîëîæåííûé âäîëü Υ̃0, èìååò íóëåâóþ ñêî-
ðîñòü äðåéôà äèñáàëàíñà, íî âîîáùå ãîâîðÿ, íåíóëåâóþ ñêîðîñòü äðåéôà êðèâèçíû.

2.3. Начальные условия ID. Ïóñòü 𝐼start = [𝑎, 𝑏] � îòðåçîê íà îñè 𝑧, ïðèíàäëå-
æàùèé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 𝐷, ïðè÷¼ì ðàññòîÿíèå îò åãî êîíöîâ äî ãðàíèöû 𝜕𝐷
ïîëîæèòåëüíî. Â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå ðîëü ¾ôðîíòà¿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò èãðà-
åò îòäåëüíàÿ òî÷êà 𝑧0 ∈ 𝐼start (èëè, áîëåå ôèçè÷íî, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè), â
êîòîðîé ðåøåíèå áóäåò áûñòðî èçìåíÿòüñÿ îò îäíîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðó-
ãîìó.
Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ 𝑢̃10(𝑧) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

𝑢̃10(𝑧) =

{︃
𝜙
(1)
3 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝐼start,

𝜙
(1)
1 (𝑧), 𝑧 /∈ 𝐼start,

ãäå çíà÷åíèå â ãðàíè÷íîé òî÷êå 𝑧 = 𝑎 (èëè 𝑧 = 𝑏) íå èãðàåò ðîëè.

Íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ 𝑢start(𝑧) ïîëó÷èì èç 𝑢̃10(𝑧) ìåòîäîì ñãëàæèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
óñðåäíÿþùåãî ÿäðà 𝜔𝜀(𝜏) ñ ðàäèóñîì 𝜀 (ñì., íàïðèìåð, [Ìèõèëí77], ãë. 2, �1).
Ïàðàìåòð 𝜀 äîëæåí áûòü ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà èçìåíåíèÿ ôóíêöèé
𝜙
(1)
1 (𝑧), 𝜙

(1)
3 (𝑧) è ìíîãî ìåíüøå äëèíû îòðåçêà |𝑏− 𝑎|.

Ïîÿñíèì ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îòëîæèâ ñòðîãóþ ôîðìóëèðîâêó
äî ðàçäåëà, ïîñâÿù¼ííîãî àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ. Ïóñòü Ω𝜈(𝑧0) � íåêîòîðàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑧0 ðàäèóñà 𝜈, ïðè÷¼ì 𝜀≪ 𝜈 ≪ |𝑏− 𝑎|. Òîãäà ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ:

� 𝑢start(𝑧) ≈ 𝜙
(1)
3 (𝑧) âíóòðè 𝐼start, íî âíå Ω𝜈(𝑧0);

� 𝑢start(𝑧) ≈ 𝜙
(1)
1 (𝑧) âíå 𝐼start è âíå Ω𝜈(𝑧0);

� âíóòðè Ω𝜈(𝑧0) âîçíèêàåò áûñòðî èçìåíÿþùèéñÿ ïåðåõîäíûé ñëîé (ÂÏÑ), â êî-

òîðîì çíà÷åíèå 𝑢 ìåíÿåòñÿ îò âåëè÷èí, áëèçêèõ ê 𝜙
(1)
1 (𝑧), äî âåëè÷èí, áëèçêèõ

ê 𝜙
(1)
3 (𝑧).
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Ïîñëå çàâåðøåíèÿ áûñòðîãî ïðîöåññà ðåëàêñàöèè (â ìàñøòàáå âðåìåíè 𝑡 ∼ 𝜀) ñôîð-
ìèðóåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ èëè ìåäëåííî ýâîëþöèîíèðóþùàÿ êîíòðàñòíàÿ ñòðóêòóðà, ó
êîòîðîé âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé (ôðîíò) áóäåò ëîêàëèçîâàí â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè 𝑧0 (òî÷íåå, â îáëàñòè øèðèíû 𝑂(𝜀) âîêðóã íå¼). Áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé áóäåò äàíî â ðàçäåëå 5 ïîñëå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

3. Эволюция одномерного ВПС
3.1. Асимптотический ряд ID. ×àñòè÷íóþ ñóììó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ÐÀÄ áóäåì èñêàòü â âèäå [?] ñóììû ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ âûðîæäåííîãî

óðàâíåíèÿ 𝑢̄1(𝑧, 𝑡, 𝜀), ôóíêöèé âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ 𝑄
(±)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) è ôóíêöèé

ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Π1(𝑧, 𝜀):

𝑢1(𝑧, 𝑡, 𝜀) =

{︃
𝑈

(+)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) ïðè 𝑧 ∈ 𝒢(1)(𝑡),

𝑈
(−)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) ïðè 𝑧 ̸∈ 𝒢(1)(𝑡),

(4)

𝑈
(+)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) = 𝑢̄

(+)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) +𝑄

(+)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀), 𝑧 ∈ 𝒢(1)(𝑡),

𝑈
(−)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) = 𝑢̄

(−)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) +𝑄

(−)
1 (𝑧, 𝑡, 𝜀) + Π1(𝑧, 𝜀), 𝑧 ̸∈ 𝒢(1)(𝑡).

(5)

Ðàçðûâíîå ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ 𝑢̄1(𝑧, 𝑡, 𝜀) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è

(òî÷íåå, îò 𝜙
(1)
1,2,3(𝑧)) è îò òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ ëèíèè ÂÏÑ:

𝑢̄1(𝑧, 𝑡, 𝜀) =

{︃
𝑢̄
(+)
1 (𝑧, 𝜀) ïðè 𝑧 ∈ 𝒢(1)(𝑡),

𝑢̄
(−)
1 (𝑧, 𝜀) ïðè 𝑧 ̸∈ 𝒢(1)(𝑡),

(6)

𝑢̄
(+)
1 (𝑧, 𝜀) = 𝜙

(1)
3 (𝑧), 𝑢̄

(−)
1 (𝑧, 𝜀) = 𝜙

(1)
1 (𝑧). (7)

Ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ è ëèíèþ ÂÏÑ ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà 𝜀:
𝑄

(±)
1 =

∑︀𝑁
𝑘=0 𝜀

𝑘𝑄
(±)
1𝑘 , Π1 =

∑︀𝑁
𝑘=0 𝜀

𝑘Π1𝑘, 𝑍 =
∑︀𝑁

𝑘=0 𝜀
𝑘𝑍𝑘(𝑡).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàäà¼ò ïîëîæåíèå âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ 𝑧 = 𝑍(𝑡, 𝜀)
â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Çäåñü 𝑍0(𝑡)
îïèñûâàåò äâèæåíèå ôðîíòà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, à ïîïðàâêè 𝑍𝑘(𝑡)(𝑘 ≥ 1)
ó÷èòûâàþò ýôôåêòû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, òàêèå êàê äðåéô êðèâèçíû â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïðèáëèæåíèè. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ôðîíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ
òî÷êó íà îñè z, ðàçäåëÿþùóþ îáëàñòü, ãäå ðåøåíèå áëèçêî ê 𝜙

(1)
3 (𝑧)(𝑧 > 𝑍(𝑡, 𝜀)), è

îáëàñòü, ãäå ðåøåíèå áëèçêî ê 𝜙
(1)
1 (𝑧)(𝑧 < 𝑍(𝑡, 𝜀)).

3.2. Разделение медленной и быстрой координат ID. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷-
íîé ñóììû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (??) â íåîäíîðîäíîé ñðåäå
ìû èñïîëüçóåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå. Ïóñòü 𝑧 åñòü íåêîòî-
ðàÿ òî÷êà íà 𝐷. Âûïîëíèì çàìåíó 𝑧 = 𝑧 + 𝜀𝜉, 𝑡 = 𝜀𝜏, 𝜀𝑢′𝑡 = 𝑢′𝜏 , 𝜀𝑢

′
𝑧 = 𝑢′𝜉, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå
𝑢′1𝜏 + 𝑉1𝑧𝑢

′
1𝜉 = 𝜅1𝑢

′′
1𝜉𝜉 − 𝑓1(𝑢1, 𝑧 + 𝜀𝜉). (8)

Îñòàâèì â (17) (??) ÷ëåíû ïîðÿäêà 𝑂(1), ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íóëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ {︂

𝑢′1𝜏 + 𝑉1𝑧(𝑧)𝑢
′
1𝜉 = 𝜅1𝑢

′′
1𝜉𝜉 − 𝑓1(𝑢1, 𝑧),

𝑢1(−∞, 𝑡) = 𝜙
(1)
1 (𝑧), 𝑢1(+∞, 𝑡) = 𝜙

(1)
3 (𝑧).

(9)
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Â óðàâíåíèè (9) ïåðåìåííàÿ 𝑧 (çàôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íà ôðîíòå) âõîäèò òîëü-
êî êàê ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ñðåäû. Îäíîìåðíîå óðàâ-
íåíèå ðåàêöèè-äèôôóçèè-àäâåêöèè âèäà (9) áûëî ïîäðîáíî èçó÷åíî â ðàáîòå
[Nefedov1992][34]. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (9), òàêæå êàê â [Nefedov1992][34], îáåñïå-

÷èâàþò ïðèìûêàíèå ðåøåíèÿ ê ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèÿì 𝜙
(1)
3 (𝑧) ïðè 𝜉 → +∞, 𝜙

(1)
1 (𝑧)

ïðè 𝜉 → −∞. Ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà 𝜀ïîëó÷èì èç (8), ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà 𝜀, 𝜀2 è ò.ä.
Ïðè çàäàííîì 𝑧 óðàâíåíèå (9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå êî-
òîðîé îïðåäåëÿåò ïðîôèëü ïåðåõîäíîãî ñëîÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑧. Â ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîé ñðåäû ýòî ñåìåéñòâî çàäà÷, ïàðàìåòðèçîâàííîå ïî-
ëîæåíèåì 𝑧 âäîëü îñè z.
Âìåñòå ñ çàäà÷åé (??) ðàññìîòðèì "ñîïóòñòâóþùóþ"çàäà÷ó â òî÷êå 𝑀0 = 𝑧 ∈ 𝐷.
Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑣1(𝜉, 𝜏) = 𝑢1(𝑧 + 𝜀𝜉, 𝜀𝜏). Çàïèøåì ñåìåéñòâî
ñîïóòñòâóþùèõ çàäà÷ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì 𝜂 â âèäå:{︂

𝑣1𝜏 + 𝑉1𝑧(𝑧)𝑣1𝜉 = 𝜅𝑣′′1𝜉𝜉 − 𝑓1
(︀
𝑣1, 𝑧

)︀
,

𝑣1(−∞) = 𝜙
(1)
1 (𝑧), 𝑣1(+∞) = 𝜙

(1)
3 (𝑧).

(10)

Çàìåòèì, ÷òî ñîïóòñòâóþùàÿ çàäà÷à ñîñòàâëÿåòñÿ äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû, ïàðàìåò-
ðû êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå ñ "çàìîðîæåííûìè"êîîðäèíàòàìè 𝑧 = 𝑧, ÔÏÈ â
ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷å íå çàâèñèò ÿâíî îò 𝜉. Ïîýòîìó, âìåñòî 𝑓1(𝑣, 𝑧) áóäåì ïèñàòü
ïðîñòî 𝑓1(𝑣).

3.3. Решение в виде бегущей квазиволны ID. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (??)
áóäåì èñêàòü â âèäå áåãóùåé êâàçèâîëíû:𝑣1(𝜉, 𝜏) = 𝑤1(𝜒), ãäå 𝜒 = 𝜉−𝑊1𝜏 . Ñêîðîñòü
êâàçèâîëíû 𝑊1 íàéäåì äàëåå èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è:{︃

−𝑈̂1𝑤1𝜒 = 𝜅1𝑤
′′
1𝜉𝜉 − 𝑓1(𝑤1),

𝑤1(−∞) = 𝜙
(1)
1 + 0, 𝑤1(+∞) = 𝜙

(1)
3 − 0,

(11)

ãäå
𝑈̂1 = 𝑊1 − 𝑉1𝑧, (12)

çäåñü è äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå 𝜙1,3 = 𝜙
(1)
1,3(𝑧). Èç (??) ñëåäóåò, ÷òî

−𝑈̂1

∫︁ +∞

−∞

(︀
𝑤1𝜒

)︀2
𝑑𝜒 = 𝜅1

∫︁ +∞

−∞
𝑤1𝜒𝑤

′′
1𝜒𝜒𝑑𝜒−

∫︁ +∞

−∞
𝑤1𝜒𝑓1(𝑤1)𝑑𝜒, (13)

Ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, çíà÷åíèå 𝑈̂1 íàéäåì â ÿâíîé ôîðìå, åñëè èçâå-
ñòåí ïðîôèëü êâàçèâîëíû:

𝑈̂1 =
[︁∫︁ +∞

−∞

(︀
𝑤′

1𝜒

)︀2
𝑑𝜒

]︁−1
∫︁ 𝜙

(1)
3

𝜙
(1)
1

𝑓1(𝑤1)𝑑𝑤1. (14)

Îïåðàöèÿ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà 𝑤′
1𝜒 = 𝑝(𝑤1), 𝑤

′′
1𝜒𝜒 = 𝑝𝑝′𝑤1

, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

−𝑈̂1𝑝 = 𝜅1𝑝𝑝
′
𝑤 − 𝑓1(𝑤1), (15)

ñ óñëîâèÿìè äëÿ 𝑝1(𝑤), îáåñïå÷èâàþùèìè ðåøåíèå òèïà ÊÑ ñ îäíèì ÂÏÑ, ñîåäèíÿ-

þùèì óðîâíè 𝜙
(1)
1 è 𝜙

(1)
3 :

𝑝1(𝜙
(1)
1 + 0) = +0, 𝑝1(𝜙

(1)
3 − 0) = +0. (16)
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Ê òîìó æå 𝑝1(𝑤) > 0 ïðè 𝑤 ∈ (𝜙
(1)
1 , 𝜙

(1)
3 ). Çàäà÷à (15) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè

(16) ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåë¼ííîé: ýòî îäíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ñêîðîñòü 𝑈̂1 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî [Nefedov2010][35].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝑧 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå
𝑈̂1(𝑧), ïðè êîòîðîì êðàåâàÿ çàäà÷à (11) ðàçðåøèìà. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå 𝑤1(𝜒)
îïðåäåëÿåò ïðîôèëü ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, à ïðîèçâîäíàÿ 𝑝1(𝑤) = 𝑤1𝜒 óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (15) ñ óñëîâèÿìè (16). Çíà÷åíèå 𝑈̂1(𝑧) ìîæåò áûòü íàéäåíî ëèáî èç
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìóëå (14), ëèáî íåïîñðåäñòâåííî èç
óðàâíåíèÿ (15) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (16).

Ìû íàøëè ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ â ëîêàëüíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

𝑊1(𝑧) = 𝑈̂1(𝑧) + 𝑉1(𝑧), (17)

ãäå:𝑈̂1(𝑧) � ñîáñòâåííàÿ (âíóòðåííÿÿ) ñêîðîñòü äðåéôà, îáóñëîâëåííàÿ äèñáàëàíñîì
ðåàêöèè, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (14); 𝑉1(𝑧) � ñêîðîñòü àäâåêòèâíîãî ïåðåíîñà â
òî÷êå 𝑧. Ôîðìóëà (17) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíàÿ ñêîðîñòü ôðîíòà ñêëàäûâàåòñÿ èç
äâóõ êîìïîíåíò: àäâåêòèâíîé (𝑉1) è ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííîé (𝑈̂1)
��������������������������������������-

4. Уравнение РАД в двумерном случае (2D)
4.1. Уравнение РАД 2D с малым параметром при старших производных.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé À.Í.Òèõîíîâà [?], ìû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíóþ ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè 𝒟
äëÿ óðàâíåíèÿ ÐÀÄ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ:

𝜀𝑢′2𝑡 + 𝜀𝑉2𝑥𝑢
′
2𝑥 + 𝜀𝑉2𝑦𝑢

′
2𝑦 = 𝜀2(𝜅2𝑢

′
2𝑥)

′
𝑥 + (𝜅2𝑢

′
2𝑦)

′
𝑦 − 𝑓2(𝑢2, 𝑥, 𝑦), (18)

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟, 𝑡 > 𝑡0 = 0, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà íà ãðàíèöå 𝜕𝒟 îáëàñòè 𝒟:
𝜕𝑢2
𝜕𝑛⃗

= 𝜓
(2)
1 (𝑥, 𝑦), ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡0) = 𝜓20(𝑥, 𝑦). Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ

𝜓20(𝑥, 𝑦) áóäåò çàäàíà âïîñëåäñòâèè òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ôîðìèðîâàíèå ðåøåíèÿ
òèïà ÊÑ. Çàäà÷à ÐÀÄ ñî ñëàáîé àäâåêöèåé (àäâåêöèîííûì ñëàãàåìûì 𝜀2𝑉2𝑥𝑢

′
2𝑥 +

𝜀2𝑉2𝑦𝑢
′
2𝑦) áûëà ðàññìîòðåíà ðàíåå â ðàáîòå [?]. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû áóäóò

ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäñòàâëåííûõ â [?].

4.2. Модель ФПИ 2D. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ
𝑓2(𝑢, 𝑥, 𝑦) = 0, â ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (𝑢2, 𝑥, 𝑦) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáú-
åäèíåíèå íåñêîëüêèõ ïîâåðõíîñòåé. Îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòü ðàâíîâåñèÿ 𝒮𝑗 êàê ãëàä-
êóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå (𝑢2, 𝑥, 𝑦), íà êîòîðîé 𝑓2(𝑢2, 𝑥, 𝑦) = 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ôóíêöèþ 𝑓2:

У1 (òðè ïîâåðõíîñòè ðàâíîâåñèÿ). В области (𝑢2, 𝑥, 𝑦) ∈ (−∞,+∞) × 𝒟 имеет-
ся ровно три поверхности равновесия, которые можно задать в явном виде:
𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝜙

(2)
1,2,3(𝑥, 𝑦). Предполагаем, что выполнено условие разделения корней ФПИ:

𝜙
(2)
1 (𝑥, 𝑦) < 𝜙

(2)
2 (𝑥, 𝑦) < 𝜙

(2)
3 (𝑥, 𝑦) в 𝒟, все три функции – гладкие в 𝒟.
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У2 (ÔÏÈ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ). В окрестности корня ФПИ представ-
ляется в виде 𝑓2(𝑢2, 𝑥, 𝑦) = 𝑓2𝑗

(︀
𝑢2 − 𝜙𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦

)︀
, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, (𝑢2, 𝑥, 𝑦) ∈ Ω(𝒮𝑗),

причем 𝐹1,2,3(𝜔, 𝑥, 𝑦)|𝜔=0 = 0 и (𝐹1,3(𝜔, 𝑥, 𝑦))
′
𝜔|𝜔=0 > 0, (𝐹2(𝜔, 𝑥, 𝑦))

′
𝜔|𝜔=0 < 0. Çäåñü è

äàëüøå Ω(...) åñòü îêðåñòíîñòü óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè.

У3 (Çíàêîîïðåäåëåííîñòü áàëàíñà). Пусть

𝐽2(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝜙
(2)
3 (𝑥,𝑦)

𝜙
(2)
1 (𝑥,𝑦)

𝑓2(𝑢2, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑢2. (19)

Мы рассмотрим ФПИ такую, что внутри 𝒟 есть замкнута гладкая кривая Υ̃0,
ограничивающая связную односвязную область 𝒢0 с границей Υ̃0 = 𝜕𝒢0 такая, что

𝐽2(𝑥, 𝑦)|ϒ̃0
= 0, 𝐽2(𝑥, 𝑦) > 0 внутри 𝒢0 и 𝐽2(𝑥, 𝑦) < 0 вне 𝒢0,

𝜕𝐽2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛⃗

⃒⃒⃒⃒
ϒ̃0

> 0, 𝑛⃗ есть

внешняя нормаль к Υ̃0.
Èçâåñòíî [?], ÷òî ÂÏÑ, ðàñïîëîæåííûé âäîëü Υ̃0, èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü äðåéôà
äèñáàëàíñà, íî âîîáùå ãîâîðÿ, íåíóëåâóþ ñêîðîñòü äðåéôà êðèâèçíû.

4.3. Начальные условия 2D. Ïóñòü 𝒢start � ñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíè-
öåé Υstart, 𝒢start ⊂ 𝒟, ðàññòîÿíèå îò Υstart äî 𝜕𝒟 áîëüøå íóëÿ. Îïðåäåëèì âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ 𝑢̃0(𝑥, 𝑦) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑢̃0(𝑥, 𝑦) = 𝜙

(2)
1 (𝑥, 𝑦) âíå 𝒢start,

𝑢̃0(𝑥, 𝑦) = 𝜙
(2)
3 (𝑥, 𝑦) âíóòðè 𝒢start, çíà÷åíèå 𝑢̃0(𝑥, 𝑦) íà Υstart íåñóùåñòâåííî. Íà÷àëü-

íóþ ôóíêöèþ 𝑢start(𝑥, 𝑦) ïîëó÷èì èç 𝑢̃0(𝑥, 𝑦) ìåòîäîì ñãëàæèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ óñðåä-
íÿþùåãî ÿäðà 𝜔𝜀(𝑟) [?], ãë.2, ïàðàãðàô 1. Çíà÷åíèå 𝜀 äîëæíî áûòü ìíîãî ìåíüøå 𝑅min

� íàèìåíüøåãî ðàäèóñà êðèâèçíû êðèâîé Υstart. Ïîÿñíèì ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé, îòëîæèâ ñòðîãóþ ôîðìóëèðîâêó äî ðàçäåëa ??. Ïóñòü Ω𝜈(Υstart)
åñòü íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü Υstart (ò.å. ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî

Υstart ìåíüøå 𝜈, 𝜀 ≪ 𝜈 ≪ 𝑅min). Òîãäà 𝑢start ≈ 𝜙
(2)
3 âíóòðè 𝒢start (íî âíå Ω𝜈(Υstart)),

𝑢start ≈ 𝜙
(2)
1 âíå 𝒢start è âíå Ω𝜈(Υstart). Âíóòðè Ω𝜈(Υstart) ðàñïîëîæåíà ëèíèÿ ÂÏÑ,

â îêðåñòíîñòè êîòîðîé êîíöåíòðàöèÿ èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèÿ, íåñêîëüêî áîëüøåãî 𝜙
(2)
1

äî íåñêîëüêî ìåíüøåãî 𝜙
(2)
3 . Ïîñëå çàâåðøåíèÿ áûñòðîãî ïðîöåññà ðåëàêñàöèè ñôîð-

ìèðóåòñÿ ÊÑ, äëÿ êîòîðîé ÂÏÑ ðàñïîëîæåí â îêðåñòíîñòè Υstart. Ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì 𝜀 ëèíèÿ ÂÏÑ áóäåò ðàñïîëîæåíà â Ω𝜀(Υstart). Áîëåå òî÷íî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
ìû îïèøåì â ðàçäåëå ?? ïîñëå òîãî, êàê íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÐÀÄ â ïåðâîì
ïîðÿäêå â ïåðâîì ïîðÿäêå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà.

5. Эволюция двумерного (2D) ВПС
5.1. Асимптотический ряд 2D. ×àñòè÷íóþ ñóììó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÀÄ áóäåì èñêàòü â âèäå [?] ñóììû ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ âûðîæäåí-

íîãî óðàâíåíèÿ 𝑢̄2(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀), ôóíêöèé âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ 𝑄
(±)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) è

ôóíêöèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Π2(𝑥, 𝑦, 𝜀):

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) =

{︃
𝑈

(+)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) ïðè (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢(2)(𝑡),

𝑈
(−)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) ïðè (𝑥, 𝑦) ̸∈ 𝒢(2)(𝑡),

(20)

𝑈
(+)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) = 𝑢̄

(+)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) +𝑄

(+)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢(2)(𝑡),

𝑈
(−)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) = 𝑢̄

(−)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) +𝑄

(−)
2 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) + Π2(𝑥, 𝑦, 𝜀), (𝑥, 𝑦) ̸∈ 𝒢(2)(𝑡).

(21)
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Ðàçðûâíîå ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ 𝑢̄2(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çà-

äà÷è (òî÷íåå, îò 𝜙
(2)
1,2,3(𝑥, 𝑦)) è îò òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ ëèíèè ÂÏÑ:

𝑢̄2(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝜀) =

{︃
𝑢̄
(+)
2 (𝑥, 𝑦, 𝜀) ïðè (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒢(2)(𝑡),

𝑢̄
(−)
2 (𝑥, 𝑦, 𝜀) ïðè (𝑥, 𝑦) ̸∈ 𝒢(2)(𝑡),

(22)

𝑢̄
(+)
2 (𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝜙

(2)
3 (𝑥, 𝑦), 𝑢̄

(−)
2 (𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝜙

(2)
1 (𝑥, 𝑦). (23)

Ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ è ëèíèþ ÂÏÑ Υ(𝑡) ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì
ìàëîãî ïàðàìåòðà 𝜀:

𝑄
(±)
2 =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑄2𝑘
(±), Π2 =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘Π2𝑘, Υ(2)(𝑡) = Υ
(2)
0 (𝑡) +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜀𝑘Υ
(2)
𝑘 (𝑡). (24)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ëè-
íèè ÂÏÑ, ïðè÷åì ôóíêöèè 𝑥(𝜃, 𝑡) = 𝜑(𝜃, 𝑡), 𝑦(𝜃, 𝑡) = 𝜓(𝜃, 𝑡), ïðåäñòàâëÿþùèå êîîð-
äèíàòû, åñòü ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà 𝜀 òîãî æå âèäà, ÷òî è (??). Ïàðàìåòð 𝜃
îïðåäåëÿåò òî÷êó íà êðèâîé Υ(𝑡). Åñëè Υstart åñòü çàìêíóòàÿ ëèíèÿ, òî 𝜃 åñòü ïåðèî-
äè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, 𝜃 è 𝜃+𝑇 ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå òî÷êå. Òîãäà ôóíêöèè
𝜑(𝜃, 𝑡), 𝜓(𝜃, 𝑡) � ïåðèîäè÷åñêèå ïî êîîðäèíàòå 𝜃, äëÿ âñåõ 𝑡 êðèâàÿ Υ(𝑡) � çàìêíóòàÿ.
Èíà÷å 𝜑(𝜃, 𝑡), 𝜓(𝜃, 𝑡) îïðåäåëåíû íà (−∞,+∞). Îáîçíà÷èì 𝒟(𝑡) � îáëàñòü, îãðàíè-
÷åííàÿ êðèâîé Υ(𝑡) äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé 𝜃, èíà÷å ÷àñòü ïëîñêîñòè ïî îäíó ñòîðîíó îò
Υ(𝑡).

5.2. Локальные координаты для уравнения РАД 2D. Ïóñòü çàìêíóòàÿ ãëàä-
êàÿ êðèâàÿ Υ(𝑡) åñòü ëèíèÿ ôðîíòà ÂÏÑ, ò.å. çàäàííîå â íåÿâíîé ôîðìå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜙
(2)
2 (𝑥, 𝑦). Îäíîâðåìåííî Υ(𝑡) åñòü ãðàíèöà îáëàñòè 𝒟(𝑡),

êîòîðóþ íàçûâàåì ïÿòíîì êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû. Çàäàäèì Υ(𝑡) â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ôîðìå: 𝑥 = 𝑥(𝜃, 𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝜃, 𝑡), 𝜃 � ïàðàìåòð, 𝜃 ∈ (𝜃𝑎, 𝜃𝑏). Âîçìîæíî 𝜃𝑎 = −∞,
𝜃𝑏 = +∞, âîçìîæíî òàêæå 𝜃𝑎 è 𝜃𝑏 îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òî÷êó íà Υ, åñëè êðèâàÿ
çàìêíóòà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåì ãëàäêîñòü Υ(𝑡) â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Υ(𝑡) ↔ (𝜃𝑎, 𝜃𝑏) âçàèìíî � îäíîçíà÷íîå ïðè âñåõ 𝑡,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèÿ ôðîíòà ÊÑ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è ñàìîíàëîæåíèé.
Çàäàäèì íà Υ(𝑡) íåïðåðûâíîå ïîëå íîðìàëè 𝑛⃗(𝜃, 𝑡) (ýòî âîçìîæíî ââèäó ãëàäêîñòè
Υ, îòñóòñòâèþ ïåðåñå÷åíèé è ñàìîíàëîæåíèé). Åñëè êðèâàÿ Υ(𝑡) çàìêíóòà, âûáåðåì
𝑛⃗(𝑡) � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê Υ(𝑡).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàåì ïÿòíî ÊÑ ïîëîæèòåëüíîé ïîëÿðíîñòè, ò.å.
𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) > 𝜙

(2)
2 (𝑥, 𝑦) âíóòðè 𝒢(2)(𝑡). Ïóñòü 𝑡 åñòü íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, äëÿ

êîòîðîãî ÂÏÑ óæå ñôîðìèðîâàí, è Υ̂ = Υ(𝑡). Ïîíÿòèå ñôîðìèðîâàííîãî ÂÏÑ ââå-
äåì ïîçäíåå, êîãäà çàïèøåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ ðàçëîæåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå (??) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Υ̂, êîòîðóþ îáîçíà÷èì Ω(Υ̂). Íà
íîðìàëè ââåäåì êîîðäèíàòó 𝑠 òàê, ÷òî 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2, è íà Υ̂ áûëî âåðíî 𝑠 = 𝑠.
Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ω(Υ̂) ÿêîáèàí 𝐷(𝑥, 𝑦)/𝐷(𝑠, 𝜃) îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê îí
îòëè÷åí îò íóëÿ íà Υ̂ è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò (𝑥, 𝑦). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü Ω(Υ̂), âíóòðè êîòîðîé îòîáðàæåíèå (𝑥, 𝑦) ⇔ (𝜃, 𝑠) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì (ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé ïåðèîäè÷íîñòè ïî 𝜃). Ìîæíî òàêæå áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè âçÿòü â íåêîòîðîé Ω(Υ̂) îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû (𝜃, 𝑠), èñïîëüçîâàòü äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå äåôîðìèðîâàííîé êîëüöåâîé îá-
ëàñòè ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè íà êðóãîâîå êîëüöî. Îñü 𝑠 íàïðàâëåíà âäîëü ãðàäèåíòà
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(𝑢′2𝑥, 𝑢
′
2𝑦) ôóíêöèè 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) íàðóæó ïî îòíîøåíèþ ê 𝒟(𝑡), îñü 𝜃 íàïðàâëåíà âäîëü Υ̂

â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ïðè äâèæåíèè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïÿòíî
ÂÏÑ îñòà¼òñÿ ïî ëåâóþ ðóêó). Ïóñòü âåðíî

У4 (ìîíîòîííîñòü áàëàíñà). Функция 𝐽2(𝑠, 𝜃) (определена условием (??)) для любого
𝜃 есть монотонная вдоль переменной 𝑠 функция в некоторой окрестности точки
(𝑠, 𝜃) для всех 𝜃.
Óðàâíåíèå (??) çàïèøåì â â ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑠, 𝜃) â âèäå

𝜀𝑢′2𝑡+𝜀
(︀
𝐴1𝑉2𝑠𝑢

′
2𝑠+𝐴2𝑉2𝜃𝑢

′
2𝜃

)︀
= 𝜅2𝜀

2
(︀
𝐴11𝑢

′′
2𝑠𝑠+2𝐴12𝑢

′′
2𝑠𝜃+𝐴22𝑢

′′
2𝜃𝜃+𝐵1𝑢

′
2𝑠+𝐵2𝑢

′
2𝜃

)︀
−𝑓2(𝑢2, 𝑠, 𝜃),

(25)
(𝑠, 𝜃) ∈ Ω(Υ). Çäåñü

𝐴11 = (𝑠′𝑥)
2 + (𝑠′𝑦)

2, 𝐴12 = 𝑠′𝑥𝜃
′
𝑥 + 𝑠′𝑦𝜃

′
𝑦, 𝐴22 = (𝜃′𝑥)

2 + (𝜃′𝑦)
2, (26)

𝐵1 = 𝑠′′𝑥𝑥 + 𝑠′′𝑦𝑦, 𝐵2 = 𝜃′′𝑥𝑥 + 𝜃′′𝑦𝑦, (27)

𝑉𝜃(𝑠, 𝜃) = 𝑉 sin𝛼, 𝑉𝑠(𝑠, 𝜃) = 𝑉 cos𝛼, ãäå 𝑣 = 𝑉2
(︀
𝑥(𝑠, 𝜃), 𝑦(𝑠, 𝜃)

)︀
, 𝛼 åñòü óãîë ìåæäó

îñÿìè 𝑂𝑥 è 𝑂𝑠 â òî÷êå (𝑠, 𝜃).

5.3. Разделение медленной и быстрой координат 2D. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷-
íîé ñóììû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (??) â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìû
èñïîëüçóåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå. Ïóñòü (𝑠, 𝜃) åñòü íåêîòîðàÿ
òî÷êà íà Υ̂. Âûïîëíèì çàìåíó 𝑠 = 𝑠 + 𝜀𝜉, 𝜃 = 𝜃 + 𝜂, 𝑡 = 𝜀𝜏, 𝜀𝑢′2𝑡 = 𝑢′2𝜏 , 𝜀𝑢

′
2𝑠 = 𝑢′2𝜉,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

𝑢′2𝜏 + 𝑉2𝑠𝑢
′
2𝜉 + 𝜀𝑉2𝜃𝑢

′
2𝜂 = 𝜅2

(︀
𝐴11𝑢

′′
2𝜉𝜉 + 2𝜀𝐴12𝑢

′′
2𝜉𝜂 + 𝜀2𝐴22𝑢

′′
2𝜂𝜂

)︀
+

+ 𝜀𝜅2𝐵1𝑢
′
2𝜉 + 𝜀2𝜅2𝐵2𝑢

′
2𝜂 − 𝑓2(𝑢2, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂). (28)

Îñòàâèì â (??) ÷ëåíû ïîðÿäêà 𝑂(1), ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íóëåâîãî ïðèáëè-
æåíèÿ: {︃

𝑢′2𝜏 + 𝑉2𝑠(𝑠, 𝜃 + 𝜂)𝐴1𝑢
′
2𝜉 = 𝜅2𝐴11𝑢

′′
2𝜉𝜉 − 𝑓2(𝑢2, 𝑠, 𝜃 + 𝜂),

𝑢2(−∞, 𝜂) = 𝜙
(2)
1 (𝑠, 𝜃), 𝑢2(+∞, 𝜂) = 𝜙

(2)
3 (𝑠, 𝜃).

(29)

Â (??) ïåðåìåííàÿ 𝜂 âõîäèò òîëüêî êàê ïàðàìåòð, íî äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ïîäõîäà ê êî-
îðäèíàòàì (𝜉, 𝜂). Îäíîìåðíîå óðàâíåíèåì ÐÀÄ (??) èçó÷åíî â ðàáîòå [?]. Ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ (??), òàêæå, êàê â [?], îáåñïå÷èâàþò ïðèìûêàíèå ðåøåíèÿ ê ðàâíîâåñíûì

çíà÷åíèÿì 𝜙
(2)
3 ïðè 𝜉 → +∞ è 𝜙

(2)
1 ïðè 𝜉 → −∞. Ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ðå-

øåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîëó÷èì èç (??), ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà 𝜀,
𝜀2 è ò.ä. Ïðè çàäàííîì 𝑠 (??) åñòü ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà
𝜃.
Âìåñòå ñ çàäà÷åé (??) ðàññìîòðèì "ñîïóòñòâóþùóþ" çàäà÷ó â òî÷êå𝑀0 = (𝑠, 𝜃) ∈ Υ̃0.
Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑣2(𝜉, 𝜏) = 𝑢2(𝑠 + 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂, 𝜀𝜏). Çàïèøåì
ñåìåéñòâî ñîïóòñòâóþùèõ çàäà÷ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì 𝜂 â âèäå{︃

𝑣′2𝜏 + 𝑉2𝑠(𝑠, 𝜃 + 𝜂)𝐴1𝑣
′
2𝜉 = 𝜅𝐴11𝑣

′′
2𝜉𝜉 − 𝑓2

(︀
𝑣, 𝑠, 𝜃 + 𝜂

)︀
,

𝑣2(−∞) = 𝜙
(2)
1 (𝑠, 𝜃 + 𝜂), 𝑣2(+∞) = 𝜙

(2)
3 (𝑠, 𝜃 + 𝜂).

(30)

Çàìåòèì, ÷òî ñîïóòñòâóþùàÿ çàäà÷à ñîñòàâëÿåòñÿ äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû, ïàðàìåòðû
êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå ñ "çàìîðîæåííûìè" êîîðäèíàòàìè 𝑠 = 𝑠, 𝜃 = 𝜃 + 𝜂,
ÔÏÈ â ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷å íå çàâèñèò ÿâíî îò 𝜉. Ïîýòîìó, âìåñòî 𝑓2(𝑣, 𝑠, 𝜃 + 𝜂)
áóäåì ïèñàòü ïðîñòî 𝑓2(𝑣).
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5.4. Решение в виде бегущей квазиволны 2D. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (??)
áóäåì èñêàòü â âèäå áåãóùåé êâàçèâîëíû: 𝑣2(𝜉, 𝜏) = 𝑤2(𝜒), ãäå 𝜒 = 𝜉−𝑊2𝜏 . Ñêîðîñòü
êâàçèâîëíû 𝑊2 íàéäåì äàëåå èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è:{︃

−𝑈̂2𝑤
′
2𝜒 = 𝜅2𝐴11𝑤

′′
2𝜒𝜒 − 𝑓2(𝑤2),

𝑤2(−∞) = 𝜙
(2)
1 + 0, 𝑤2(+∞) = 𝜙

(2)
3 − 0,

(31)

ãäå
𝑈̂2 = 𝑊2 − 𝐴1𝑉2𝑠, (32)

çäåñü è äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå 𝜙
(2)
1,3 = 𝜙

(2)
1,3(𝑠, 𝜃 + 𝜂). Èç (??) ñëåäóåò, ÷òî

−𝑈̂2

∫︁ +∞

−∞

(︀
𝑤′

2𝜒

)︀2
𝑑𝜒 = 𝜅2

∫︁ +∞

−∞
𝐴11𝑤

′
2𝜒𝑤

′′
2𝜒𝜒𝑑𝜒−

∫︁ +∞

−∞
𝑤′

2𝜒𝑓2(𝑤2)𝑑𝜒, (33)

Ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, çíà÷åíèå 𝑈̂2 íàéäåì â ÿâíîé ôîðìå, åñëè èçâå-
ñòåí ïðîôèëü êâàçèâîëíû:

𝑈̂2 =
[︁∫︁ +∞

−∞

(︀
𝑤′

2𝜒

)︀2
𝑑𝜒

]︁−1
∫︁ 𝜙

(2)
3

𝜙
(2)
1

𝑓2(𝑤2)𝑑𝑤2. (34)

Îïåðàöèÿ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà 𝑤′
2𝜒 = 𝑝(𝑤2), 𝑤

′′
2𝜒𝜒 = 𝑝𝑝′𝑤2

, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

−𝑈̂2𝑝 = 𝜅2𝐴11𝑝𝑝
′
𝑤2

− 𝑓2(𝑤2), (35)

ñ óñëîâèÿìè äëÿ 𝑝2(𝑤), îáåñïå÷èâàþùèìè ðåøåíèå òèïà ÊÑ ñ îäíèì ÂÏÑ, ñîåäèíÿ-

þùèì óðîâíè 𝜙
(2)
1 è 𝜙

(2)
3 :

𝑝2(𝜙
(2)
1 + 0) = +0, 𝑝2(𝜙

(2)
3 − 0) = +0. (36)

Ê òîìó æå 𝑝2(𝑤) > 0 ïðè 𝑤 ∈ (𝜙
(2)
1 , 𝜙

(2)
3 ). Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïå-

ðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è ñ äâóìÿ óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà çíà÷åíèå
𝑈̂2 îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ [?]. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå 𝑈̂2 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
[?], äëÿ ýòîãî 𝑈̂2 çàäà÷à (??) ðàçðåøèìà, è ïîñëå å¼ ðåøåíèÿ è âû÷èñëåíèÿ 𝑤2(𝜒) ñà-
ìî çíà÷åíèå 𝑈̂2 íàõîäèòñÿ èç (??). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ 𝑈̂2(𝑠, 𝜃) òàêàÿ, ÷òî
ïðè ïîäñòàíîâêå 𝑈̂2(𝑠, 𝜃) â (??) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ 𝑝2(𝑤), äëÿ
êîòîðîé âåðíî (??) è âåðíû òàêæå óñëîâèÿ (??). Ìû íàøëè ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ
ÂÏÑ âäîëü íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè:

𝑊2(𝑠, 𝜃, 𝑛⃗) = 𝑈̂2(𝑠, 𝜃) + 𝐴1𝑉2𝑠. (37)

Â îòëè÷èå îò 𝑈̂2(𝑠, 𝜃), ýòà ñêîðîñòü çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè.

5.5. Задача Коши для семейства траекторий, ортогональных семейству
линий фронта КС. ♣ Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íàõîæäåíèÿ
ëèíèè ôðîíòà íóëåâîãî ïîðÿäêà Υ0 â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè 𝑡, åñëè çàäàíà ëèíèÿ
ôðîíòà Υstart â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡start.

У5 (ãëàäêîñòü ëèíèè ÂÏÑ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè). Пусть гладкая кривая
Υstart без самопересечений и самоналожений задана в параметрической форме: 𝑟⃗ =

𝑟⃗start(𝜃), 𝜃 ∈ [𝜃1, 𝜃2] – гладкая функция без особых точек:

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑟⃗start
𝑑𝜃

⃒⃒⃒⃒
> 0 на [𝜃1, 𝜃2].
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Пусть Υstart есть кривая без точек перегиба, радиус кривизны 𝑅(𝜃) в каждой точке
которой конечен и отделен от нуля положительной константой. Ïóñòü âåêòîðíàÿ
ôóíêöèÿ 𝑟⃗(𝜃, 𝑡) =

(︀
𝑥(𝜃, 𝑡), 𝑦(𝜃, 𝑡)

)︀
åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè⎧⎨⎩

𝜕𝑟⃗

𝜕𝑡
= −𝑛⃗(𝑥, 𝑦)

[︀
𝑈̂(𝑥, 𝑦) +

(︀
𝑉⃗ , 𝑛⃗(𝑥, 𝑦)

)︀]︀
,

𝑟⃗|𝑡=𝑡start
= 𝑟⃗start(𝜃),

(38)

ãäå

𝑛⃗(𝑥, 𝑦) =
(︁
−𝜕𝑦
𝜕𝜃
,
𝜕𝑥

𝜕𝜃

)︁[︁(︁𝜕𝑥
𝜕𝜃

)︁2
+
(︁𝜕𝑦
𝜕𝜃

)︁2]︁−1/2
= 𝒩⃗

[︀
𝑟⃗(𝑠, 𝜃)

]︀
, (39)

ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îïðåäåëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðíîé ôóíê-
öèè 𝑟⃗(𝑠, 𝜃) â âåêòîðíóþ ôóíêöèþ 𝑛⃗(𝑟⃗) Ñåìåéñòâî êðèâûõ ℒ*ort(𝜃), 𝜃 ∈ [𝜃1, 𝜃2], îïðåäå-
ëåííûõ (??), íàçîâåì ñåìåéñòâîì òðàåêòîðèé, îðòîãîíàëüíûõ ëèíèè ôðîíòà íóëåâîãî
ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå (??) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà:

𝜕𝑥

𝜕𝑡
=
𝜕𝑦

𝜕𝜃
· 𝐸, 𝜕𝑦

𝜕𝑡
= −𝜕𝑥

𝜕𝜃
· 𝐸, (40)

𝐸 =
[︁(︁𝜕𝑥
𝜕𝜃

)︁2
+
(︁𝜕𝑦
𝜕𝜃

)︁2]︁−1/2
(︂
𝑈̂(𝑥, 𝑦) +

(︁
−𝑉𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝜃
+ 𝑉𝑦

𝜕𝑥

𝜕𝜃

)︁[︁(︁𝜕𝑥
𝜕𝜃

)︁2
+
(︁𝜕𝑦
𝜕𝜃

)︁2]︁−1/2
)︂
. (41)

Â [?] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ íà ÔÏÈ è íà Υstart çàäà÷à (??)
ðàçðåøèìà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [𝑡start, 𝑡start +∆𝑡]. Ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ïî
âðåìåíè çàâåäîìî èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè ïðÿìîëèíåéíîé ëèíèè Υstart è îäíîðîäíî-
ãî ïîëÿ ñêîðîñòåé. Ìîæíî òàêæå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàòü ïîëå ñêîðîñòåé, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ãëîáàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòà ñèñòåìà ðàç-
ðåøèìà äî ìîìåíòà, êîãäà íà Υ(𝑡) îáðàçóåòñÿ òî÷êà ñáîðêè (èëè îñîáåííîñòü áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, [?]).

5.6. Уравнение эйконала и траектории фронта. ♣ Ñóùåñòâóåò äðóãîé ñïîñîá
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (??), îñíîâàííûé íà óðàâíåíèÿõ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè. Ââåä¼ì òåïåðü
äëÿ äâóìåðíîé ôàçû ãàìèëüòîíèàí 𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑝1, 𝑝2) = 𝑝21 + 𝑝22 −𝑊 (𝑥, 𝑦)−2, Ïóñòü 𝑆 åñòü
ýéêîíàë, ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (︀

▽𝑆
)︀
2 = 𝑊−2(𝑥, 𝑦) (42)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
𝑆|ϒstart

= 𝑆start = const (43)

íà ëèíèè ôðîíòà ÂÏÑ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïóñòü ïàðàìåòðèçîâàííîå ïà-
ðàìåòðîì 𝜃 ñåìåéñòâî ôóíêöèé

(︀
𝑥̃(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡)

)︀
åñòü ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà⎧⎨⎩
𝑑𝑥̃

𝑑𝑡
= 2𝑝1,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑝2,

𝑑𝑝1
𝑑𝑡

=
𝜕𝑊−2

𝜕𝑥̃
,
𝑑𝑝2
𝑑𝑡

=
𝜕𝑊−2

𝜕𝑦
,

(𝑥̃, 𝑦, 𝑝1, 𝑝2)|𝑡start =
(︀
𝑥start(𝜃), 𝑦start(𝜃), 𝑝1start(𝜃), 𝑝2start(𝜃)

)︀
,

(44)

(𝑝1start(𝜃), 𝑝2start(𝜃)) íàéäåíû èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ Ãàìèëüòîíèàíà íà Υstart [?]. Â
äàííîì ñëó÷àå ýòî áóäåò êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ìû âûáèðàåì äëÿ êàæäîãî 𝜃 ∈ [𝜃1, 𝜃2]
ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî âåêòîð (𝑝1, 𝑝2) îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ íîðìàëüþ (??). Â îòëè-
÷èå îò êîðîòêîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé â íåîäíîðîäíîé
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ñðåäå, çäåñü íåò ïðîèçâîëà â âûáîðå ðåøåíèÿ, òàê êàê íàïðàâëåíèå äðåéôà êâàçèâîë-
íû îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Èç Уxxx(ñ)ëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îïðåäåë¼ííîå òàêèì
îáðàçîì ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå (𝑝1start(𝜃), 𝑝2start(𝜃)). Ìû ïðèíÿëè ïàðàìåòðèçàöèþ
ñòàðòîâîé êðèâîé Υstart îäèíàêîâîé äëÿ ñåìåéñòâà îðòîòðàåêòîðèé ℒ*ort(𝜃) è ñåìåé-
ñòâà Ãàìèëüòîíîâûõ ëó÷åé 𝒞*ham(𝜃). Ïóñòü 𝒞*ham(𝜃) = (𝑥̃(𝜃, 𝑡), 𝑦(𝜃, 𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑡start, 𝑡1] åñòü
ëó÷è [?] (ïðîåêöèè êðèâûõ

(︀
𝑥̃(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑝1(𝑡), 𝑝2(𝑡)

)︀
íà ïëîñêîñòü 𝑥̃, 𝑦). Òîãäà ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (??) èìååò âèä

𝑆(𝑥̃, 𝑦) = 𝑆start +

∫︁
𝒞*ham(𝑥̃,𝑦)

⟨𝑝, 𝑑𝑥⟩ = 𝑆start +

∫︁
𝒞*ham(𝑥̃,𝑦)

𝑊−1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙. (45)

Çäåñü 𝒞*ham(𝑥̃, 𝑦) åñòü ëó÷, èñõîäÿùèé èç íåêîòîðîé òî÷êè íà Υstart è ïðèõîäÿùèé â
òî÷êó (𝑥̃, 𝑦). Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ (ãëàäêàÿ Υstart è ãëàäêàÿ ÔÏÈ) íàé-
äåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω, ÿâëÿþùååñÿ îêðåñòíîñòüþ Υstart, â êîòîðîì 𝒞*ham(𝑥̃, 𝑦)
åäèíñòâåí [?]. Ãðàíèöåé ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî ℬ
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ îïòè÷åñêîé äëèíû ïóòè, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ íà Υstart è
ïðèõîäèò â òî÷êó (𝑥̃, 𝑦). Ðàññòîÿíèå ìåæäó ℬ è Υstart ïîëîæèòåëüíî [?]. Âíå Ω ýêñ-
òðåìàëüíàÿ çàäà÷à, âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé, ïîýòîìó 𝒞*ham(𝑥̃, 𝑦)
óæå íå åäèíñòâåí. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è î ëèíåéíûõ âîëíàõ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå,
äëÿ óðàâíåíèÿ ÐÀÄ ýòîò ñëó÷àé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåàêòóàëåí. Ôðîíò ÂÏÑ, íà÷èíàÿ
ñ ïåðâîé ïî âðåìåíè òî÷êè ñàìîíàëîæåíèÿ èëè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, íåâîçìîæíî îïè-
ñàòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî ãëàâíûé (íóëåâîé) ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî
ïàðàìåòðà. Ðåøåíèå ýòîé âàæíåéøåé ïðîáëåìû âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè.
Ïóñòü 𝑙 åñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ äëèíà ïóòè âäîëü òðàåêòîðèè êâàçèëó÷à. Òîãäà íà

𝒞*ham âåðíî
𝑑

𝑑𝑙
=

𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑙
=

1

𝑊

𝑑

𝑑𝑡
,
𝑑𝑙

𝑑𝑡
= 𝑊,

𝑑𝑟⃗

𝑑𝑙
= 𝑊 (𝑥, 𝑦)▽𝑆, 𝑑𝑟⃗

𝑑𝑡
= 𝑊 2(𝑥, 𝑦)▽𝑆. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ëèíèé ðàâíîãî óðîâíÿ 𝑆 ñîâïàäàþò ñ ñåìåéñòâîì ëèíèé
ôðîíòà êâàçèâîëíû ÐÀÄ, íàéäåííûõ èç (??).

6. Сумма первого порядка асимптотического ряда
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà âûáåðåì ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1). Íàéäåì
÷àñòè÷íóþ ñóììó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïåðâîãî ïîðÿäêà:

𝑢(𝜉, 𝜂, 𝑡) = 𝑢0(𝜉, 𝜂, 𝑡) + 𝜀𝑢1(𝜉, 𝜂, 𝑡), (46)

𝑊̂ = 𝑊̂0 + 𝜀𝑊̂1. (47)

Ñîáåðåì â (??) ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî 𝜀 :

𝑢′𝜏 + 𝜀𝑉𝑠𝑢
′
𝜉 + 𝜀2𝑉𝜃𝑢

′
𝜂 =

= 𝜅
(︀
𝐴11𝑢

′′
𝜉𝜉 + 2𝜀𝐴12𝑢

′′
𝜉𝜂 + 𝜀2𝐴22𝑢

′′
𝜂𝜂

)︀
+ 𝜀𝜅𝐵1𝑢

′
𝜉 + 𝜀2𝜅𝐵2𝑢

′
𝜂 − 𝑓(𝑢, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂). (48)

Ïîäñòàâèì ñóììó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà:

(𝑢0)
′
𝜏 + 𝜀(𝑢1)

′
𝜏 + 𝜀𝑉𝑠(𝑢0)

′
𝜉 + 𝜀2𝑉𝑠(𝑢1)

′
𝜉 + 𝜀2𝑉𝜃(𝑢0)

′
𝜂 + 𝜀3𝑉𝜃(𝑢1)

′
𝜂 =

= 𝜅
(︀
𝐴11(𝑢0)

′′
𝜉𝜉 + 𝜀𝐴11(𝑢1)

′′
𝜉𝜉 + 2𝜀𝐴12(𝑢0)

′′
𝜉𝜂 + 2𝜀2𝐴12𝑢

′′
1𝜉𝜂 + 𝜀2𝐴22𝑢

′′
𝜂𝜂 + ...

)︀
+

+ 𝜀𝜅𝐵1(𝑢0)
′
𝜉 + 𝜀2𝜅𝐵2𝑢

′
𝜂 − 𝑓

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂

)︀
(49)

Îñòàâèì ñëàãàåìûå íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ:
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(𝑢0)
′
𝜏 + 𝜀(𝑢1)

′
𝜏 + 𝜀𝑉𝑠(𝑢0)

′
𝜉 = 𝜅

(︀
𝐴11(𝑢0)

′′
𝜉𝜉 + 𝜀𝐴11(𝑢1)

′′
𝜉𝜉 + 2𝜀𝐴12(𝑢0)

′′
𝜉𝜂

)︀
+

+ 𝜀𝜅𝐵1(𝑢0)
′
𝜉 − 𝑓

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂

)︀
. (50)

Íàéä¼ì ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ:

𝑓
(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂

)︀
=

= 𝑓
(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂

)︀
− 𝑓

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃

)︀
+

+ 𝑓
(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃

)︀
− 𝑓

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
+ 𝑓

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
=

= 𝑓 ′
𝜃

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜈𝜂

)︀
· 𝜂+

+ 𝜀𝑓 ′
𝑢

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
· 𝑢1 + 𝜀𝑓 ′

𝑠

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
· 𝜉 + 𝑓

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
(51)

Âûðàæåíèå ÔÏÈ ñ òî÷êå, ñäâèíóòîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè íà ëèíèè Υ̂,
òðåáóåò âíèìàíèÿ:

𝑓
(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃) + 𝜀𝑢1, 𝑠+ 𝜀𝜉, 𝜃 + 𝜂

)︀
= 𝑓 ′

𝜃

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
· 𝜂+

+ 𝑓 ′′
𝜃𝑢

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃 + 𝜈𝜂

)︀
· 𝜂 · 𝜀 · 𝑢1 + 𝑓 ′′

𝜃𝑠

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃 + 𝜈𝜂

)︀
· 𝜂 · 𝜀 · 𝜉+

+ 𝜀𝑓 ′
𝑢

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
· 𝑢1 + 𝜀𝑓 ′

𝑠

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
· 𝜉 + 𝑓

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
, (52)

ãäå 𝜈 ∈ (0; 1). Èç îïðåäåëåíèÿ êðèâîé Υ̂ ñëåäóåò, ÷òî 𝑓 ′
𝜃

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
= 0. Òåïåðü

äëÿ áåãóùåé êâàçèâîëíû â ïåðâîì ïîðÿäêå ïîëó÷èì

− 𝑊̂1(𝑢0)
′
𝜉 − 𝑊̂0(𝑢1)

′
𝜉 + 𝑉𝑠(𝑢0)

′
𝜉 = 𝜅𝐴11(𝑢1)

′′
𝜉𝜉 + 2𝜅𝐴12(𝑢0)

′′
𝜉𝜂 + 𝜅𝐵1(𝑢0)

′
𝜉−

− 𝑓 ′′
𝜃𝑢

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃 + 𝜈𝜂

)︀
· 𝜂 · 𝑢1 − 𝑓 ′′

𝜃𝑠

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃 + 𝜈𝜂

)︀
· 𝜂 · 𝜉−

− 𝑓 ′
𝑢

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
· 𝑢1 − 𝑓 ′

𝑠

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃), 𝑠, 𝜃

)︀
· 𝜉. (53)

Ñåìåéñòâî çàäà÷ Êîøè, ïàðàìåòðèçîâàííîå ïàðàìåòðîì 𝜂, (??) îïèñûâàåò êâàçè-
âîëíó â ïåðâîì ïîðÿäêå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝜃,
Âû÷èñëåíèå 𝜈 ïîòðåáóåò åù¼ îäíîãî ðàçëîæåíèÿ â ðÿä óæå ïî ñòåïåíÿì 𝜂. Â öåí-
òðàëüíîé òî÷êå ñåìåéñòâà: 𝜂 = 0, ïðîôèëü è ñêîðîñòü êâàçèâîëíû íàéäåì, ïîëîæèâ
𝜂 = 0 â (??):{︂

−𝑊̂0(𝑢1)
′
𝜉 − 𝜅𝐴11(𝑢1)

′′
𝜉𝜉 + 𝑓 ′

𝑢

(︀
𝑢0(𝜉, 𝑠, 𝜃)

)︀
· 𝑢1 = 𝑊̃1(𝑢0)

′
𝜉 + 2𝜅𝐴12(𝑢0)

′′
𝜉𝜂,

𝑢1(−∞) = 0, 𝑢1(+∞) = 0,
(54)

ãäå
𝑊̃1 = 𝑊̂1 − 𝑉𝑠 + 𝜅𝐵1, (55)

𝐵1 = 𝑠′′𝑥𝑥+𝑠
′′
𝑦𝑦. Çàäà÷à (??) åñòü ëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî îáûêíî-

âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþøàÿ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

−𝑊̂0𝑣
′
𝜉 − 𝜅𝐴11𝑣

′′
𝜉𝜉 + 𝑓 ′

𝑢(𝑢0(𝜉)) · 𝑣 = 0, 𝑣(±∞) = 0, (56)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑣 = (𝑢0)
′
𝜉. Ïîýòîìó çàäà÷à (??) ðàçðåøèìà ïðè óñëîâèè

îðòîãîíàëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè âñåì ÷àñòíûì ðåøåíèÿì îäíîðîäíîé çàäà÷è (â äàííîì
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è � îäíîìåðíîå):∫︁ +∞

−∞
(𝑢0)

′
𝜉 ·

(︀
𝑊̃1(𝑢0)

′
𝜉 + 2𝜅𝐴12(𝑢0)

′′
𝜉𝜂

)︀
𝑑𝜉 = 0, (57)
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íàéäåì îòñþäà

𝑊̃1 =
[︁∫︁ +∞

−∞

[︀
(𝑢0)

′
𝜉

]︀
2𝑑𝜉

]︁−1

·
∫︁ +∞

−∞
(𝑢0)

′
𝜉 · 2𝜅𝐴12(𝑢0)

′′
𝜉𝜂𝑑𝜉. (58)

Â ðàáîòå [?] (è â óêàçàííûõ òàì ïóáëèêàöèÿõ) äåòàëüíî îïèñàí äðóãîé àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ 𝑊̃1, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (??) íà äâóõ ïîëó-
ïðÿìûõ: 𝐷1 = (−∞, 𝜉0] è 𝐷2 = [𝜉0,+∞), ãäå 𝜉0 åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
𝑢0(𝜉) = 𝜙2, è ïîñëåäóþùåãî ãëàäêîãî ñøèâàíèÿ â òî÷êå 𝜉0. Íàéäåííîå èç óñëîâèÿ
ñøèâàíèÿ çíà÷åíèå 𝑊̃1 â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (??). Òåïåðü íàéäåì èç (??) ñêîðîñòü
äðåéôà ïåðâîãî ïîðÿäêà:

𝑊̂1 = 𝑊̃1 + 𝑉𝑠 − 𝜅𝐵1, (59)

ñêëàäûâàåòñÿ èç (1) êîìïîíåíòû ñêîðîñòè àäâåêöèè 𝑉𝑠, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ëèíèè ÂÏÑ, (2) ñêîðîñòè äðåéôà êðèâèçíû 𝜅𝐵1, (3) ñêîðîñòè ãðàäèåíòíîãî
äðåéôà 𝑊̃1, íàéäåííîé èç (??). Óêàæåì ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà âû-
÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå: åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (𝑠, 𝜃) ñðåäà îäíîðîäíà,
òî â ýòîé îêðåñòíîñòè (𝑢0)

′′
𝜉𝜂 = 0, è òîãäà 𝑊̃1 = 0, 𝑊̂1 = 𝑉𝑠 − 𝜅𝐵1.

7. Примеры
Òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå ïðèìåðû íåñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîåâ è ïåðèîäè÷åñêèõ
ôðîíòàëüíûõ ñòðóêòóð.

7.1. Основные механизмы эволюции фронта: взаимодействие дрейфа дис-
баланса и дрейфа кривизны
Â íåîäíîðîäíûõ àêòèâíûõ ñðåäàõ ýâîëþöèÿ ôðîíòà êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð (ÊÑ)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì íåñêîëüêèõ ôèçè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ. Â äàííîì
ðàçäåëå ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ áàçîâûé òåîðåòè÷åñêèé êàðêàñ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ
ôðîíòà, ñ îñîáûì âíèìàíèåì ê äâóì êëþ÷åâûì ìåõàíèçìàì: äðåéôó äèñáàëàíñà ðå-
àêöèè è äðåéôó êðèâèçíû.
Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿù¼í ñèñòåìàòè÷åñêîìó òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó è ÷èñëåí-
íîìó ìîäåëèðîâàíèþ ìåõàíèçìîâ ýâîëþöèè ôðîíòà êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû, îïèñû-
âàåìîé óðàâíåíèåì ðåàêöèè-àäâåêöèè-äèôôóçèè â äâóìåðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå.
Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ äèíàìèêå èçìåíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ôðîíòà,
òî åñòü åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðîôèëÿ 𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑦(𝑥) +𝑊𝑡, âî âðåìåíè. Öåëü
� ðàñêðûòü ñèíåðãåòè÷åñêîå äåéñòâèå êëþ÷åâûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, âëèÿþùèõ
íà ïðîäâèæåíèå ôðîíòà: ñêîðîñòè äðåéôà, îáóñëîâëåííîé äèñáàëàíñîì ðåàêöèè 𝑈̂ ,
è ñêîðîñòè äðåéôà, èíäóöèðîâàííîãî êðèâèçíîé 𝑘𝐵 (ãäå 𝑘 � êðèâèçíà). Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû èìåþò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêóþ öåííîñòü, íî è ïðåäîñòàâëÿþò èíñòðó-
ìåíòû äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, òàêèõ êàê ðàñïðîñòðàíåíèå
ïëàìåíè èëè ïðîäâèæåíèå ôðîíòà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ.
Ðàññìîòðèì óïðîù¼ííûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (1) ïðè îòñóòñòâèè àäâåêöèè (𝑉 = 0) è
ïîñòîÿííîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè 𝑘. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåàêöèîííûé ïðîöåññ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 𝑉1 − 𝑉3, ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü óñòîé÷èâûé ðàñïðî-
ñòðàíþùèéñÿ ôðîíò. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé âîëíîâûõ ôðîíòîâ,
äâèæåíèå ôðîíòà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ𝑊𝑛 â íàïðàâëåíèè íîðìàëè,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è ëîêàëüíûõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ.
Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê:𝑊𝑛 = 𝑈̃ + 𝜅 *𝐵. Îä-
íàêî âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ ñöåíàðèÿõ, òàêèõ êàê íàáëþäåíèå çà ðàñïðîñòðàíåíèåì
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ïëàìåíè â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, íåïîñðåäñòâåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êà-
æóùàÿñÿ ñêîðîñòü ïðîäâèæåíèÿ ôðîíòà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè 𝑊̃ . Åñëè îáî-
çíà÷èòü óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ôðîíòó è ãîðèçîíòàëüíûì íàïðàâëåíèåì êàê 𝛼,
ãäå tan𝛼 = 𝑦′(𝑥, 𝑡), òî âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü 𝑊̃ ñâÿçàíà ñ íîðìàëüíîé ñêîðîñòüþ
𝑊𝑛, ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèåé 𝑊̃ = 𝑊𝑛/ cos𝛼. Îäíîâðåìåííî, êðèâèçíà ê ïëîñêîé
êðèâîé çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé 𝜅 = 𝑦′′/(1 + 𝑦′2)3/2. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (66a),
ïîëó÷àåì îñíîâíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå âåðòèêàëüíîå ïðîäâèæåíèå ôðîíòà:

𝑊̃ =

(︂
𝑈̃ + 𝑘

𝑦′′

(1 + 𝑦′2)3/2

)︂√︀
1 + 𝑦′2 (60)

Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, îïðåäåëÿ-
þùèì ýâîëþöèþ ôîðìû ôðîíòà 𝑦(𝑥, 𝑡). Âåëè÷èíà 𝑊̃ â ëåâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü
êîíñòàíòîé (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòàáèëüíî ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíîâîé ôîðìå) èëè
ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, â çàâèñèìîñòè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è è
ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑈̃ .
Äëÿ ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ìîðôîëîãèè ôðîíòà ðàññìîòðèì òèïè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà
𝑊̃ ïîñòîÿííà, à 𝑈̃ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé 𝑈0. Â ýòîé ñèòóàöèè óðàâíåíèå (66b) ìîæåò
áûòü ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè ïóò¼ì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäñòàíîâêè
𝑝 = 𝑦′ è ïîñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëå ðÿäà âûêëàäîê, ïîëó÷àåòñÿ íåÿâíîå
ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå íàêëîí ôðîíòà 𝑝 ñ åãî âûñîòîé 𝑦:

𝑝(𝑦) = ±

√︃
𝑊̃𝑒

𝜓
𝑘
𝑦+𝐵

1 +𝑊0𝑒
𝜓
𝑘
𝑦+𝐵

− 1, 𝑥(𝑦) =

∫︁
𝑑𝑦

𝑝(𝑦)
+ 𝐶2 (61)

Рис.2. Эволюция фронта с учётом скорости дисбаланса и дрей-
фа кривизны.Слева: Семейство линий фронта в различные момен-
ты времени (изображён только участок между соседними лиде-
рами).Справа: Влияние скорости дисбаланса на стационарный про-
филь фронта..

Íà Ðèñ.2 (ñëåâà) ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâî ëèíèé ôðîíòà, ðàññ÷èòàííûõ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ èçëîæåííîé òåîðèåé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè 𝑡. Íà ðèñóíêå
ïîêàçàí òîëüêî ó÷àñòîê ìåæäó ñîñåäíèìè ïàðàëëåëüíûìè íàïðàâëÿþùèìè ëèíèÿìè
(âåðòèêàëüíûå ëèíèè íà ÷åðòåæå). ×¼òêî íàáëþäàåòñÿ, ÷òî ôðîíò ïåðåìåùàåòñÿ êàê
åäèíîå öåëîå ââåðõ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé äèñáàëàíñîì ðåàêöèè. Íà
Ðèñ. 2 (ñïðàâà) ïîêàçàíû ñòàöèîíàðíûå ïðîôèëè ôðîíòà ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ
äèñáàëàíñà ðåàêöèè 𝑈̃ . Øèðèíà (èëè êðóòèçíà) ôðîíòà äåìîíñòðèðóåò âûñîêóþ
÷óâñòâèòåëüíîñòü ê 𝑈̃ : ÷åì áîëüøå 𝑈̃ , òåì óæå è êðó÷å ôðîíò, è íàîáîðîò. Ýòî ÿâ-
ëåíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ðåàêöèè ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïàðàìåòðîì,
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êîíòðîëèðóþùèì ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê ôðîíòà.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàåò ñêîðîñòü äðåéôà äèñáàëàíñà
è ýôôåêò äðåéôà êðèâèçíû. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò
ôîðìèðîâàíèå õàðàêòåðíîé ìîðôîëîãèè â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ýòèõ äâóõ ìåõàíèçìîâ � V-îáðàçíîé ñòðóêòóðû ôðîíòà (Ðèñ. 2 ñëåâà). Ôèçè÷åñêèé
ìåõàíèçì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïîñòîÿííàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðîäâèæå-
íèÿ 𝑊̃ âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ãëîáàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ, âûíóæäàÿ âñå òî÷êè ôðîíòà
äâèãàòüñÿ ñîãëàñîâàííî. Ñëàãàåìîå äèñáàëàíñà ðåàêöèè 𝑈0 äîìèíèðóåò â îáùåì ïî-
ñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè ôðîíòà, â òî âðåìÿ êàê ñëàãàåìîå êðèâèçíû 𝑘𝐵 ðåãóëèðóåò
îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ó÷àñòêîâ ÷åðåç ïåòëþ îáðàòíîé
ñâÿçè � îíî óñêîðÿåò îáëàñòè ñ âûñîêîé êðèâèçíîé (âûïóêëûå) è çàìåäëÿåò îáëàñòè
ñ íèçêîé êðèâèçíîé (âîãíóòûå). Â óñëîâèÿõ ïîñòîÿíñòâà âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè
ýòî ðåãóëèðîâàíèå ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîìó ðîñòó êðèâèçíû íà ôëàíãàõ ôðîíòà,
÷òî ñïîíòàííî ôîðìèðóåò îñòðóþ V-îáðàçíóþ êîíôèãóðàöèþ. Äàííûé ðåçóëüòàò
íàãëÿäíî èíòåðïðåòèðóåò, êàê ëîêàëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî (êðèâèçíà) ÷åðåç
ïðîöåññ äèôôóçèè âîçäåéñòâóåò íà îáùóþ ìîðôîëîãè÷åñêóþ ýâîëþöèþ ôðîíòà.

Äëÿ èçîëÿöèè è âûäåëåíèÿ óíèêàëüíîé ðîëè ýôôåêòà êðèâèçíû ðàññìîòðèì îñîáûé
ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü äðåéôà äèñáàëàíñà ðàâíà íóëþ (𝑈̃ = 0). Ïðè
ýòîì óðàâíåíèå (66b) óïðîùàåòñÿ äî: 𝑊̃ = 𝑘 𝑦′

1+𝑦′2
.

Äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ýëåãàíòíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

𝑦 = 𝑦0 −
1

𝑐
ln | cos(𝑐(𝑥− 𝐶3))|, 𝑐 =

𝑊̃

𝜅
(62)

Рис.3. Эволюция фронта горения под действием только дрейфа
кривизны. Слева: Семейство линий фронта в различные моменты
времени. Справа: Влияние коэффициента 𝜅 на стационарную фор-
му фронта..

Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ïåðèîäè÷åñêóþ, îáðàù¼ííóþ ââåðõ âûïóêëóþ âîëíîâóþ
ôîðìó ôðîíòà. Êîñèíóñíûé ÷ëåí â ôóíêöèè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âåðòèêàëüíûõ
àñèìïòîò â òî÷êàõ, ãäå 𝑐(𝑥 − 𝑥0) = 𝜋/2 + 𝑛𝜋, ãäå ôðîíò ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî
êðóòûì, ôîðìèðóÿ ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾ëîæáèí¿ è ¾ãðåáíåé¿.

Ðèñóíîê 3 èëëþñòðèðóåò ýâîëþöèþ ôðîíòà, óïðàâëÿåìóþ èñêëþ÷èòåëüíî êðèâèç-
íîé (ñëåâà), à òàêæå âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé 𝜅 íà ôîðìó ôðîíòà (ñïðàâà).
×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôîðìû ôðîíòà 𝑦(𝑥) äåìîíñòðèðóåò èäå-
àëüíóþ ñèììåòðèþ. Èçîáðàæåíèÿ âðåìåííîé ýâîëþöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî âîëíîâàÿ

19



◇ Асимптотические методы в математической физике 2026 ◇

ôîðìà ôðîíòà ñìåùàåòñÿ ââåðõ êàê öåëîå, ñîõðàíÿÿ ñâîþ ìîðôîëîãèþ íåèçìåííîé.
Àíàëèç äèíàìèêè ðàñêðûâàåò, ÷òî ìîðôîëîãèÿ ôðîíòà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåòñÿ
ýôôåêòîì êðèâèçíû. Îáëàñòè ñ ìàêñèìàëüíîé êðèâèçíîé (âåðõóøêè ¾ãðåáíåé¿)
ïðîäâèãàþòñÿ áûñòðåå âñåãî, òîãäà êàê îáëàñòè ñ ïî÷òè íóëåâîé êðèâèçíîé (íèçèíû
¾ëîæáèí¿) ïðîäâèãàþòñÿ íàèáîëåå ìåäëåííî. Êðèâèçíà áîêîâûõ ñêëîíîâ ðåçêî
âîçðàñòàåò îò äíà ëîæáèíû ê âåðøèíå ãðåáíÿ, è ñêîðîñòü èõ ïðîäâèæåíèÿ òàêæå
ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ, òåì ñàìûì ¾äîãîíÿÿ¿ áûñòðî äâèæóùóþñÿ öåíòðàëüíóþ
÷àñòü. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé, àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðóåìîå ðàçëè÷èÿìè â
êðèâèçíå, òî÷íî ïîääåðæèâàåò ñàìîïîäîáèå âîëíû ïðè å¼ ðàñïðîñòðàíåíèè, ôîð-
ìèðóÿ ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ëþáîå ìàëîå âîçìóùåíèå ýòîé ôîðìû
(íàïðèìåð, èçëèøíåå âûðàâíèâàíèå êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà) áóäåò ñêîððåêòèðîâàíî
ìåõàíèçìîì êðèâèçíû � âûðîâíåííûå îáëàñòè áóäóò ¾ïîäòàëêèâàòüñÿ¿ îáðàòíî ê
èñêðèâë¼ííîé ôîðìå çà ñ÷¼ò áîëåå áûñòðîãî ïðîäâèæåíèÿ ñîñåäíèõ ó÷àñòêîâ. Ýòî
â ïîëíîé ìåðå äîêàçûâàåò, ÷òî äðåéô êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñòàáèëèçàòîðîì
ôîðìû ôðîíòà.

���������������������������������������

Äëÿ óãëóáë¼ííîãî ïîíèìàíèÿ âêëàäà ñêîðîñòè íåáàëàíñà è ñêîðîñòè äðåéôà êðè-
âèçíû â ýâîëþöèþ âîëíîâîãî ôðîíòà â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôîðìà ôðîíòà, à òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé ñêîðîñòè
íåáàëàíñà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ áàëàíñà íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ôîðìà ôðîíòà îïèñûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèíóñîèäàëüíîé ôóíêöèåé
(áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ â âèäå ðÿäà Ôóðüå):
𝑦(𝑥) = 𝐴 cos

(︀
2𝜋
𝐿
𝑥
)︀
, ãäå A � àìïëèòóäà, L � äëèíà ïåðèîäà. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, íàãëÿäíî ðàñêðûâàþùèå ôèçè÷å-
ñêóþ ðîëü êàæäîãî ïàðàìåòðà.

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíûå ôîðìû ôðîíòà 𝑦′ = −𝐴𝑘𝑥 sin(𝑘𝑥𝑥), 𝑦′′ = −𝐴𝑘2𝑥 cos(𝑘𝑥𝑥) (ãäå
âîëíîâîå ÷èñëî 𝑘𝑥 = 2𝜋/𝐿) â óðàâíåíèå (60), ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
ëîêàëüíîé ñêîðîñòè íåáàëàíñà:

𝑈̃(𝑥) =
𝑊̃√︀

1 + 𝐴2𝑘2𝑥 sin
2(𝑘𝑥𝑥)

+
𝑘𝐴𝑘2𝑥 cos(𝑘𝑥𝑥)[︀

1 + 𝐴2𝑘2𝑥 sin
2(𝑘𝑥𝑥)

]︀3/2 . (63)

Åñëè ýôôåêòîì êðèâèçíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ò.å. êîýôôèöèåíò êðèâèçíû 𝑘 = 0),
äàííîå âûðàæåíèå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ, îïðåäåëÿåìîìó òîëüêî ñêîðîñòüþ íåáàëàíñà:

𝑈̃1(𝑥) =
𝑊̃√︀

1 + 𝐴2𝑘2𝑥 sin
2(𝑘𝑥𝑥)

. (64)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (61) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå îáùåå âûðàæåíèå, ÷üè ìà-
òåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåïîñðåäñòâåííî îòðàæàþò ìîäóëèðóþùåå âëèÿíèå ýôôåêòà
êðèâèçíû.

Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 𝑈̃(𝑥) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðè-
îäîì, ñîâïàäàþùèì ñ ïåðèîäîì ôîðìû ôðîíòà, òî åñòü 2𝜋/𝑘𝑥 = 𝐿. Äëÿ àíàëèçà ýêñ-

òðåìàëüíûõ ñâîéñòâ ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) =
√︀

1 + 𝐴2𝑘2𝑥 sin
2(𝑘𝑥𝑥).

Òîãäà (61) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 𝑈̃(𝑥) = 𝑊̃
𝑓(𝑥)

+ 𝑘𝐴𝑘2𝑥 cos(𝑘𝑥𝑥)
𝑓3(𝑥)

. Â òî÷êå ìàêñèìóìà
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(ãðåáíå) ôðîíòà (𝑥 = 0 èëè 𝑥 = 2𝑛𝜋/𝑘𝑥) èìååì cos(𝑘𝑥𝑥) = 1, sin(𝑘𝑥𝑥) = 0, îòêó-
äà 𝑓 = 1 è 𝑈̃гребень = 𝑊̃ + 𝑘𝐴𝑘2𝑥 .Â òî÷êå ìèíèìóìà (ëîæáèíå) ôðîíòà (𝑥 = 𝜋/𝑘𝑥
èëè 𝑥 = (2𝑛 + 1)𝜋/𝑘𝑥) ïîëó÷àåì cos(𝑘𝑥𝑥) = −1, sin(𝑘𝑥𝑥) = 0, òàêæå 𝑓 = 1, è
𝑈̃ложбина = 𝑊̃ − 𝑘𝐴𝑘2𝑥 . Â òî÷êàõ ñ ìàêñèìàëüíûì íàêëîíîì (𝑥 = 𝜋/(2𝑘𝑥) èëè
𝑥 = (2𝑛 + 1)𝜋/(2𝑘𝑥)) âûïîëíÿåòñÿ cos(𝑘𝑥𝑥) = 0, ÷ëåí êðèâèçíû îáðàùàåòñÿ â íóëü,

ïîýòîìó 𝑈̃макс.наклон =
𝑊̃√

1+𝐴2𝑘2𝑥
.

Рис.4. Сравнение профилей несбалансированной скорости 𝑈̃(𝑥) для
пяти различных значений коэффициента кривизны k (цветные
сплошные линии) и формы волнового фронта 𝑦(𝑥) (чёрный пунк-
тир).

Ðèñóíîê 4. èëëþñòðèðóåò âëèÿíèå ïàðàìåòðà êðèâèçíû k íà ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íåñáàëàíëàíñèðîâàííîé ñêîðîñòè 𝑈̃(𝑥). Ïîêàçàíû ïÿòü êðèâûõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì 𝑘 = 0.0, 0.2, 0.3, 0.8, 2.9 (ëèíèè çåë¼íîãî, ïóðïóðíîãî, æ¼ëòîãî,
êðàñíîãî è ñèíåãî öâåòîâ ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷¼ðíûì ïóíêòèðîì ïðèâå-
äåíà ôîðìà âîëíîâîãî ôðîíòà 𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(𝑘𝑥).
Çíà÷åíèÿ â ýòèõ õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ ðàñêðûâàþò êëþ÷åâóþ ðîëü ÷ëåíà êðèâèçíû:
îí âíîñèò ïîëîæèòåëüíûé âêëàä íà ãðåáíå è îòðèöàòåëüíûé âêëàä â ëîæáèíå, òîãäà
êàê â òî÷êàõ ìàêñèìàëüíîãî íàêëîíà åãî âêëàä îòñóòñòâóåò. Áåçðàçìåðíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ïàðàìåòðîâ 𝑘𝐴𝑘2𝑥 îïðåäåëÿåò èíòåíñèâíîñòü ýôôåêòà êðèâèçíû. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè 𝑘𝐴𝑘2𝑥 > 𝑊̃ çíà÷åíèå 𝑈̃ â ëîæáèíå ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ýòî óêàçûâàåò íà
òî, ÷òî ïðè ñèëüíîì âëèÿíèè êðèâèçíû ñâîéñòâà ñðåäû â îáëàñòè ëîæáèíû ôàêòè÷å-
ñêè ïðåïÿòñòâóþò ðàñïðîñòðàíåíèþ ôðîíòà, à îáùåå äâèæåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ êðè-
âèçíîé â îáëàñòè ãðåáíÿ. Êðîìå òîãî, ïðè 𝑘 = 0 ôóíêöèÿ 𝑈̃(𝑥) ïåðåõîäèò â (3.2.3),
ñòàíîâÿñü ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ãðåáíÿ è ëîæáèíû è ñîõðàíÿÿ ïîëîæèòåëü-
íîñòü âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Äëÿ íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèè ïðîâåä¼ííîãî àíàëèçà íà ðèñ. 3.1 ïðåäñòàâëåí ÷èñëåí-
íûé ïðèìåð. ×¼ðíîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïðåäïîëàãàåìàÿ ôîðìà ôðîíòà
𝑦(𝑥) = 𝐴 cos(2𝜋𝑥/𝐿); ñèíåé ñïëîøíîé ëèíèåé � ðàñïðåäåëåíèå 𝑈̃1(𝑥), ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñëó÷àþ òîëüêî ñêîðîñòè íåáàëàíñà (ò.å. 𝑘 = 0); êðàñíîé ñïëîøíîé ëèíèåé �
ðàñïðåäåëåíèå 𝑈̃(𝑥) ïðè îäíîâðåìåííîì ó÷¼òå ñêîðîñòè íåáàëàíñà è äðåéôà êðè-
âèçíû (ò.å. 𝑘 > 0). Ïàðàìåòðû âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑊̃ = 1.0, 𝐴 = 1.0, 𝐿 =
2𝜋, 𝑘 = 0.3. Õîðîøî âèäíî, ÷òî äîáàâëåíèå ÷ëåíà êðèâèçíû óâåëè÷èâàåò 𝑈̃ íà ãðåáíå,
óìåíüøàåò 𝑈̃ â ëîæáèíå, à ðàñïðåäåëåíèå òåðÿåò ñèììåòðèþ. Â òî æå âðåìÿ ïðè ó÷¼-
òå òîëüêî ñêîðîñòè íåáàëàíñà 𝑈̃1(𝑥) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà ãðåáíå è â ëîæáèíå,
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ìèíèìóìà â òî÷êàõ ñ ìàêñèìàëüíûì íàêëîíîì è îñòà¼òñÿ ïîëîæèòåëüíûì âî âñåõ
òî÷êàõ. Äàííûé ãðàôèê íàãëÿäíî ïîäòâåðæäàåò ïðîâåä¼ííûé âûøå ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç.

Рис.5. Распределение локальной скорости небаланса при заданной
косинусоидальной форме фронта. Чёрный пунктир: форма фрон-
та 𝑦(𝑥); синяя сплошная линия: 𝑈̃1(𝑥) (только скорость небаланса,
𝑘 = 0); красная сплошная линия: 𝑈̃(𝑥) (скорость небаланса и дрейф
кривизны, 𝑘 > 0). Параметры: 𝑊̃ = 1.0, 𝐴 = 1.0, 𝐿 = 2𝜋, 𝑘 = 0.3..

Âûáîð òèïè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ôîðìû âîëíîâîãî ôðîíòà ïîçâîëèë ïîëó÷èòü
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ëîêàëüíîé ñêîðîñòè íåáàëàíñà è ñèñòåìàòè÷åñêè
ïðîàíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà êðèâèçíû k è àìïëèòóäû A íà å¼ ðàñïðå-
äåëåíèå. Ýòîò àíàëèç íå òîëüêî ðàñêðûâàåò ïðîñòðàíñòâåííî-ìîäóëèðóþùóþ ðîëü
ýôôåêòà êðèâèçíû, íî è çàêëàäûâàåò òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ïîíèìàíèÿ âçà-
èìîäåéñòâèÿ äâóõ ìåõàíèçìîâ ïðè ýâîëþöèè âîëíîâîãî ôðîíòà â áîëåå îáùåì ñëó÷àå.

7.2. Модель лидеров конечной ширины и её гладкая периодическая струк-
тура
Â ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (íàïðèìåð, ëåñíûõ ïîæàðàõ) ¾ëèäåðû¿ îáû÷íî
èìåþò êîíå÷íóþ øèðèíó. Â ýòîì ðàçäåëå íà îñíîâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (6.4) ñòðî-
èòñÿ ìîäåëü ëèäåðîâ êîíå÷íîé øèðèíû è àíàëèçèðóåòñÿ ôîðìèðóåìàÿ èìè ãëàäêàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôðîíòàëüíàÿ ñòðóêòóðà.
Â äàííîé ãëàâå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ áàëàíñà íîðìàëüíîé ñêîðîñòè ñòðîèòñÿ òåî-
ðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè ïåðèîäè÷åñêîãî âîëíîâîãî ôðîíòà. Ïóòåì ðàçäåëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâà âîëíîâîãî ôðîíòà íà äâå õàðàêòåðíûå îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè ìåæäó ñêîðîñòüþ äèñáàëàíñà è ñêîðîñòüþ äðåéôà, îáóñëîâëåííîãî êðèâèç-
íîé, ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü êëàññ ãëàäêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð âîëíî-
âîãî ôðîíòà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü ìåõàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ ôîðì.
Ýâîëþöèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà óïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì áàëàíñà íîðìàëüíîé ñêîðîñòè:

𝑊̃√︀
1 + 𝑦′2

= 𝑈̃(𝑥) + 𝑘
𝑦′′

(1 + 𝑦′2)3/2
(65)

ãäå 𝑊̃ � ñêîðîñòü îáùåãî ïåðåíîñà, 𝑈̃(𝑥) õàðàêòåðèçóåò ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü äèñ-
áàëàíñà, âûçâàííóþ õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé, à k � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, îáóñëîâ-
ëåííîé êðèâèçíîé. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ïðåäåëàõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïåðèîäà L
ñóùåñòâóþò äâå ÷åðåäóþùèåñÿ îáëàñòè ñ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íîé äèíàìèêîé. Â
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îáëàñòè, íàçûâàåìîé ëèäèðóþùåé îáëàñòüþ (|𝑥| ≤ 𝑎), õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ àêòèâíà,
𝑈̃ > 0, ôðîíò âîëíû èìååò âûïóêëóþ ôîðìó, à êðèâèçíà 𝑦′′ < 0. Â ñîñåäíåé ïðîìå-
æóòî÷íîé îáëàñòè (𝑎 < |𝑥| ≤ 𝐿−𝑎) õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ïðàêòè÷åñêè ïðåêðàùàåòñÿ,
𝑈̃ = 0, è ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò ýôôåêòà äðåéôà,
îáóñëîâëåííîãî êðèâèçíîé, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â ôîðìå âïàäèíû ñ êðèâèçíîé 𝑦′′ > 0. Íà
ãðàíèöàõ ðàçäåëà 𝑥 = ±𝑎 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè 𝐶1, îáåñïå÷èâàþùåå
îáùóþ ãëàäêîñòü âîëíîâîãî ôðîíòà áåç èçëîìîâ èëè ðàçðûâîâ.
Îãðàíè÷åíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñîâìåñòíî äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíè-
åì è ãåîìåòðè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòüþ. Â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè, ïîñêîëüêó 𝑈̃ = 0,
óðàâíåíèå â òî÷êå ñèììåòðèè 𝑥 = 𝐿/2 (ãäå 𝑦′ = 0) óïðîùàåòñÿ äî 𝑊̃ = 𝑘 · 2𝛽, îòêóäà
ïîëó÷àåòñÿ ïàðàìåòð êðèâèçíû ïàðàáîëû äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè 𝛽 = 𝑊̃/(2𝑘).
Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäàííîé îáùåé ñêîðîñòè 𝑊̃ , ÷åì áîëüøå êî-
ýôôèöèåíò äèôôóçèè k, òåì ìåíüøå êðèâèçíà ôîðìèðóåìîé âïàäèíû è òåì áî-
ëåå ïîëîãîé ñòàíîâèòñÿ ôîðìà. Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé â òî÷êå ñî-
åäèíåíèÿ −2𝛼𝑎 = 2𝛽(𝑎 − 𝐿/2) äà¼ò ïàðàìåòð êðèâèçíû äëÿ ëèäèðóþùåé îáëàñòè
𝛼 = 𝛽 · (𝐿/2 − 𝑎)/𝑎. Ôèçè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü òðåáóåò 𝛼 > 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
𝐿/2 > 𝑎, ò.å. øèðèíà ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè äîëæíà áûòü áîëüøå øèðèíû ëè-
äèðóþùåé îáëàñòè, ÷òî îòðàæàåò íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåííîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî
ìàñøòàáà äëÿ ïîëíîöåííîãî ðàçâèòèÿ ýôôåêòà äðåéôà, îáóñëîâëåííîãî êðèâèçíîé.
Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè âûñîòû ℎ− 𝛼𝑎2 = ℎ′ + 𝛽(𝑎−𝐿/2)2 îêîí÷àòåëüíî îïðåäåëÿåò
àìïëèòóäó êîëåáàíèé âîëíîâîãî ôðîíòà.
Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ïðèíèìàÿ 𝑊̃ = 1.0, 𝑘 = 0.2 è óñòàíàâëèâàÿ øèðèíó ïðî-
ìåæóòî÷íîé îáëàñòè â òðè ðàçà áîëüøå øèðèíû ëèäèðóþùåé îáëàñòè (ò.å. 𝑎 = 𝐿/8),
ìîæíî âû÷èñëèòü 𝛽 = 2.5, 𝛼 = 2.5 è ïàðàìåòð âûñîòû ℎ′ = −11.25 (ïðè âûñîòå
öåíòðà ëèäèðóþùåé îáëàñòè ℎ = 0). Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôîðìà âîëíîâîãî
ôðîíòà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå. Íà ðèñóíêå ÷åòêî ïîêàçàíû òðè ïîëíûõ ïåðèîäà,
â êàæäîì èç êîòîðûõ âûïóêëàÿ ëèäèðóþùàÿ îáëàñòü ïëàâíî ñîåäèíÿåòñÿ ñ âîãíó-
òîé ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòüþ. Îáëàñòè ñ ñèíèì ôîíîì ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì ñ
𝑈̃ > 0, äâèæèìûì ðåàêöèåé, â òî âðåìÿ êàê îáëàñòè ñî ñâåòëî-ãîëóáûì ôîíîì ñî-
îòâåòñòâóþò îáëàñòÿì ñ 𝑈̃ = 0, äâèæèìûì èñêëþ÷èòåëüíî êðèâèçíîé, ÷òî íàãëÿä-
íî äåìîíñòðèðóåò ïðîñòðàíñòâåííóþ íåîäíîðîäíîñòü äèíàìèêè. Ñàìà êðèâàÿ âîë-
íîâîãî ôðîíòà, èçîáðàæåííàÿ áîëåå òåìíûì îòòåíêîì ïîâåðõ ôîíà, äåìîíñòðèðóåò
ãåîìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè: âûïóêëîñòü ïðåäñòàâëåíà ïàðàáîëîé ñ îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíîé, à âïàäèíà � ïàðàáîëîé ñ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé, ïðè÷åì íà ãðàíèöàõ
îáëàñòåé äîñòèãàåòñÿ ñòðîãàÿ íåïðåðûâíîñòü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.
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Рис.6. Синяя фоновая область: зона лидера (𝑈̃ > 0), движение за
счёт реакции; Светло-голубая фоновая область: промежуточная
зона (𝑈̃ = 0), движение за счёт кривизны; Чёрная кривая: форма
фронта, плавно составленная из параболических отрезков..

Ðèñ. 6 äåìîíñòðèðóåò ôðîíòàëüíóþ ñòðóêòóðó äëÿ òð¼õ ïîëíûõ ïåðèîäîâ.
Ôîðìèðîâàíèå ýòîé ôîðìû îáóñëîâëåíî äâîéñòâåííîé ðîëüþ ýôôåêòà êðèâèçíû è
êîìïëåìåíòàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè äèñáàëàíñà. Â ëèäèðóþùåé îáëàñòè îò-
ðèöàòåëüíàÿ êðèâèçíà ñîçäàåò îáðàòíûé äðåéô, îáóñëîâëåííûé êðèâèçíîé, ÷òî çà-
ìåäëÿåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà è ïîýòîìó òðåáóåò çíà÷èòåëüíîé ïîëî-
æèòåëüíîé âåëè÷èíû 𝑈̃ äëÿ êîìïåíñàöèè, ÷òîáû ïîääåðæèâàòü ïðîåêöèþ îáùåé
íîðìàëüíîé ñêîðîñòè; â ÷àñòíîñòè, â öåíòðå ëèäèðóþùåé îáëàñòè èìååì 𝑈̃(0) =
𝑊̃+2𝛼𝑘 > 𝑊̃ . Íàïðîòèâ, â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè ïîëîæèòåëüíàÿ êðèâèçíà îáåñïå-
÷èâàåò ïðÿìîé äðåéô, êîòîðûé â òî÷íîñòè áàëàíñèðóåò íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ
îáùåé ñêîðîñòè 𝑊̃ , ïîçâîëÿÿ ýòîé îáëàñòè ïðîäîëæàòü ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåç çàâè-
ñèìîñòè îò ëîêàëüíîãî ðåàêöèîííîãî òîë÷êà. Òàêîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçäåëåíèå â
äèíàìèêå ïîçâîëÿåò, äàæå ïðè ïîñòîÿííîé îáùåé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ëîêàëü-
íîé ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèè èíòåíñèâíîñòè ðåàêöèè ñâÿçûâàòüñÿ ñ ýôôåêòîì êðè-
âèçíû, ñïîíòàííî ôîðìèðóÿ è ïîääåðæèâàÿ óñòîé÷èâóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
âîëíîâîãî ôðîíòà.
Â çàêëþ÷åíèå, íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå, ââîäÿ óïðîùåííóþ ìîäåëü ðàçäåëüíîé
äèíàìèêè, àíàëèòè÷åñêè äåìîíñòðèðóåò, êàê ñêîðîñòü äèñáàëàíñà è äðåéô, îáó-
ñëîâëåííûé êðèâèçíîé, ïîñðåäñòâîì ïðîñòðàíñòâåííîé ñèíåðãèè è êîíêóðåíöèè
ôîðìèðóþò ãëàäêèé ïåðèîäè÷åñêèé âîëíîâîé ôðîíò. Ìîäåëü ðàñêðûâàåò äâîéñòâåí-
íóþ ðåãóëèðóþùóþ ôóíêöèþ äèôôóçèè, îáóñëîâëåííîé êðèâèçíîé: èíãèáèðóþùóþ
ðîëü â àêòèâíîé ðåàêöèîííîé îáëàñòè è äâèæóùóþ ðîëü â îáëàñòè çàòóõàíèÿ
ðåàêöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê ñòàáèëüíîñòè ôîðìû. Îäíîâðåìåííî, ñèëüíàÿ
ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè è äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, óñòàíàâëèâàåìàÿ
óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè, ïðåäîñòàâëÿåò ÷åòêóþ òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ïîíèìàíèÿ
ðàçëè÷íûõ íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ ñòðóêòóð ïóëüñèðóþùåãî ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ è ÿ÷åèñòîãî ïëàìåíè. Ìîäåëü ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðèîäè÷íîñòü âîëíîâîãî
ôðîíòà íå îáÿçàòåëüíî îáóñëîâëåíà âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, à ìîæåò âîçíèêàòü
èç âíóòðåííåãî áàëàíñà ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ âíóòðåííåé
äèíàìèêè ñèñòåìû (èíòåíñèâíîñòè ðåàêöèè) è ýôôåêòîì êðèâèçíû.

7.3. Негладкая периодическая фронтальная структура: составная модель
«выпуклость-вогнутость-прямая». Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ èíòåíñèâíîñòü ðåàêöèè
èëè ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê êðèâèçíå ìîãóò èñïûòûâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ñêà÷êè, ïðè-
âîäÿùèå ê ðàçðûâàì êðèâèçíû ôðîíòà. Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ñîñòàâíàÿ
ìîäåëü, âêëþ÷àþùàÿ ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè è äîïóñêàþùàÿ ñêà÷êè êðèâèçíû, ÷òî
áîëåå ãèáêî îïèñûâàåò ñëîæíûå ìîðôîëîãèè ôðîíòà.
Ýâîëþöèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì áàëàíñà íîð-
ìàëüíîé ñêîðîñòè:

𝑊̃√︀
1 + 𝑦′2

= 𝑈̃ + 𝑘
𝑦′′

(1 + 𝑦′2)3/2
(66)

Â äàííîé ìîäåëè ìû ðàçäåëÿåì îäèí ïåðèîä L íà òðè õàðàêòåðíûå îáëàñòè. Â ëè-
äèðóþùåé îáëàñòè (|𝑥| ≤ 𝑎) âîëíîâîé ôðîíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëè÷åñêóþ
âûïóêëîñòü, îòêðûòóþ âíèç, ñ âûðàæåíèåì 𝑦1(𝑥) = ℎ1 − 𝛼𝑥2, êðèâèçíà 𝑦′′1 = −2𝛼
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îòðèöàòåëüíà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèëüíîìó ëîêàëüíîìó õèìè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ. Â
ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè âîëíîâîé ôðîíò ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ñíà÷àëà ëèíåéíîãî
ñåãìåíòà ñ íàêëîíîì m (𝑎 < |𝑥| ≤ 𝑏), êðèâèçíà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ; çàòåì ïàðàáîëè-
÷åñêîé âïàäèíû, îòêðûòîé ââåðõ (𝑏 < |𝑥| ≤ 𝐿/2), ñ âûðàæåíèåì 𝑦3(𝑥) = ℎ3+𝛽(𝑥−𝑑)2,
êðèâèçíà 𝑦′′3 = 2𝛽 ïîëîæèòåëüíà, ÷òî óêàçûâàåò íà äîìèíèðóþùóþ ðîëü ýôôåêòà
êðèâèçíû â ýòîé îáëàñòè.

Рис.7. Составная структура: синяя выпуклая парабола, зелёная
прямая, красная вогнутая парабола.

Ðèñ.7 äåìîíñòðèðóåò ýòó ñîñòàâíóþ ñòðóêòóðó è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå
𝑈̃(𝑥). Ñîåäèíåíèÿ ìåæäó îáëàñòÿìè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì íåïðåðûâ-
íîñòè 𝐶1. Â òî÷êå ñîåäèíåíèÿ âûïóêëîñòè è ïðÿìîé 𝑥 = 𝑎 òðåáóåòñÿ ðàâåíñòâî
âûñîòû è íàêëîíà: ℎ1 − 𝛼𝑎2 = 𝑚𝑎 + 𝑐 − 2𝛼𝑎 = 𝑚. Â òî÷êå ñîåäèíåíèÿ ïðÿìîé è
âïàäèíû 𝑥 = 𝑏 òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 𝑚𝑏 + 𝑐 = ℎ3 + 𝛽(𝑏− 𝑑)2 è 𝑚 = 2𝛽(𝑏− 𝑑).
Ýòè óñëîâèÿ ñâÿçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû 𝛼, 𝛽, 𝑎, 𝑏, 𝑑, ℎ1, ℎ3 ñ ïàðàìåòðàìè
ïðÿìîé 𝑚, 𝑐, îáðàçóÿ ñèñòåìó îãðàíè÷èâàþùèõ óðàâíåíèé. Ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìîæíî îáåñïå÷èòü îáùóþ ãëàäêîñòü âîëíîâîãî ôðîíòà ïðè
êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé êðèâèçíå.

Ñèíèå ñåãìåíòû êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò ïàðàáîëè÷åñêîé âûïóêëîñòè ëèäèðóþùåé
îáëàñòè, çåëåíûå ëèíåéíûå ñåãìåíòû ïðåäñòàâëÿþò ïåðåõîäíóþ çîíó, à êðàñíûå
ñåãìåíòû êðèâîé � ïàðàáîëè÷åñêóþ âïàäèíó. Ïðîäëåíèå íà òðè ïîëíûõ ïåðèîäà
ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûé âîëíîâîé ôðîíò îáëàäàåò ÿâíîé ïåðèîäè÷íîñòüþ, îáùàÿ
ôîðìà ïðèáëèçèòåëüíî íàïîìèíàåò êîñèíóñîèäàëüíóþ ôóíêöèþ, íî â òî÷êàõ
ñîåäèíåíèÿ íàáëþäàåòñÿ ðåçêîå èçìåíåíèå êðèâèçíû. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëàäêîé êî-
ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìîé âîëíîâîãî ôðîíòà â ìîäåëè S2, âîëíîâîé ôðîíò ìîäåëè S3
äåìîíñòðèðóåò áîëåå ðåçêèé ïåðåõîä ìåæäó âûïóêëîñòüþ è âïàäèíîé, îòðàæàþùèé
áûñòðîå ïåðåêëþ÷åíèå äâèæóùèõ ìåõàíèçìîâ.

Èç ðàñïðåäåëåíèÿ îáðàòíî âûâåäåííîé ñêîðîñòè äèñáàëàíñà 𝑈̃(𝑥) âèäíî, ÷òî ðàç-
ëè÷íûå îáëàñòè ïðîÿâëÿþò çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ. Â ëèäèðóþùåé îáëàñòè, èç-çà
çàìåäëÿþùåãî ýôôåêòà îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, òðåáóþòñÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ 𝑈̃
äëÿ êîìïåíñàöèè, òàê ÷òî 𝑈̃ > 𝑊̃ ; â ëèíåéíîì ñåãìåíòå êðèâèçíà ðàâíà íóëþ, è 𝑈̃
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì ÷ëåíîì 𝑊̃/

√
1 +𝑚2, åãî çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ

ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè; âî âïàäèíå ïîëîæèòåëüíàÿ êðèâèçíà îáåñïå÷èâàåò ïðÿìîå
ïðîäâèæåíèå, ïîýòîìó òðåáóåìîå 𝑈̃ ìèíèìàëüíî è ìîæåò áûòü äàæå íèæå îáùåé
ñêîðîñòè 𝑊̃ . Òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ îòðàæàåò ðåãóëèðóþùóþ ðîëü
ýôôåêòà êðèâèçíû íà ëîêàëüíûå ïîòðåáíîñòè â äâèæåíèè: îáëàñòè ñ îòðèöàòåëüíîé
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êðèâèçíîé òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî õèìè÷åñêîãî òîë÷êà, òîãäà êàê îáëàñòè ñ
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé ìîãóò ïîëàãàòüñÿ íà äðåéô, îáóñëîâëåííûé êðèâèçíîé,
äëÿ ïîääåðæàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó âîëíîâîãî ôðîíòà ñ ðàçðûâíîé
êðèâèçíîé, ãäå ââåäåíèå ëèíåéíûõ ñåãìåíòîâ äåëàåò ïåðåõîä ìåæäó âûïóêëîñòüþ
è âïàäèíîé áîëåå ðåçêèì. Òàêàÿ ôîðìà ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîñòðàíñòâåííûì
ñêà÷êàì â èíòåíñèâíîñòè ðåàêöèè èëè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê êðèâèçíå â ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ S2, ìîäåëü S3 îáåñïå÷èâàåò áîëüøóþ ãèáêîñòü
ôîðìû, ñïîñîáíóþ îïèñûâàòü òå ôðîíòû ãîðåíèÿ, ãäå äâèæóùèå ìåõàíèçìû áûñòðî
ïåðåêëþ÷àþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ìîäåëü ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ïðè ïîñòîÿííîé îá-
ùåé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ëîêàëüíîé ñêî-
ðîñòè äèñáàëàíñà è ýôôåêòà êðèâèçíû, âñ¼ åùå ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ ðàçíîîáðàçíûå
ôîðìû âîëíîâîãî ôðîíòà, ÷òî ïðåäîñòàâëÿåò òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ïîíèìàíèÿ
ñëîæíûõ ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ.
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