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ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА. ПРОСТРАНСТВА ЛЕБЕГА

§ 1. Типы сходимости функциональных
последовательностей

На лекции 3 было отмечено, что имеются следующие виды сходимо-
сти функциональных последовательностей: равномерная, поточечная,
почти всюду, по мере. При этом каждая последующая из указанных
следует из предыдущей. Обратные следствия места не имеют, но верны
некоторые их «ослабленные» варианты.

Так, для пространства конечной меры верна теорема Егорова, утвер-
ждающая, что как только на пространстве X имеет место поточечная
сходимость fn(x) → f(x) (или даже почти всюду), то из X можно
выбросить такое множество B сколь угодно малой наперёд заданной
меры, что на X \ B имеет место равномерная сходимость fn к f .

Далее, можно утверждать, что любая последовательность, сходя-
щаяся по мере, содержит подпоследовательность, сходящуюся почти
всюду.

Покажем на примере, что на большее надеяться нельзя. Для этого
рассмотрим последовательность кусочно постоянных функций, задан-
ных на отрезке [0; 1], которую будем для себя называть «бегущий
столб». Построим её следующим образом. Сначала введём на отрезке
[0; 1] функции fnk, где n ∈ N, k = 1, 2n:

fnk =

{

1, x ∈
[

k−1
2n ; k

2n

]

;

0, x 6∈
[

k−1
2n ; k

2n

]

.

Теперь занумеруем построенные функции в «словарном порядке», на-
чиная с f11: за fnk следует fn,k+1, если k < 2n, и fn+1,1 в противном
случае.

З а м е ч а н и е 1 . Рекомендуется построить графики первыx 7-и
функций. В других примерах также рекомендуется строить графики
нескольких первых функций каждой последовательности.

Теперь ясно, что рассматриваемая последовательность не сходится
ни в одной точке, поскольку при любом x ∈ [0; 1] последовательность
значений fl(x) представляет собой последовательность нулей и единиц,
причём как нули, так и единицы встречаются среди членов со сколь
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угодно большими номерами (почему?). Такая последовательность не
может сходиться ни поточечно, ни почти всюду. Однако она сходится
по мере к f(x) ≡ 0. В самом деле, мера множества, где функция fl(x)
отлична от 0, стремится к нулю при l → ∞. Однако легко построить
подпоследовательность, сходящуюся к нулю почти всюду: для этого
достаточно взять {fn1}.

§ 2. Теоремы о сходимости и контрпримеры

Рассмотрим теоремы Ле б е г а, Б е п п о Ле в и и Фа т у. Проил-
люстрируем на некоторых примерах существенность их условий.

В т е о р е м е Ле б е г а (которую иногда также называют теоремой
об ограниченной сходимости) наименее очевидно, что существенно
условие |fn| 6 ϕ (где ϕ интегрируема). Однако нетрудно привести
пример, показывающий, что нарушение этого условия приводит к невы-
полнению заключения теоремы: положим на x ∈ [0; 1]

fn =

{

n2, x ∈
(

0; 1
n

]

;

0, x 6∈
(

0; 1
n

]

.

Легко видеть, что fn(x) → 0 (поточечно, всюду), однако∫

[0;1]

fn(x)dµ → +∞

(и вообще, подходящим образом выбирая ненулевые значения функ-
ций, можно добиться, чтобы этот предел был равен любой заданной
величине).

Можно привести и другой пример, на этот раз — на множестве
[0;+∞) бесконечной меры. Положим

fn =

{

1, x ∈ [0;n];

0, x > n.

Здесь fn(x) равномерно ограничены функцией ϕ(x) = 1, но она не
является интегрируемой на [0;+∞), и условия теоремы Лебега снова
не выполнены. Поэтому неудивительно, что fn(x) → 1, т. е. последова-
тельность сходится к неинтегрируемой на [0;+∞) функции.

В т е о р ем е Б е п п о –Ле в и, пожалуй, все условия кажутся есте-
ственными: первое гарантирует существование поточечного предела
(конечного или бесконечного), второе обеспечивает конечность этого
предела почти всюду, а без последнего вообще нельзя было бы говорить
об интегралах.

Поэтому перейдём к л е м м е Фа т у и покажем, что существенно
условие fn(x) > 0 (о котором нередко забывают). Для этого положим
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на [0; 1]

fn =

{

−n, x ∈
(

0; 1
n

]

;
1

1− 1
n

, x 6∈
(

0; 1
n

]

.

Легко видеть, что при всех n ∈ N∫

[0;1]

fn(x)dµ = 0 6 0 всюду на [0; 1],

fn(x) → 1 и, таким образом,∫

[0;1]

( lim
n→∞

fn(x))dµ = 1 > 0.

Более того, даже в условиях теоремы Фату последовательность инте-
гралов

∫
[0;1] fn dµ может не иметь предела, а в случае существования

такого предела значение
∫
[0;1] f dµ может с ним не совпадать.

✷ В самом деле, в первом случае можно положить

f2k =

{

2k, x ∈
(

0; 1
2k

]

;

0, x 6∈
(

0; 1
2k

]

,
f2k+1 = 0.

Тогда
∫
[0;1] fn dµ = 1 при чётном n и нулю при нечётном. Во втором

случае возьмём

fn =

{

n, x ∈
(

0; 1
n

]

;

0, x 6∈
(

0; 1
n

]

.

Теперь
∫
[0;1] fn dµ = 1 → 1, но

∫
[0;1] f dµ = 0. ⊠

§ 3. Основные свойства интеграла Лебега

Перечислим основные свойства интеграла Лебега и сравним их со
свойствами интеграла Римана. Здесь и далее под L(X) будем понимать
функции, интегрируемые по Лебегу на пространстве X с введённой на
нём мерой Лебега. В случае сравнения с интегралом Римана под X
будем понимать измеримое по Жордану множество в Rn, в частности
промежуток.
С в о й с т в о 0 . Если f(x) интегрируема по Риману в собственном
смысле, то она интегрируема и по Лебегу. Обратное, как показывает
хорошо известный пример функции Дирихле, неверно.
С в о й с т в о 1 . Линейность. (И для интеграла Римана.)
С в о й с т в о 2 . Аддитивность. (И для интеграла Римана.)
С в ой с т в о 3 . Монотонность (интеграл от неотрицательной функции
неотрицателен). (И для интеграла Римана.)
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Св ой с т в о 4 . f ∈ L(X) ⇔ |f | ∈ L(X). (Легко видеть, что для инте-
грала Римана следствие имеет место лишь «слева направо».) При этом

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

X

f(x) dµ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫

X

|f(x)|dµ.

С в о й с т в о 5 . Если f > 0 и
∫

X
f dµ = 0, то f = 0 почти всюду.

Аналогичное можно утверждать и для интеграла Римана.
С в ой с т в о 6 . Эквивалентные функции принадлежат или не принад-
лежат L(X) одновременно, и их интегралы равны.
С в о й с т в о 7. Если 0 6 f(x) 6 g(x) (всюду или почти всюду) на X
и g(x) интегрируема на X, то f(x) интегрируема на X. (В частности,
любая ограниченная измеримая функция интегрируема по Лебегу
на пространстве конечной меры!) 1) При этом в силу свойства
3 аналогичным неравенством связаны интегралы от этих функций.
2) В силу свойства 4 условие 0 6 f(x) 6 g(x) можно заменить на
|f(x)| 6 g(x).)
С в о й с т в о 8 . Неравенство Чебышёва.
С в ой с т в о 9 . σ-аддитивность интеграла Лебега. (Поэтому интеграл
от неотрицательной функции сам порождает меру.)
С в о й с т в о 1 0 . Абсолютная непрерывность. (Поэтому мера, о кото-
рой говорится в предыдущем пункте, абсолютно непрерывна относи-
тельно классической меры Лебега.)

Нашей ближайшей целью будет доказать свойство 0. Заметим
прежде лишь, что слова «в собственном смысле» существенны: условно
сходящийся (не сходящийся абсолютно) несобственной интеграл Ри-
мана не существует в смысле Лебега (см., например, свойство 4).

Итак, пусть функция f(x) интегрируема по Риману на отрезке [a; b]:

b∫
a

f(x) dx = I.

Те о р е м а 1 . Функция f(x), интегрируемая по Риману на [a; b],
интегрируема и по Лебегу на [a; b].

До к а з а т е л ь с т в о .
1. Известно, что необходимым и достаточным условием интегри-

руемости данной функции по Риману является стремление верхних и
нижних сумм Дарбу к общему пределу I при стремлении диаметра
разбиения к нулю. Мы воспользуемся этим условием как необходимым
и построим определённую последовательность сумм.

2. Для этого, как в примере из самого начала лекции, будем делить
отрезок [a; b] пополам, получившиеся отрезки — ещё раз пополам и т. д.
На каждом n-ом шаге мы получим 2n частичных отрезков [an

k−1, a
n
k ],
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где k = 1, 2n. Определим теперь функции

f
n
(x) = inf

t∈[an
k−1;a

n
k
]∋x

f(t), fn(x) = sup
t∈[an

k−1
;an

k
]∋x

f(t),

т. е. на каждом n-ом разбиении берём точные нижние и верхние грани
функции f(x) и полагаем f

n
и fn на каждом из частичных отрезков

равными соответственно точным нижней и верхней граням функции f
по этому отрезку.

3. Легко видеть, что построенные таким образом функции интегри-
руемы по Риману (как кусочно постоянные), по Лебегу (как простые
функции), причём их интегралы равны соответственно нижней и верх-
ней суммам Дарбу для рассматриваемого разбиения:

b∫
a

f
n
(x) dx =

∫

[a;b]

f
n
(x) dµ = sn,

b∫
a

fn(x) dx =

∫

[a;b]

fn(x) dµ = Sn. (3.1)

4. Поскольку нижние и верхние суммы Дарбу интегрируемой по
Риману функции ограничены соответственно сверху и снизу её инте-
гралом Римана, имеем

∫

[a;b]

f
n
(x) dµ 6 I,

∫

[a;b]

fn(x) dµ > I. (3.2)

Заметим далее, что поточечно выполнены неравенства

f
1

6 f
2

6 ... , f1 > f2 > ... . (3.3)

В самом деле, при каждом последующем разбиении те множества,
по которым берутся точные грани, разбиваются на подмножества, а
sup A 6 sup B при A ⊂ B по очевидным причинам.

5. Таким образом, функции f
n

и −fn удовлетворяют условиям
теоремы Беппо Леви. Следовательно,
1) существуют такие функции f и f , что почти всюду

f
n
→ f , fn → f , (3.4)

2) и при этом

sn =

∫

[a;b]

f
n

dµ →
∫

[a;b]

f dµ, (3.5)

Sn =

∫

[a;b]

fn dµ →
∫

[a;b]

f dµ. (3.6)
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C другой стороны, по необходимому условию интегрируемости по Ри-
ману имеем sn → I, Sn → I, а тогда из (3.5)—(3.6) следует, что∫

[a;b]

f dµ =

∫

[a;b]

f dµ = I. (3.7)

6. Теперь заметим, что по построению при всех x ∈ [a; b] выполня-
ются неравенства

f
n
(x) 6 f(x) 6 fn(x). (3.8)

Значит (по теореме о предельном переходе в числовом неравенстве), то
же почти всюду выполняется для их пределов f и f :

f(x) 6 f(x) 6 f(x). (3.9)

Следовательно, почти всюду

f(x) 6 f(x). (3.10)

Отсюда и из (3.7) в силу 5-го свойства интеграла получаем, что почти
всюду f(x) = f(x). Но тогда из (3.9) имеем

f = f = f почти всюду. (3.11)

Поскольку уже доказано, что f(x) и f(x) интегрируемы по Лебегу и их
интеграл равен I, то же получаем и для эквивалентной им в силу (3.11)
функции f(x).

Те о р е м а до к а з а н а .
З а м е ч а н и е 2 . Может показаться, что факт интегрируемости

по Лебегу функции, интегрируемой по Риману, «можно» установить
гораздо проще. Рассмотрим, скажем, неотрицательную функцию f(x).
Тогда её интеграл Римана может быть записан в виде

b∫
a

f(x) dx = sup
gI({an})(x)

b∫
a

g(x) dx, (3.12)

где gn(x) = inf [ak−1,ak]∋x f(t) (ступенчатая функция), т. е. как точная
верхняя грань нижних сумм Дарбу. А интеграл Лебега — в виде∫

[a;b]

f(x) dµ = sup
h6f

∫

[a;b]

h(x) dµ, (3.13)

где h(x) — всевозможные простые функции, поточечно не превыша-
ющие f . Но дело в том, что класс функций h(x) во втором случае
значительно шире класса функций g(x) в первом. Поэтому из су-
ществования точной верхней грани (3.12) ни существование точной
верхней грани (3.13), ни, тем более, их равенство непосредственно не
следуют.
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§ 4. Основные свойства пространств Лебега

Пр ед в а р и т е л ь н о е з а м е ч а н и е . При применении интеграль-
ных неравенств (вроде неравенств Гёльдера и Минковского) важно по-
нимать, что интегрируемость функции в «меньшей» части неравенства
следует из свойства 7 интеграла Лебега (упоминание об этом часто
опускают), а уж потом можно «перейти к интегралу» в неравенстве.

На лекции было сформулировано без доказательства неравенство
Гёльдера для показателей 1 и ∞: при f ∈ L1(X), g ∈ L∞(X)∫

X

|f(x)g(x)|dµ 6 ‖f‖1 · ‖g‖∞. (4.1)

Оно доказывается ещё проще, чем «обычное» неравенство Гёльдера. В
самом деле,

‖g‖∞ = inf{c | µ{x | |g(x)| > c} = 0},
поэтому для любого ε > 0 имеем почти всюду на X

|g(x)| < ‖g‖∞ + ε, |f(x)g(x)| < |f(x)| (‖g‖∞ + ε) .

Следовательно, fg ∈ L1(X) (этот шаг обычно пропускают — см. заме-
чание в начале параграфа) и

‖fg‖1 ≡
∫

X

|f(x)g(x)|dµ 6

∫

X

|f(x)| (‖g‖∞ + ε) dµ = (‖g‖∞ + ε)

∫

X

|f(x)|dµ,

откуда в силу произвольности ε получаем (4.1).
Заметим ещё, что для пространств X конечной меры имеет место

вложение функциональных пространств

Lp1(X) ⊂ Lp2(X) при 1 6 p2 6 p1 6 +∞ (4.2)

(мнемоническое правило: знаки наоборот). Докажите это самостоя-
тельно, пользуясь неравенством Гёльдера. Для этого воспользуйтесь
тождеством f(x) = 1 · f(x). Более того, вы получите оценку для норм

‖f‖p2
6 (µ(X))

1
p2

− 1
p1 ‖f‖p1

,

из которой, в частности, следует, что из сходимости некоторой по-
следовательности по норме Lp1(X) вытекает её сходимость по нор-
ме Lp2(X). (Что совершенно естественно: неотрицательная измеримая
функция |f(x)|p, заданная на пространстве X конечной меры, заведомо
интегрируема при любом p на подмножестве {x ∈ X | |f(x)| 6 1}, а
на его дополнении до X при уменьшении степени p значение |f(x)|p
только уменьшается.)

Обратное же вложение, вообще говоря, неверно. В качестве примера
можно взять функцию

f(x) =
1

x ln2 x
.
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Можно показать, что f ∈ L1([0; 1
2
]), но f 6∈ Lp([0; 1

2
]) при любом p > 1.

✷ Действительно,

1
2∫

0

dx

x ln2 x
=

− ln 2∫
−∞

dt

t2
=

1

ln 2
,

но
1
2∫

0

dx

xp ln2p x
=

1
2∫

0

dx

x · xp−1 ln2p x
= ∞,

поскольку xp−1 ln2p x → 0 при x → 0 и, таким образом, подынтеграль-
ная функция растёт при x → +0 быстрее, чем «эталонная» функция 1

x
.

⊠

Отметим также, что вложение (4.2) неверно для пространств X
бесконечной меры, как показывает простой пример

f(x) =
1√

1 + x2
∈ L2(R), f 6∈ L1(R).

Докажем важный факт: вложение (4.2) плотно. Именно, верна
Те о р е м а 2 . Пусть дана некоторая произвольная функция

f(x) ∈ Lp(Ω), 1 < p < q < +∞. Пусть ε > 0 произвольно. Тогда
найдётся функция g(x) ∈ Lq(Ω) такая, что

‖f − g‖p < ε. (4.3)

До к а з а т е л ь с т в о .
1. Мы ограничимся случаем, когда µ(Ω) < +∞, но докажем

несколько более сильное утверждение: множество всех ограниченных
функций плотно в Lp(Ω). Иными словами, функцию g(x) в (4.3)
всегда можно выбрать ограниченной (и измеримой). А поскольку, как
было замечено ранее, на пространстве конечной меры все ограничен-
ные функции интегрируемы (и, тем самым, принадлежат Lq(Ω) при
любом q ∈ [1;+∞]), утверждение теоремы для случая пространства
конечной меры тем самым будет доказано.

2. Основная идея доказательства — «срезать» функцию f(x) там,
где она «слишком велика». При этом в силу неравенства Чебышёва
множество, где мы изменим функцию, будем иметь достаточно малую
меру, а тогда в силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега и
вклад в интеграл по этому множеству будет (как ни странно: ведь там
функция очень велика!) очень мал. Проведём теперь эти рассуждения
строго.

3. Итак, согласно неравенству Чебышёва

µ ({x ∈ Ω | |f(x)|p > M}) 6

∫
Ω |f(x)|pdµ

M
. (4.4)
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C другой стороны, в силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега

∀γ > 0 ∃δ > 0 ∀A ⊂ Ω µ(A) < δ ⇒
∫

A

|f(x)|pdµ < γ.

Положим γ = εp и найдём соответствующее δ. Далее, положим

M =
2

∫
Ω |f(x)|pdx

δ
,

так что ∫
Ω |f(x)|pdx

M
=

δ

2
< δ.

Из предыдущего для множества

Ω1 ≡ {x ∈ Ω | |f(x)|p > M}
в силу неравенства Чебышёва имеем µ(Ω1) < δ. Но тогда в силу
абсолютной непрерывности интеграла Лебега получаем, что∫

Ω1

|f(x)|pdx < εp. (4.5)

Положим теперь

g(x) =

{

f(x), |f(x)|p 6 M ,

0, |f(x)|p > M.

Получим тогда в силу (4.5)

‖f − g‖p
p =

∫

Ω

|f − g|pdx =

∫

Ω1

|f |pdx < εp,

что и требовалось.
Те о р е м а до к а з а н а .
Не ко т о ры е п р и м е ры.
ПРИМЕР 1 . Было отмечено, что при µ(Ω) < +∞ для p > q

имеет место вложение Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω). Следовательно, при µ(Ω) < +∞
для каждой конкретной измеримой функции f(x) множества

P1 = {p ∈ [1;+∞] | f(x) ∈ Lp(Ω)} , P2 = {p ∈ [1;+∞] | f(x) /∈ Lp(Ω)} ,
если они оба не пусты, «следуют» одно за другим на числовой оси,
и граница между ними состоит из одной точки α. Покажем, что
возможно как α ∈ P1, так и α ∈ P2.

✷ Положим Ω =
(

0; 1
2

)

, α > 1. Рассмотрим функции

f1(x) =
1

x
1
α

, f2(x) =
1

x
1
α ln

2
α x

.

Очевидно, что f1 ∈ Lp
(

0; 1
2

)

при всех p ∈ [1;α), f1 /∈ Lp
(

0; 1
2

)

при

всех p ∈ [α;+∞]. Несложно показать, что f2 ∈ Lp
(

0; 1
2

)

при всех p ∈
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∈ [1;α], f2 /∈ Lp
(

0; 1
2

)

при всех p ∈ (α;+∞]. (При p = α делаем замену
переменных в интеграле, а при остальных p пользуемся тем фактом,
что limx→+0 xε| lnx|γ = 0 при всех ε, γ > 0, и признаком сравнения
несобственных интегралов.) ⊠

ПРИМЕР 2 . Покажем, что, вообще говоря,

L∞(Ω) 6= ∩p>1L
p(Ω)

даже при µ(Ω) < +∞.
✷ Действительно, lnx ∈ Lp(0; 1) при всех p > 1 (поскольку | lnx|

растёт медленнее любой степени), но lnx /∈ L∞(0; 1), поскольку данная
функция не может быть сделана ограниченной на (0; 1) переопределе-
нием на множестве меры ноль. ⊠

§ 5. Задачи для самостоятельного решения

З а д ач а 1 . Доказать неравенство Юнга

ab 6
ap

p
+

bq

q
, (5.1)

где a, b > 0, p, q > 1, 1
p

+ 1
q

= 1, найдя экстремум разности правой и ле-
вой частей неравенства дифференцированием по одной из переменных
a, b и исследовав поведение получившейся функции одной переменной
при остальных значениях переменных.

З а д ач а 2 . Доказать, что для a, b > 0 верны неравенства

(a + b)p > ap + bp при p > 1, (5.2)

(a + b)p 6 ap + bp при p 6 1. (5.3)

З а д ач а 3 . Доказать с помощью неравенства Чебышёва, что схо-
димость в Lp(X) влечёт сходимость по мере. Показать на примере
(годится один из рассмотренных в данной лекции), что поточечная
(или почти всюду) сходимость из сходимости в Lp(X) не следует.

З а д а ч а 4 * . ( Пр од о л же н и е . ) Доказать для случая про-
странства X конечной меры теорему Рисса: если fn → f в Lp(X), где
f , fn — конечные измеримые функции, то существует подпоследова-
тельность fnk

, сходящаяся к f почти всюду:
1) выбрать такую подпоследовательность, что

‖fnk+1
− fnk

‖p <
1

2k

(почему это можно сделать?);
2) показать, что при этом для некоторой константы c

‖fnk+1
− fnk

‖1 <
c

2k
;

3) пользуясь доказанным выше неравенством, образовать из этих раз-
ностей ряд, N -е частичные суммы которого равны fnN+1

, и доказать,
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что он сходится почти всюду;
4) показать, что сумма построенного ряда почти всюду равна f(x).

З а д ач а 5 . При каких значениях p ∈ [1;+∞] функция sin x
x

при-
надлежит пространству Lp(1;+∞)?

З а д ач а 6 . При каких значениях p ∈ [1;+∞] функция cos x√
x

при-

надлежит пространству Lp(0; 1)?
З а д а ч а 7. Привести пример функции f(x), для которой суще-

ствует (несобственный) интеграл Римана, но не существует интеграл
Лебега.

З а д ач а 8 . Пусть 1 < α < +∞. Привести пример функции, при-
надлежащей Lp(0;+∞) только при p = α.

З а д ач а 9 . Пусть 1 6 s < r 6 +∞. Построить функцию, принад-
лежащую Lp(0;+∞) в точности при p ∈ (s; r).

З а д ач а 1 0 . 1) Пусть функция f(x) непрерывна и положительна

всюду на (невырожденном) отрезке [a; b]. Доказать, что
∫b

a
f(x) dx > 0.

2) Пусть f(x) > 0 на множестве A с µ(A) > 0. Можно ли утверждать,
что

∫
A

f(x) dµ > 0?
З а д а ч а 1 1 . Пусть f(x) ∈ Lp(Ω), g(x) ∈ Lq(Ω). Что можно ска-

зать о принадлежности fg пространствам Лебега? Тот же вопрос
для f + g. (Рассмотреть все случаи.)

З а д ач а 1 2 . Построить такую последовательность {fn(x)} огра-
ниченных на (0; 1) функций, что fn(x) → 0 поточечно, но ‖fn‖1 → +∞.

З а д ач а 1 3 . 1) Пусть p ∈ [1;+∞], 1
p

+ 1
q

= 1. Пусть fn ∈ Lp(Ω),
‖fn − f‖p → 0, g ∈ Lq(Ω). Доказать, что ‖fng − fg‖1 → 0.
2) Пусть p ∈ [1;+∞], 1

p
+ 1

q
= 1. Пусть fn ∈ Lp(Ω), ‖fn − f‖p → 0, gn ∈

∈ Lq(Ω), ‖gn − g‖q → 0. Доказать, что ‖fngn − fg‖1 → 0.
З а д ач а 1 4 . Пусть fn → f в L∞(Ω). Верно ли, что:

1) fn → f в L1(Ω)?
2) fn → f почти всюду на Ω?
3) fn → f по мере на Ω?

З а д а ч а 1 5 . Пусть u(x) ∈ ∩Lp∈[1;+∞)(Ω). Верно ли, что u(x) ∈
∈ L∞(Ω), при:
1) µ(Ω) < +∞?
2) µ(Ω) = +∞?


