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Постановка задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу: ε2
∂2u

∂x2
− ε∂u

∂t
= (u− ϕ(−)(x))(u− q(x))(u− ϕ(+)(x)), x ∈ (−1, 1),

∂u

∂x
(−1, t, ε) =

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0, u(x, 0) = uinit, t ∈ (0, T ],

q(x) =

{
ql(x), −1 ≤ x ≤ x0; 0 < t < T ; ql(x0) 6= qr(x0).
qr(x), x0 ≤ x ≤ 1; 0 < t < T.

Начальная функция имеет вид:

uinit =
1

2

(
ϕ(−)(x̂(0)) + ϕ(+)(x̂(0))

)
+

+
1

2

(
ϕ(+)(x̂(0))− ϕ(−)(x̂(0))

)
tanh

x− x̂(0))

ε
ε - малый параметр, x0 - положение разрыва, x̂(t) - положение фронта
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Условия задачи

(У1) Движение возрастающего фронта слева направо:

ϕ(−)(x) + ϕ(+)(x)

2
< q(x) < ϕ(+)(x), x ∈ [−1, 1]

(У2) Фронт проходит через точку x0:

ϕ(−)(x0) < ql(x0) < qr(x0)

Эти условия обеспечивают прохождение автоволного фронта через
границу раздела сред и исключают возможность существования стаци-
онарного решения вида фронта.
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Вводятся растянутые переменные:

ξ =
x− x̂(t)

ε
, ξ0 =

x− x0
ε

.

Расстояние от точки положения фронта до точки разрыва сред:

∆(t) = x̂(t)− x0,

и будем считать, что ∆(t) = ∆0(t) + ε2∆1(t) + ε3∆2(t) + . . .

Скорость движения фронта:

V (t, ε) = V0(t) + εV1(t) + ε2V2(t) + . . . , где Vi(t) =
d∆i

dt

Чунжук Е.А., Левашова Н.Т. (МГУ) Верхнее и нижнее решения 26 октября 2022 г. 4 / 15



Асимптотическое приближение решения
Если x̂ < x0, фронт слева от разрыва:

U l =


ϕ(−)(x) + L

(−)
0 (ξ, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
l,(−)
i (x) + L

(−)
i (ξ, t) +Q

l,(+)
i (ξ0)

)
,−1 ≤ x ≤ x̂;

ϕ(+)(x) + L
(+)
0 (ξ, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
l,(+)
i (x) + L

(+)
i (ξ, t) +Q

l,(+)
i (ξ0)

)
, x̂ ≤ x ≤ x0;

Ur = ϕ(+)(x) +R
(+)
0 (ξ, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
r,(+)
i (x) +R

(+)
i (ξ, t) +Q

r,(+)
i (ξ0)

)
, x0 ≤ x ≤ 1.

Если x̂ > x0, фронт справа от разрыва:

U l = ϕ(−)(x) + L
(−)
0 (ξ, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
l,(−)
i (x) + L

(−)
i (ξ, t) +Q

l,(−)
i (ξ0)

)
,−1 ≤ x ≤ x0;

Ur =


ϕ(−)(x) +R

(−)
0 (ξ, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
r,(−)
i (x) +R

(−)
i (ξ, t) +Q

r,(−)
i (ξ0)

)
, x0 ≤ x ≤ x̂;

ϕ(+)(x) +R
(+)
0 (ξ, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
r,(+)
i (x) +R

(+)
i (ξ, t) +Q

r,(−)
i (ξ0)

)
, x̂ ≤ x ≤ 1.
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Схематическое изображение областей определения компонент
асимптотического приближения а) если фронт локализован слева от
точки разрыва, б) если фронт локализован справа от точки разрыва.
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Далее, все результаты приведены для случая x̂ < x0.

Непрерывное сшивание

В точке положения фронта:

ϕ(−)(x̂) + L
(−)
0 (0, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
l,(−)
i (x̂) + L

(−)
i (0, t) +Q

l,(+)
i (∆/ε)

)
=

= ϕ(+)(x̂)+L
(+)
0 (0, t)+

3∑
i=1

εi
(
ū
l,(+)
i (x̂) + L

(+)
i (0, t) +Q

l,(+)
i (∆/ε)

)
=
ϕ(−)(x̂) + ϕ(+)(x̂)

2
,

В точке разрыва:

ϕ(+)(x0) + L
(+)
0 (−∆/ε, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
l,(+)
i (x0) + L

(+)
i (−∆/ε, t) +Q

l,(+)
i (0)

)
=

= ϕ(+)(x0) +R
(+)
0 (−∆/ε, t) +

3∑
i=1

εi
(
ū
r,(+)
i (x0) +R

(+)
i (−∆/ε, t) +Q

r,(+)
i (0)

)
= p(t),

p(t) - пока неизвестная функция, p(t) = p0(t) + εp1(t) + ε2p2(t) + . . .
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Сшивание производных

В точке положения фронта:

dϕ(−)

dx
(x̂) +

1

ε
· ∂L

(−)
0

∂ξ
(0, t) +

3∑
i=1

εi
(
dū

l,(−)
i

dx
(x̂) +

1

ε
· ∂L

(−)
i

∂ξ
(0, t)

)
+O(ε3) =

=
dϕ(+)

dx
(x̂) +

1

ε
· ∂L

(+)
0

∂ξ
(0, t) +

3∑
i=1

εi
(
dū

l,(+)
i

dx
(x̂) +

1

ε
· ∂L

(+)
i

∂ξ
(0, t)

)
.

В точке разрыва:

1

ε
·∂L

(+)
0

∂ξ
(−∆/ε, t)+

3∑
i=1

εi
(
dū

l,(+)
i

dx
(x0) +

1

ε
· ∂L

(+)
i

∂ξ
(−∆/ε, t) +

1

ε
· ∂Q

l,(+)
i

∂ξ0
(0)

)
+O(ε3) =

=
1

ε
· ∂R

(+)
0

∂ξ
(−∆/ε, t)+

3∑
i=1

εi
(
dū

r,(+)
i

dx
(x0) +

1

ε
· ∂R

(+)
i

∂ξ
(−∆/ε, t) +

1

ε
· ∂Q

r,(+)
i

∂ξ0
(0)

)
.
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Функции α(x, t, ε), β(x, t, ε) называются нижним и верхним решени-
ями задачи, если при достаточно малом ε выполняется следующая си-
стема неравенств.

1. Условие упорядоченности:

α(x, t, ε) < β(x, t, ε), (x, t) ∈ [−1, 1]× (0, T ].

2. Действие оператора в исследуемом уравнении на верхнее и нижнее
решения:

ε2 ∂
2β

∂x2
− ε∂β

∂t
− f(β, x) ≤ 0 ≤ ε2 ∂

2α

∂x2
− ε∂α

∂t
− f(α, x),

где
(x, t) ∈ (−1, x0)× (0, T ], (x, t) ∈ (x0, 1)× (0, T ].

3. Условия на границе: α(∓1, t, ε) ≤ u ≤ β(∓1, t, ε), t > 0.

4.Условия на производные при x = x̂, x = x0:

∂β

∂x
(x− 0, t, ε) ≥ ∂β

∂x
(x+ 0, t, ε);

∂α

∂x
(x− 0, t, ε) ≤ ∂α

∂x
(x+ 0, t, ε), t > 0.
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Введём обозначения для верхнего решения:

x̄(t) = x0 + ∆̄(t), ∆̄(t) = ∆0(t) + ε2∆1(t)− ε2δ(t), ξ̄ =
x− x̄(t)

ε
,

p̄(t) = p0(t) + εp1(t) + ε2(p2(t) + τp),

V̄ = V0 + εV1 + ε2(V2 − Vδ).

Введём обозначения для нижнего решения:

x = x0 + ∆(t),∆(t) = ∆0(t) + ε2∆1(t) + ε2δ(t), ξ =
x− x(t)

ε
,

p(t) = p0(t) + εp1(t) + ε2(p2(t)− τp),

V = V0 + εV1 + ε2(V2 + Vδ).
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Верхнее и нижнее решения ищутся в виде:

β = β̂l + β̂r, α = α̂l + α̂r,

и строятся как модификация асимптотического приближения решения:

β̂l,(∓) =


U l2(x, ξ̄, ξ0, t, ε) + ε2(µ+ l(−)(ξ̄, t) + ql,(+)(ξ0)) + ε2e−γρ

(−)

,−1 ≤ x ≤ x̄,

U l2(x, ξ̄, ξ0, t, ε) + ε2(µ+ l(+)(ξ̄, t) + ql,(+)(ξ0)) + ε2e+γρ
(+)

, x̄ ≤ x ≤ x0,

β̂r,(+) = Ur2 (x, ξ̄, ξ0, t, ε) + ε2(µ+ r(+)(ξ̄, t) + qr,(+)(ξ0)) + ε2e+γρ
(+)

, x0 ≤ x ≤ 1.

α̂l,(∓) =


U l2(x, ξ, ξ0, t, ε)− ε2(µ+ l(−)(ξ, t) + ql,(+)(ξ0))− ε2e−γρ

(−)

,−1 ≤ x ≤ x,

U l2(x, ξ, ξ0, t, ε)− ε2(µ+ l(+)(ξ, t) + ql,(+)(ξ0))− ε2e+γρ
(+)

, x ≤ x ≤ x0,

α̂r,(+) = Ur2 (x, ξ, ξ0, t, ε)− ε2(µ+ r(+)(ξ, t) + qr,(+)(ξ0))− ε2e+γρ
(+)

, x0 ≤ x ≤ 1.

Где µ > 0 - константа, функции r, l, q строятся так, чтобы выполнялись
определения верхнего и нижнего решений.
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Выпишем задачи для функций верхнего решения, для нижнего ре-
шения получим аналогичные выражения.

Задачи для функций ql,(+), qr,(+):
∂2ql,(+)(ξ0)

∂ξ2
0

= f̄
l,(+)
u (x0)ql,(+)(ξ0), ξ0 < 0,

ql,(+)(0) = γl,(+), ql,(+)(−∞) = 0,

ql,(+)(ξ0) = γl,(+)e
√
f̄
l,(+)
u (x0)ξ0 , ξ0 < 0, γl,(+) = const.


∂2qr,(+)(ξ0)

∂ξ2
0

= f̄
r,(+)
u (x0)qr,(+)(ξ0), ξ0 > 0,

qr,(+)(0) = γr,(+), qr,(+)(+∞) = 0,

qr,(+)(ξ0) = γr,(+)e−
√
f̄
r,(+)
u (x0)ξ0 , ξ0 > 0, γr,(+) = const.
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
∂2l(−)(ξ̄, t)

∂ξ̄2
+ V̄

∂l(−)(ξ̄, t)

∂ξ̄
− f̃ lu(ξ̄, t)l(−)(ξ̄, t) = f̃ lu(ξ̄, t)

(
µ+ ql,(+)(ξ0)

)
−

−f̄ l,(+)
u (x)ql,(+)(ξ0)− f̄ l,(−)

u (x)µ

l(−)(−∞, t) = 0, l(−)(0, t) + µ+ ql,(+)(∆̄/ε) = τz


∂2l(+)(ξ̄, t)

∂ξ̄2
+ V̄

∂l(+)(ξ̄, t)

∂ξ̄
− f̃ lu(ξ̄, t)l(+)(ξ̄, t) =

(
f̃ lu(ξ̄, t)− f̄ l,(+)

u (x)
)
·

·
(
µ+ ql,(+)(ξ̄ + ∆̄/ε)

)
l(+)(0, t) + µ+ ql,(+)(∆̄/ε) = τz, l

(+)(−∆̄/ε, t)→ 0, ∆̄/ε→ −∞


∂2r(+)(ξ̄, t)

∂ξ̄2
+ V̄

∂r(+)(ξ̄, t)

∂ξ̄
− f̃ru(ξ̄, t)r(+)(ξ̄, t) =

(
f̃ru(ξ̄, t)− f̄r,(+)

u (x)
)
·

·
(
µ+ qr,(+)(ξ̄ + ∆̄/ε)

)
r(+)(−∆̄/ε, t) + µ+ qr,(+)(0) = 0, r(+)(+∞, t) = 0

При решении этих задач находятся неизвестные коэффициенты γl,(+), γr,(+)
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Из выполнения условий 1.– 4. следует существование верхнего и ниж-
него решений поставленной задачи. Тогда существует решение u(x, t, ε)
заключённое между этими верхним и нижним решениями.

Таким образом, имеет место следующая теорема:

Теорема

При выполнении условий (У1), (У2) и при достаточно малых ε су-
ществует u(x, t, ε) - решение задачи, для любого Т > 0 и для любой
гладкой начальной функции uinit ∈ [α(x, t, ε), β(x, t, ε)], для которого
функция U2(x, t, ε) является равномерным асимптотическим прибли-
жением с точностью O(ε3).
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Спасибо за внимание!
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