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Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç åñòåñòâåííûõ ðàçâèòèé ðàáîòû [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

ε4
d2u

dx2
= f (u, v , x , ε), ε2

d2v

dx2
= g(u, v , x , ε), x ∈ (0, 1),

u′(0) = u′(1) = 0, v ′(0) = v ′(1) = 0,

ãäå ε ∈ (0, ε0] � ìàëûé ïàðàìåòð, ôóíêöèÿ g(u, v , x , ε), àíàëîãè÷íî [1], ãëàäêàÿ ïî âñåì
ïåðåìåííûì, à ôóíêöèÿ f (u, v , x , ε) èìååò âèä

f (u, v , x , ε) =

{
f (−)(u, v , x , ε), u < 0, v ∈ R, x ∈ [0, 1], ε ∈ [0, ε0] ,

f (+)(u, v , x , ε), u ≥ 0, v ∈ R, x ∈ [0, 1], ε ∈ [0, ε0] ,

ïðè÷¼ì f (∓)(u, v , x , ε) ãëàäêèå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ � ýòî îçíà÷àåò,
÷òî f (u, v , x , ε) èìååò íå áîëåå ÷åì ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà ãèïåðïëîñêîñòè
{u = 0} × R× [0, 1]× [0, ε0]1.

Îáîáùåííûå ðåøåíèå

Íàëè÷èå ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ïî íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì
îòëè÷èåì îò àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â [1] ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ïðèâîäÿùèì ê
íåîáõîäèìîñòè ñôîðìóëèðîâàòü èíîå îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ, íå ñîâïàäàþùåå äàæå ñ
òàêîâûì äëÿ çàäà÷è èç [2] ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ïðîñòîãî ñêà÷êà â íåêîòîðîé çàðàíåå
èçâåñòíîé x0.
Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâ¼ì ïàðó ôóíêöèé (uε(x), vε(x)) òàêèõ, ÷òî

uε(x) ∈ W 2
2 (0, 1) ∩ C 1[0, 1], vε(x) ∈ C 1[0, 1] ∩ C 2(0, 1),

îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è, åñëè vε(x) ïîòî÷å÷íî óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ
çàäà÷è è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, à uε(x) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è äëÿ ïî÷òè
âñåõ x ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ε4u′′ε (x) ∈ [f (uε − 0, vε, x , ε), f (uε + 0, vε, x , ε)].

Òàêîå îïðåäåëåíèå ïðîäèêòîâàíî èìåþùåéñÿ ïðè u = 0 íåîäíîçíà÷íîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè,
ïîñêîëüêó âûáîð f êàê íåïðåðûâíîé ñïðàâà ïî u îñóùåñòâë¼í äëÿ óñòðàíåíèÿ ïðîèçâîëà â
çàäàíèè ôóíêöèè è ìàòåìàòè÷åñêè íå ÿâëÿåòñÿ êàêèì áû òî íè áûëî îáðàçîì âûäåëåííûì
ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó ëåâîíåïðåðûâíîé f (áîëåå òîãî, ìîæíî èññëåäîâàòü òîëüêî ëèøü
áîðåëåâû ôóíêöèè, êàê ýòî ñäåëàíî â [3], îäíàêî îáîáùåíèå íà ñòîëü ñëàáûé ñëó÷àé
âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ). Ýòà íåîäíîçíà÷íîñòü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
èñïîëüçóåìûé ìåòîä ìîíîòîííûõ èòåðàöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, äà¼ò ñõîäÿùèåñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò íå áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è äàæå â ñìûñëå
ðåøåíèé èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà.

Óñëîâèÿ

×òîáû îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(Ó1) Êàæäîå èç óðàâíåíèé f (∓)(u, v , x , 0) = 0 ñðåäè âñåõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî u èìååò
ëèøü åäèíñòâåííûé èçîëèðîâàííûé êîðåíü u = ϕ(∓)(v , x) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ
(v , x) ∈ R× [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ϕ(−)(v , x) < 0 < ϕ(+)(v , x), f (∓)u (ϕ(∓)(v , x), v , x , 0) > 0.

Îáîçíà÷èì h(∓)(v , x) = g(ϕ(∓)(v , x), v , x , 0).

(Ó2) Êàæäîå èç óðàâíåíèé h(∓)(v , x) = 0 ñðåäè âñåõ ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî v èìååò ëèøü
åäèíñòâåííûé èçîëèðîâàííûé êîðåíü v = ψ(∓)(x) òàêîé, ÷òî íà îòðåçêe [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

ψ(−)(x) < ψ(+)(x), h(∓)v (ψ(∓)(x), x) > 0.

(Ó3) Ïóñòü ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ u è (v , x , ε) ∈ Sv × [0, 1]× [0, ε0] ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ¾óñëîâèÿìè êâàçèìîíîòîííîñòè¿:

f (∓)v (u, v , x , ε) < 0, gu(u, v , x , ε) < 0.

(Ó4) Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà x∗ ∈ (0, 1) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
v∫

ψ(−)(x∗)

h(−)(s, x∗)ds > 0, v ∈ (ψ(−)(x∗), ψ(+)(x∗)],

v∫
ψ(+)(x∗)

h(+)(s, x∗)ds > 0, v ∈ [ψ(−)(x∗), ψ(+)(x∗)),

u∫
ϕ(−)(v ,x∗)

f (−)(s, v , x∗, 0)ds > 0, u ∈ (ϕ(−)(v , x∗), 0], v ∈ [ψ(−)(x∗), ψ(+)(x∗)],

u∫
ϕ(+)(v ,x∗)

f (+)(s, v , x∗, 0)ds > 0, u ∈ [0, ϕ(+)(v , x∗)), v ∈ [ψ(−)(x∗), ψ(+)(x∗)].

Ïðè âûïîëíåíèè (Ó4) ôóíêöèè

Φ(∓)(v) =

√√√√√ 2

v∫
ψ(∓)(x∗)

h(∓)(s, x∗)ds , Ψ(∓)(u, v) =

√√√√√ 2

u∫
ϕ(∓)(v ,x∗)

f (∓)(s, v , x∗, 0)ds

îïðåäåëåíû è çàäàþò âûðàæåíèÿ äëÿ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê.

Çàìå÷àíèå 1. Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ãðîìîçäêîñòü, êîìáèíàöèÿ Óñëîâèé 1, 2 è 4 ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì, íåæåëè àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ â êîíòåêñòå ðàáîòû [1], â êîòîðîé
íåÿâíî ïîäðàçóìåâàëîñü íåïåðåñå÷åíèå ôóíêöèÿìè f è g íóëÿ âíå êîðíåé õîòÿ áû ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, ÷òî ñàìî ñîáîé ñíèìàëî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñåïàðàòðèñ.

(Ó5) Cóùåñòâóåò (x0, v0) ∈ {(x , v) : x ∈ (0, 1), v ∈
(
ψ(−)(x), ψ(+)(x)

)
} � åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå ñèñòåìû

J0v(v , x) :=

v∫
ψ(−)(x)

h(−)(s, x)ds +

ψ(+)(x)∫
v

h(+)(s, x)ds = 0

J0u(v , x) :=

0∫
ϕ(−)(v ,x)

f (−)(u, v , x , 0)du +

ϕ(+)(v ,x)∫
0

f (+)(u, v , x , 0)du = 0.

(Ó6) ßêîáèàí ñèñòåìû èç (Ó5) òàêîâ, ÷òî

D0 :=
D(J0v , J0u)

D(v , x)

∣∣∣∣v=v0
x=x0

< 0

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, âåðõíåå è íèæíåå
ðåøåíèÿ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ èäåíòè÷íî [1] (ñ ìèíèìàëüíûìè è
íåñóùåñòâåííûìè òåõíè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè) èç äâóõ ÷àñòåé: ñëåâà è ñïðàâà îò
íåèçâåñòíîé òî÷êè ïåðåõîäà x∗ òàêîé, ÷òî u(x∗) = 0. Îáîçíà÷èì v∗ := vε(x

∗) è áóäåì
èñêàòü n-ûå ïðèáëèæåíèÿ x∗ è v∗ êàê

x∗ = x∗n (ε) + O(εn+1), ãäå x∗n (ε) := x0 + εx1 + . . . + εnxn,

v∗ = v∗n (ε) + O(εn+1), ãäå v∗n (ε) := v0 + εv1 + . . . + εnvn.

Âåðõíèè è íèæíåå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó, èçìåíÿþòñÿ ëèøü òî÷êè è
óðîâíè ñøèâêè; íèæå ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà ýòèõ ðåøåíèé (õàðàêòåðíàÿ è äëÿ
àñèìïòîòèêè):

Un(x , ε) =

{
U

(−)
n (x , ε), 0 ≤ x ≤ x ,

U
(+)
n (x , ε), x < x ≤ 1 ,

V n(x , ε) =

{
V

(−)
n (x , ε), 0 ≤ x ≤ x ,

V
(+)
n (x , ε), x < x ≤ 1.

Un(x , ε) =

{
Un

(−)(x , ε), 0 ≤ x ≤ x ,

Un
(+)(x , ε), x < x ≤ 1 ,

Vn(x , ε) =

{
Vn

(−)(x , ε), 0 ≤ x ≤ x ,

Vn
(+)(x , ε), x < x ≤ 1.

Äëÿ àñèìïòîòèêè ñòðóêòóðà òà æå, íî
Ââîäÿòñÿ òî÷êè x è x êàê

x = x∗n+1(ε)− εn+1δ, x = x∗n+1(ε) + εn+1δ,

à òàêæå ââåäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå

τ =
x − x

ε
, σ =

x − x

ε2
; τ =

x − x

ε
, σ =

x − x

ε2

Ïðîèçâîäèòñÿ ñøèâàþòñÿ:

U
(−)
n (x , ε) = U

(+)
n (x , ε) V

(−)
n (x , ε) = v∗n+1(ε) + εn+1µ = V

(+)
n (x , ε)

Un
(−)(x , ε) = Un

(+)(x , ε) Vn
(−)(x , ε) = v∗n+1(ε)− εn+1µ = Vn

(+)(x , ε)

Â ÿâíîì âèäå ôóíêöèè Un, Un, V n è V n ñòðîÿòñÿ êàê

U
(∓)
n = U (∓)

n

∣∣∣τ=τ
σ=σ
x∗=x

+ εn+1
(
ūn+1(x) + α(∓)(x) + q(∓)sup u(τ ) + m(∓)

sup u(σ)
)

+ εn+3Cue
−ku|η∓|,

Un
(∓) = U (∓)

n

∣∣∣τ=τ
σ=σ
x∗=x

+ εn+1
(
ūn+1(x)− α(∓)(x) + q

(∓)
sub u(τ ) + m

(∓)
sub u(σ)

)
− εn+3Cue

−ku|η∓|,

V
(∓)
n = V (∓)

n

∣∣∣τ=τ
σ=σ
x∗=x

+ εn+1
(
ūn+1(x) + β(∓)(x) + q(∓)sup v(τ )

)
+ εn+2Cve

−kv |ζ∓|+

+ εn+3m(∓)
sup v(σ)− εn+2 M

(∓)
n+2v(0)

∣∣∣
x∗n=x
− εn+3m(∓)

sup v(0),

Vn
(∓) = V (∓)

n

∣∣∣τ=τ
σ=σ
x∗=x

+ εn+1
(
ūn+1(x)− β(∓)(x) + q

(∓)
sub v(τ )

)
− εn+2Cve

−kv |ζ∓|+

+ εn+3m
(∓)
sub v(σ)− εn+2 M

(∓)
n+2v(0)

∣∣∣
x∗n=x
− εn+3m

(∓)
sub v(0).

Ðèñ. 1: Õàðàêòåðíûé âèä u- è v -êîìïîíåíò âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ (Ó1)�(Ó6), òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñóùåñòâóåò,

îáîáù¼ííîå ðåøåíèå (uε(x), vε(x)) çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî ïàðà ôóíêöèé (Un(x , ε),Vn(x , ε))
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ñ

òî÷íîñòüþ O
(
εn+1

)
, òî åñòü

|Un(x , ε)− uε(x)| + |Vn(x , ε)− vε(x)| ≤ Cεn+1, x ∈ [0, 1],

ãäå C � íå çàâèñÿùàÿ îò ε ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
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