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Постановка задачи

⎧⎨⎩𝜀2𝜕
2u

𝜕x2 − 𝜀2𝜕u

𝜕t
:= f (u,x ,𝜀) , x ∈ (−1; 1) , t ∈ (0;T ]

ux(−1,𝜀) = ux(1,𝜀) = 0, u (x ,0,𝜀) = u0 (x ,𝜀) , x ∈ (−1; 1) ,

где

f (u,x ,𝜀) =

{︃
f (L)(u,x ,𝜀), −1 ≤ x ≤ x0, t ≥ 0;
f (R)(u,x ,𝜀), 0 ≤ x0 ≤ 1, t ≥ 0,

Условие 1 Пусть уравнение f (L)(u,x ,0) = 0 изолированный
корень 𝜙(−)(x), а уравнение f (R)(u,x ,0) = 0 имеет три корня
𝜙(−)(x),q(x),𝜙(+)(x),

𝜙(−)(x) < q(x) < 𝜙(+)(x), x ∈ [−1; 1],

f
(L)
u (𝜙(−)(x),x ,0) > 0, f (R)

u (𝜙(∓)(x),x ,0) > 0.
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Первая задача

Стационирование к решению задачи

𝜀2 d
2u

dx2 = f (u,x ,𝜀), − 1 < x < 1;
du

dx
(−1,x) =

du

dx
(1,x) = 0.

Дополнительные условия

Существует p0 ∈ (𝜙(−)(x0),𝜙
(+)(x0)) :

p0∫︁
𝜙(−)(x0)

f (L)(u,x0,0)du =

p0∫︁
𝜙(+)(x0)

f (R)(u,x0,0)du.

f (L)(p0,x0,0) > f (R)(p0,x0,0) - устойчивость стационарного
решения,

𝜙1(х) < 𝜙2(х) < 0.5 (𝜙1(х) + 𝜙3(х)) — движение
возрастающего фронта налево.
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Пример I

f (u) =

{︃
f (L)(u) = u − 𝜙1, −1 ≤ x < x0, t ≥ 0;
f (R)(u) = (u − 𝜙1)(u − 𝜙2)(u − 𝜙3), x0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

𝜙i , i = 1,2,3 – постоянные.
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Вторая задача

Правая часть имеет вид

f (u,x ,𝜀) = (u − 𝜙(−)(x))(u − q(x))(u − 𝜙(+)(x))

q(x) = 0

{︃
ql(x), −1 ≤ x ≤ x0, t ≥ 0;
qr (x), 0 ≤ x0 ≤ 1, t ≥ 0,

0,5(𝜙(−)(x) + 𝜙(+)(x)) < q(x) < 𝜙(+)(x), x ∈ [−1; 1] —
движение возрастающего фронта направо.

𝜙(−)(x0) < ql(x0) < 𝜙(+)(x0) — фронт проходит через точку x0
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Движение точки локализации фронта
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Пример II
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Обозначения

x = x0 – точка разрыва функции f (u,x ,𝜀),

x = x̂(t) – точка, характеризующая положение движущегося
фронта в момент времени t,

растянутые переменные:

𝜉0 =
x − x0

𝜀
, 𝜉 =

x − x̂(t)

𝜀
.

расстояние от точки положения фронта до точки разрыва сред

Δ(t) = x̂(t)− x0

.
Скорость движения фронта V =

dΔ

dt
.
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Асимптотическое приближение. Задача I
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Асимптотическое приближение. Задача II
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Непрерывное сшивание

В точка локализации фронта:

𝜙(−)(x̂) + R
(−)
0 (0) +

∑︀3
i=1 𝜀

i
(︁
ū
r ,(−)
i (x̂) + R

(−)
i (0) + Qi (Δ/𝜀)

)︁
=

= 𝜙(+)(x̂) + R
(+)
0 (0) +

∑︀3
i=1 𝜀

i
(︁
ū
r ,(+)
i (x̂) + R

(+)
i (0) + Qi (Δ/𝜀)

)︁
= s.

I: s – уровень сшивания стационарного решения(Орлов и др. 2018).
II: s = 0,5(𝜙(−)(x̂) + 𝜙(+)(x̂)).

В точке разрыва

𝜙(−)(x0) + L0(0,t) +
3∑︁

i=1

𝜀i
(︀
ūli (x0) + Li (0,t)

)︀
=

= 𝜙(−)(x0) + R
(−)
0 (−Δ/𝜀,t)+

+
3∑︁

i=1

𝜀i
(︁
ū
r ,(−)
i (x0) + R

(−)
i (−Δ/𝜀,t) + 𝜀Qi (0,t)

)︁
= p(t) .
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Нулевой порядок

Определим функции нулевого приближения из следующих
задач ⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕2L0

𝜕𝜉2
0

= f (L)
(︁
𝜙(−)(x0) + L0,x0

)︁
, 𝜉0 < 0, t > 0;

L0(−∞,t) = 0, L0(0,t) = p(t)− 𝜙(−)(x0),

Обозначим ũl(𝜉0,t) = 𝜙(−)(x0) + L0(𝜉0,p(t)), Ψ(𝜉0,p(t)) :=
𝜕L0

𝜕𝜉0
.

Ψ(𝜉0,p(t)) =

√︃
2
∫︁ ũl (𝜉0)

𝜙(−)(x0)
f (L)(u,x0,0)du.
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Нулевой порядок

Задачу для R
(−)
0 (𝜉,t) будем решать на отрезке

𝜉 ∈
[︀
−Δ

𝜀 ,0
]︀
, t > 0

𝜕2R
(−)
0

𝜕𝜉2 + V
𝜕R

(−)
0
𝜕𝜉

= f (R)
(︁
𝜙(−)(x̂) + R

(−)
0 ,x̂

)︁
,

R
(−)
0 (−Δ/𝜀,t) = p(t)− 𝜙(−)(x̂), R

(−)
0 (0,t) = s − 𝜙1(x̂).

Задачу для R
(+)
0 (𝜉,t) будем решать при 𝜉 > 0, t > 0

𝜕2R
(+)
0

𝜕𝜉2 + V
𝜕R

(+)
0
𝜕𝜉

= f (R)(𝜙(+)(x̂) + R
(+)
0 ,x̂),

R
(+)
0 (0,t) = s − 𝜙(+)(x̂), R

(+)
0 (+∞,t) = 0.
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Нулевой порядок

Введем обозначение

ũr (𝜉,t) =

{︃
𝜙(−)(x̂) + R

(−)
0 (𝜉,t), 𝜉 ≤ 0;

𝜙(+)(x̂) + R
(+)
0 (𝜉,t), 𝜉 ≥ 0.

Тогда задачи для R
(∓)
0 можно переписать в виде⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕2ũr

𝜕𝜉2 + V
𝜕ũr

𝜕𝜉
= f (R) (ũr ,x̂) ,𝜉 ≥ −Δ

𝜀

ũr (−Δ/𝜀,t) = p(t), ũr (+∞,t) = 𝜙(+)(x̂).
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Сшивание производных в нулевом порядке

H
(L)
0 (V ,p) :=

𝜕L0

𝜕𝜉0
(0,t)−

𝜕R
(−)
0
𝜕𝜉

(−Δ

𝜀
,t),

H
(R)
0 (V ,p) :=

𝜕R
(−)
0
𝜕𝜉

(0,t)−
𝜕R

(+)
0
𝜕𝜉

(0,t).

Гладкое сшивание

H
(L)
0 (V0,p0) = 0, H

(R)
0 (V0,p0) = 0.

Требование:

D =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝜕H

(L)
0

𝜕p (V0,p0)
𝜕H

(L)
0

𝜕V (V0,p0)

𝜕H
(R)
0

𝜕p (V0,p0)
𝜕H

(R)
0

𝜕V (V0,p0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > 0 (1)
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Пересечение сепаратрис
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Первый порядок

Функция L1(𝜉0,t) находится из задачи⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕2L1

𝜕𝜉2
0

− 𝜕L0

𝜕p

𝜕p

𝜕t
= f

(L)
u (𝜙(−)(x0) + L0,x0)L1 + L1f (𝜉0), 𝜉0 < 0,t > 0;

L1(−∞,t) = 0, L1(0,t) = 0,

Задача для Q1(𝜉0,t) имеет вид

𝜕2Q1

𝜕𝜉2
0

= f
(R)
u (𝜙(−)(x0),x0)Q1, 𝜉0 > 0

Q1(x0) = Q1 := −ū1(x0)− R
(−)
1 (−Δ/𝜀,t)
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Первый порядок

Задачу для R
(−)
1 (𝜉,t) будем решать при 𝜉 ∈ (−∞,0), t > 0.

𝜕2R
(−)
1

𝜕𝜉2 + V
𝜕R

(−)
1
𝜕𝜉

− f
(R)
u (𝜙(−)(x̂) + R

(−)
0 ,x̂ ,0)R(−)

1 =

=
(︁
f
(R)
u (𝜙(−)(x̂) + R

(−)
0 ,x̂ ,0)− f

(R)
u (𝜙(−)(x̂),x̂ ,0)

)︁
Q1(𝜉 +Δ/𝜀)+

+ R
(−)
1 f (𝜉) +

𝜕R
(−)
0
𝜕t

+
𝜕R

(−)
0

𝜕p

𝜕p

𝜕t
,

R
(−)
1 (−∞,t) = 0, R

(−)
1 (0,t) = 0.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2R
(+)
1

𝜕𝜉2 + V
𝜕R

(+)
1
𝜕𝜉

− f
(R)
u (𝜙(+)(x̂) + R

(+)
0 ,x̂ ,0)R(+)

1 =

=
𝜕R

(+)
0
𝜕t

+
𝜕R

(+)
0

𝜕p

𝜕p

𝜕t
+ R1f

(+)(𝜉),

R
(+)
1 (0,t) = 0, R

(+)
1 (∞,t) = 0.
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ
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