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Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

�1. Ïîíÿòèå îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è. Çàäà÷à A0 : L0u = f0 � íåâîçìóùåííàÿ çà-
äà÷à (óïðîùåííàÿ ìîäåëü), L0 � çàäàííûé îïåðàòîð, f0 çàäàííàÿ ôóíê-
öèÿ, u = u(x), x ∈ D � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à Aε : L0u+εL1u = f0+εf1 � çàäà÷à ñ âîçìóùåíèÿìè îïåðàòîðà
(εL1) è ïðàâîé ÷àñòè (εf1) (ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü), ε � ìàëûé ïàðàìåòð,
â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì ε > 0.

Ïóñòü uε(x), x ∈ D � ðåøåíèå çàäà÷è Aε; D1 � ïîäîáëàñòü îáëàñòè
D (â ÷àñòíîñòè, D1 = D), Ôóíêöèÿ U(x, ε) îïðåäåëåíà â D1.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ U(x, ε) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðè-
áëèæåíèåì äëÿ uε(x) â D1, åñëè:

sup
x∈D1

||uε(x)− U(x, ε)|| → 0, ε → 0

Åñëè ïðè ýòîì sup
x∈D1

||uε(x)− U(x, ε)|| = O(εk), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíê-

öèÿ U(x, ε) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ uε(x) â D1 ñ
òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà εk. Çàïèñü α(ε) = O(ε2) îçíà÷àåò, ÷òî ∃ ÷èñëà c > 0 è
ε0 > 0, òàêèå, ÷òî ïðè 0 < ε ≤ ε0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||α(ε)|| ≤ cεk.

Ïîä àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì ïîíèìàåòñÿ òîò èëè èíîé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ U(x, ε) äëÿ ðåøåíèÿ uε(x)
çàäà÷è Aε. Êàê ïðàâèëî, ïîñòðîåíèå U(x, ε) ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðå-
øåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à Aε.

�2. Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä è ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà

Î÷åíü ÷àñòî äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøå-
íèÿ uε(x) çàäà÷è Aε ñòðîèòñÿ ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε

∞∑
k=0

εkuk(x, ε) (1)

(ãäå uk(x, ε)� îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè), òàêîé, ÷òî n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà
ðÿäà

Un(x, ε) =

n∑
k=0

εkuk(x, ε), n = 1, 2, . . .

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ uε(x) â îáëàñòè
D ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà εn+1, ò.å.

sup
x∈D

||uε(x)− Un(x, ε)|| = O(εn+1) (2)
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Îïðåäåëåíèå. Ðÿä (1), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2), íàçûâàåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì äëÿ ôóíêöèè uε(x) (èëè àñèìïòîòè÷åñêèì
ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè uε(x)) ïðè ε → 0 â îáëàñòè D.

Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä � ýòî, êàê ïðàâèëî, ñïîñîá (àëãîðèòì) ïî-
ñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è Aε.Îòìåòèì
âàæíûé ìîìåíò: àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (1) ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ ê ôóíê-
öèè uε(x) è äàæå ìîæåò áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ. Â ñàìîì äåëå, ñõîäèìîñòü
ðÿäà (1) ê ôóíêöèè uε(x) îçíà÷àåò, ÷òî

||uε(x)− Un(x, ε)|| → 0, n → ∞ (3)

Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (1) ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2),
ò.å. ∀n∃c > 0, ε0 > 0 : 0 < ε ≤ ε0 è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

sup
x∈D

||uε(x)− Un(x, ε)|| ≤ cεn+1 (4)

Õîòÿ è ñîìíîæèòåëü εn+1 â ïðàâîé ÷àñòè (4) ñòðåìèòñÿ ó íóëþ ïðè
n → ∞ (åñëè 0 < ε < 1), òåì íå ìåíåå, èç íåðàâåíñòâà (4) íå ñëåäóåò
óñëîâèå (3), ïîñêîëüêó c = c(n) çàâèñèò îò n, è ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò
áûòü òàêîé, ÷òî c(n)εn+1 íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ïðèìåð çàäà-
÷è, äëÿ êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, ïðèâåäåí
â [1].

Ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Aε : Lεu := L0u+ εL1u− (f0 + εf1) = 0, x ∈ D

Ïóñòü ôóíêöèÿ U(x, ε) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ LεU = δ(x, ε), ãäå
sup
x∈D

||δ(x, ε)|| → 0 ïðè ε → 0.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ δ(x, ε) íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé, à ïðî ôóíê-
öèþ U(x, ε) ãîâîðÿò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì

ïî íåâÿçêå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Aε . Ôóíêöèþ U(x, ε) íàçûâàþò òàêæå
ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêîé.

Âî ìíîãèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ ñíà÷àëà ñòðîÿò ðÿä (1),
êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: åãî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Un(x, ε) ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è ïî íåâÿçêå, ïðè÷åì íåâÿçêà δn(x, ε) =
O(εn+1), à çàòåì äîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå uε(x) çà-
äà÷è Aε, äëÿ êîòîðîãî ðÿä (1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, âàæíûé ìîìåíò: èç òîãî, ÷òî LεU = δ(x, ε) → 0
ïðè ε → 0 íå ñëåäóåò, ÷òî U(x, ε) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæå-
íèåì uε0(x) çàäà÷è Aε. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð:

Aε : ε
du

dx
= u+ εn, 0 ≤ x ≤ a, u(0, ε) = 0.
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Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è uε(x) = εn · exp
(
x
ε

)
− εn. Ôóíêöèÿ U(x, ε) =

0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ïî íåâÿçêå (ôîðìàëüíîé
àñèìïòîòèêîé):

LεU = ε
dU

dx
− U − εn = −εn → 0

ïðè n → ∞, ïðè÷åì íåâÿçêà δ = O(εn).
Âìåñòå ñ òåì, uε − U(x, ε) = εn · exp

(
x
ε

)
− εn → ∞ ïðè ε → 0∀x > 0,

ò.å. íè íà êàêîì ïðîìåæóòêå 0 < x ≤ a ôóíêöèÿ U(x, ε) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ðåøåíèÿ uε(x) çàäà÷è Aε.

�3. Ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ

Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, õà-
ðàêòåðèçóþùèõñÿ ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáàìè ïî ïðîñòðàíñòâó, ëèáî ðàç-
ëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè ïðîòåêàþùèõ â ñèñòåìå ïðîöåññîâ, ÷àñòî âîçíèêà-
þò çàäà÷è, ñîäåðæàùèå ìàëûå ïàðàìåòðû. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ åñòåñòâåííî
ïîñòàâèòü âîïðîñ: åñëè óïðîñòèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ïîëîæèâ ìà-
ëûé ïàðàìåòð ðàâíûì íóëþ (ò.å. ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì íåêîòîðûõ ïðî-
öåññîâ èëè ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû), ïîëó÷èì ëè ìû ðå-
øåíèå, ïðèáëèæåííî îïèñûâàþùåå èñõîäíûé îáúåêò ìîäåëèðîâàíèÿ?

Ðàññìîòðèì 2 ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

dy

dx
= −εy + 1

y(0) = 0
,

0 < ε ≪ 1 − ìàëûé ïàðàìåòð, òî÷íûì ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ y(x, ε) =
1

ε
− 1

ε
e−εx.

Â äàííîì ñëó÷àå ñëàãàåìîå εy ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé äîáàâêîé ê âû-

ðîæäåííîé (ò.å. ïðè ε = 0) çàäà÷å,

dy

dx
= 1

y(0) = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ȳ(x) = x.
Äàâàéòå ñðàâíèì ýòè ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì òî÷íîå ðåøåíèå

â ðÿä ïî ïàðàìåòðó ε:

y(x, ε) =
1

ε
− 1

ε
e−εx =

1

ε
− 1

ε

(
1− εx+

1

2
ε2x2 − 1

6
ε3x3 + ...

)
=

= x− 1

2
εx2 +

1

6
ε2x3 + ... .

5



Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H ðàçíîñòü

y(x, ε)− ȳ(x) = −1

2
εx2 +

1

6
ε2x3 + ... −→

−→ 0

ïðè ε → +0, ò.å. ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîìåðíî áëèçêî ê
òî÷íîìó íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ε
dy

dx
= −y

y(0) = 1
,

ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y(x, ε) = e−
x
ε .

Åñëè æå ïîëîæèòü ε = 0, òî ïîëó÷èì âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

f(x, y, 0) ≡ −y = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî ȳ(x) ≡ 0 íå áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøåíèþ y(x, ε) = e−
x
ε â

îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâ-
íåíèÿ íå áóäåò ðàâíîìåðíî áëèçêî ê òî÷íîìó íè íà êàêîì êîíå÷íîì
îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïîãðà-
íè÷íîãî ñëîÿ, ò.å. îáëàñòè âáëèçè íà÷àëüíîé (èëè âíóòðåííåé) òî÷êè, ãäå
ïðîèñõîäèò î÷åíü ðåçêîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 1).

Ñôîðìóëèðóåì îáùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü â
íåêîòîðîé îáëàñòè D èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

Lεy = 0 , (5)

ãäå îïåðàòîð Lε çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε . Îáîçíà÷èì ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è yε.

Ïîëîæèâ ïàðàìåòð ε ðàâíûì íóëþ, ïîëó÷èì âûðîæäåííîå (ò.å. ïðè
ε = 0) óðàâíåíèå L0y = 0, ðåøåíèå êîòîðîãî îáîçíà÷èì ȳ.

Îïðåäåëåíèå . Çàäà÷à (5) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííîé, åñ-
ëè ðåøåíèå ȳ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ L0y = 0 äàåò ðàâíîìåðíîå â
îáëàñòè D ïðèáëèæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ yε çàäà÷è (5). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
çàäà÷à (5) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé.

Ïðèìåðîì ðåãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå 0 ≤
x ≤ H, ìàëûé ïàðàìåòð ε â êîòîðîì íàõîäèòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè, ò.å.

dy

dx
= f(y, x, ε)

y(0, ε) = y0 ,
(6)
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Ðèñ. 1. Ïîãðàíè÷íûé ñëîé.

ãäå 0 < ε ≤ ε0 ≪ 1 - ìàëûé ïàðàìåòð.
Åñëè æå ìàëûé ïàðàìåòð âõîäèò â óðàâíåíèå êàê ìíîæèòåëü ïðè

ïðîèçâîäíîé (ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé), íàïðèìåð

ε
dy

dx
= f(y, x, ε)

y(0, ε) = y0 ,
(7)

òî âûðîæäåííîé óðàâíåíèå f(y, x, 0) = 0 óæå íå áóäåò äèôôåðåíöèàëü-
íûì, è åãî ðåøåíèå ȳ(x), âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ, ò.å. íå äàåò ðàâíîìåðíîãî íà âñåì îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H ïðèáëè-
æåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7).

Çàìå÷àíèå (î ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå òåðìèíà �ñèíãóëÿðíîå âîç-

ìóùåíèå�). Òàê êàê ïàðàìåòð ε ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, òî ëåâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðîå �ìàëîå� âîçìó-
ùåíèå ê âûðîæäåííîé çàäà÷å f(y, x, 0), ðåøåíèå êîòîðîé ïîëó÷èòü ñóùå-
ñòâåííî ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå ïîëíîé çàäà÷è (7). Âîçíèêàåò âîïðîñ: áóäåò
ëè ýòî ðåøåíèå áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (7)? Êàê óñòàíîâëåíî âûøå,
èñêîìàÿ áëèçîñòü èìååò ìåñòî, åñëè èñêëþ÷èòü íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü
íà÷àëüíîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷èå òî÷íîãî ðåøåíèÿ îò ðåøåíèÿ
âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ íîñèò ñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð è ïðîÿâëÿåòñÿ
ëèøü â îêðåñòíîñòè îäíîé òî÷êè.
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Â ñëó÷àå æå ðåãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ, ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðè ε = 0
(íåâîçìóùåííîé) è ïðè ìàëûõ ε > 0 (âîçìóùåííîé) ðàâíîìåðíî áëèçêè
íà ñåãìåíòå, âêëþ÷àþùåì íà÷àëüíóþ òî÷êó.

�4. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ðåøå-

íèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

dy

dx
= f(y, x, ε), 0 < x ≤ H, 0 < ε ≤ ε0

y(0, ε) = y0(ε),
(8)

Ïîëàãàÿ ε = 0, ïîëó÷èì âûðîæäåííóþ çàäà÷ó

dy

dx
= f (y, x, 0)

y(0) = y0,
(9)

ðåøåíèå êîòîðîé ȳ(x), êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äàåò ðàâíîìåðíîå íà îò-
ðåçêå 0 ≤ x ≤ H ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (8), ò.å. |y(x, ε)− ȳ(x)| =
α(ε), ãäå α(ε) → 0 ïðè ε → 0.

×òîáû óòî÷íèòü ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåíèå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çà-
äà÷è (8) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε

y(x, ε) = y0(x) + εy1(x) + ε2y2(x) + ... . (10)

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â (8) è ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(8) è íà÷àëüíîå óñëîâèå òàêæå â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ε:

dy0
dx

+ ε
dy1
dx

+ ... = f(y0(x) + εy1(x) + ..., x, ε) ≡
≡ f(y0, x, 0) + ε [fy(y0, x, 0) · y1(x) + fε(y0, x, 0)] + . . .

y0 = y0(0) + εy1(0) + . . . .

Ïðèðàâíèâàÿ òåïåðü ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε â
ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â (8), ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé yi(x) â (10).

ε0 : →
dy0
dx

= f(y0, x, 0)

y0(0) = y0 .

Ýòà çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ (9). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû åå ðåøåíèå y0(x) = ȳ(x)
ñóùåñòâîâàëî íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H è áûëî åäèíñòâåííûì. Äàëåå,
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ε1 : →
dy1
dx

= fy(y0(x), x, 0) · y1 + fε(y0(x), x, 0)

y1(0) = 0 .

Çàäà÷à äëÿ y1(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî â êâàäðàòóðàõ, íàïðèìåð, ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðÿäà (10), ïðè÷åì çàäà÷è
äëÿ yn(x), n = 2, 3, ... òàêæå áóäóò ëèíåéíûìè:

εn : →
dyn
dx

= fy(y0(x), x, 0) · yn + fn(x)

yn(0) = 0 .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü:

1. â íåêîòîðîé îáëàñòèD = {|y| < b, 0 ≤ x ≤ H, 0 ≤ ε ≤ ε0} ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðåìåííûõ (y, x, ε) ôóíêöèÿ f(y, x, ε) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
âìåñòå ñî âñåìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî n+ 1- ãî ïîðÿäêà;

2. âûðîæäåííàÿ çàäà÷à (9) èìååò íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå y0(x).

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε (0 < ε ≤ ε1 ≤ ε0) íà ñåãìåíòå 0 ≤ x ≤ H
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = y(x, ε) çàäà÷è (8), ïðè÷åì èìååò
ìåñòî îöåíêà

|y(x, ε)− Yn(x, ε)| ≤ Cεn+1,

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà ε, à
Yn(x, ε) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (10).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû íå ïðèâîäèì. Åãî ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â êíèãå À.Á. Âàñèëüåâîé è Â.Ô. Áóòóçîâà �Àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé� [2]. Äàëåå
ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàò íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðàì.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

dy

dx
= −εy + 1

y(0) = 0
,

0 < ε ≪ 1 − ìàëûé ïàðàìåòð.
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Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ óæå áûëî ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-
íèå:

y(x, ε) =
1

ε
− 1

ε
e−εx = x− 1

2
εx2 +

1

6
ε2x3 + ... .

Òåïåðü ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò, íå âûïèñûâàÿ òî÷íîå ðåøå-
íèå. Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ïî ïàðàìåòðó ε:

y = y0(x) + εy1(x) + ε2y2(x) + ....

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðÿä â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ è â íà÷àëüíîå óñëî-
âèå, è ïðèðàâíèâàÿ òåïåðü êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà â
ïðàâîé ëåâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü çàäà÷:

ε0 : →
dy0
dx

= 1

y0(0) = 0
⇒ y0(x) = x;

ε1 : →
dy1
dx

= −y0(x) = −x

y1(0) = 0
⇒ y1(x) = −x2

2
;

ε2 : →
dy2
dx

= −y1(x) =
x2

2
y2(0) = 0

⇒ y2(x) =
x3

6
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èññëåäóåìîé çàäà÷è (ïåðâûå 3 ÷ëåíà ðÿäà
ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε) èìååò âèä

y(x, ε) = x− ε
x2

2
+ ε2

x3

6
+ ...,

÷òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ñîâïàäàåò ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ìàêëîðåíà òî÷íîãî
ðåøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íå íà êîíå÷íîì îòðåçêå
0 ≤ x ≤ H, à íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîì (ïîðÿäêà 1

ε ), èëè áåñêîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå, òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä lim

ε→+0
y(x, ε) = y0(x) óæå ìîæåò íå

áûòü ðàâíîìåðíûì ïî x.
Çàìå÷àíèå 2. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä lim

ε→+0
y(x, ε) = y0(x), î êîòîðîì

ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 1, èìååò ìåñòî íà êîíå÷íîì îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H,
ãäå H � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïðè÷åì íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå ýòî ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì îòíîñèòåëüíî x ∈ [0,H]. Òàêèì
îáðàçîì, â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâ-
íåíèÿ äàåò ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå ïðèáëèæåíèå äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
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Îäíàêî, â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ ýòî íå òàê è, áîëåå òîãî, ðå-
øåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü âîîáùå íå áëèçêî ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó

ε
dy

dx
= −y

y(0) = 1
,

ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y(x, ε) = e−
x
ε .

Åñëè æå ïîëîæèòü ε = 0, òî ïîëó÷èì âûðîæäåííîå óðàâíåíèå

f(x, y, 0) ≡ −y = 0,

ðåøåíèå êîòîðîãî ȳ(x) ≡ 0 óæå íå áëèçêî ê òî÷íîìó ðåøåíèþ y(x, ε) =
e−

x
ε â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ, äåéñòâóÿ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, íåâîç-
ìîæíî.

Ðèñ. 2.

Âîçíèêàþò âîïðîñû:

1. ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ áëèçêî ê

òî÷íîìó;
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2. êàê ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ïî ìàëîìó

ïàðàìåòðó.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ðàññìîòðåíû â ãëàâå 2, ãäå ñôîðìóëèðîâà-
íû îòâåòû íà ýòè âîïðîñû.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

y′′ + y = 0, 0 < x ≤ H
y(0) = 0, y′(0) = 1,

òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé y(x) = sinx . Âíåñåì â óðàâíåíèå ìàëîå
ðåãóëÿðíîå âîçìóùåíèå

y′′ + y + (2ε+ ε2)y = 0, 0 < x ≤ H
y(0, ε) = 0, y′(0, ε) = 1,

(11)

ãäå 0 < ε ≪ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð, è áóäåì ñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (11) íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H â âèäå ðÿäà

y(x, ε) = y0(x) + εy1(x) + ε2y2(x) + ... .

Ïîäñòàâëÿÿ çàïèñàííûé ðÿä â óðàâíåíèå è íà÷àëüíîå óñëîâèå, è ïðè-
ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàäà÷ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ ðÿäà:

ε0 : → y′′0 + y0 = 0
y0(0) = 0, y′0(0) = 1

⇒ y0(x) = sinx

ε1 : → y′′1 + y1 + 2y0 ≡ y′′1 + y1 + 2 sinx = 0
y1(0) = 0, y′1(0) = 0

⇒ y1(x) = − sinx+ x cosx

ε2 : → y′′2 + y2 + 2y1 + y0 = 0
y2(0) = 0, y′2(0) = 0

⇒ y2(x) = sinx− x cosx− x2

2
sinx

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ y(x, ε) = y0(x) + εy1(x) + ε2y2(x) =

= sinx+ε(− sinx+x cosx)+ε2(sinx−x cosx− x2

2
sinx) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñ òî÷íîñòüþ O(ε2).
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Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (11) åñòü y(x, ε) =
sin(1 + ε)x

1 + ε
. Óáåäèòåñü ñà-

ìè, ÷òî ïåðâûå òðè ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ óêàçàííîé ôóíê-
öèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûì âûøå ïðèáëèæåí-
íûì ðåøåíèåì, ò.å. ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ïîñòðîåííîãî ðÿäà äàåò ðàâíîìåð-
íîå íà êîíå÷íîì îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H ïðèáëèæåíèå äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå 3, êàê òî÷íîå ðåøåíèå âîç-
ìóùåííîãî óðàâíåíèÿ, òàê è ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (ïåðèîäû � ñîîòâåòñòâåííî
2π

ε+ 1
è 2π

� àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêè). Îäíàêî ïîëó÷åííîå íàìè àñèìïòîòè÷åñêîå
ïðèáëèæåíèå ñîäåðæèò ìàëûå íåïåðèîäè÷åñêèå ñëàãàåìûå âèäà εx cosx
è ε2x2 sinx, ò.å. óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé! Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ðàññìîòðåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà äà-
åò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è ëèøü íà
êîíå÷íîì îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H, íî íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è íóæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ïîäõîäû,
íàïðèìåð, ìåòîä óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà, ñ êîòîðûì ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå Í.Í. Áîãîëþáîâà è Þ.À. Ìèòðîïîëü-
ñêîãî �Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé�.
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Ãëàâà 2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

�1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ε
dy

dx
= x− y, x ∈ (0,H]

y(0) = 1 + 3ε.
(12)

Åå òî÷íîå ðåøåíèå

y(x) = (1 + 4ε)e−
x
ε + x− ε

ïðè ε → +0 ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ y0(x) = x âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ
ïðè x ∈ (0,H], ãäå H > 0� ëþáîå, ïðè÷åì ðàâíîìåðíî ïðè 0 < x0 ≤ x ≤
H. Îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå âñåãäà èìååò ìåñòî.

Ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó

ε
dy

dx
= x+ y; y(0) = 1 + 3ε, (13)

òî÷íûì ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

y(x) = (1 + 4ε)e
x
ε − x− ε,

Î÷åâèäíî, ÷òî y(x) → ∞ ïðè ε → +0, ò.å. òî÷íîå ðåøåíèå íå ñòðåìèò-
ñÿ ê ðåøåíèþ y0(x) = −x âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ íè ïðè êàêîì x > 0.
Òàêîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ óñòîé÷èâîñòüþ èëè íåóñòîé÷èâîñòüþ ðåøå-
íèÿ y0(x) âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ êàê ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè

dy

dx
= f(y, x). (14)

Îïðåäåëåíèå . Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå y = y0(x) çàäà÷è (14) íà-
çûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå
÷òî åñëè |y0 − y0(x0)| < δ, òî ïðè âñåõ x > x0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y(x)
íà÷àëüíîé çàäà÷è (14), è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |y(x)− y0(x)| < ε.

Íàïîìíèì òåîðåìó Ëÿïóíîâà î ïðèçíàêå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (14) ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(y, x) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåí-
íîé y â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè |y−y0| ≤ δ è ïóñòü ïðè x ≥ x0 ñóùåñòâóåò
ðåøåíèå y0(x) óðàâíåíèÿ f(y, x) = 0. Åñëè ïðè ýòîì fy(y0, x) < 0 ïðè
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x ≥ x0, òî ðåøåíèå y0(x) � óñòîé÷èâî, à åñëè fy(y0, x) > 0 ïðè x ≥ x0, òî
ðåøåíèå y0(x) � íåóñòîé÷èâî.

Òàê, â çàäà÷å (12) fy = −1, è ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ
óñòîé÷èâî, à â çàäà÷å (13) fy = 1, è ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ
íåóñòîé÷èâî. Áîëåå òî÷íî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå âûðîæäåííîãî
óðàâíåíèÿ äàåò ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïðè x ∈ (0;H], ñôîð-
ìóëèðîâàíû íèæå.

�2. Òåîðåìà À.Í. Òèõîíîâà

Êàê ìû âèäåëè, äëÿ çàäà÷è Êîøè

ε
dy

dx
= F (y, x, ε), 0 < x ≤ H

y(0, ε) = y0, ε > 0 − ìàëûé ïàðàìåòð
, (15)

ïðè ε = 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå,
ò.å. ðåøåíèå âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ íå äàåò ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Óñëîâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (y, x)íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèç-

âîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé îáëàñòè (y, x) ∈ D̄ = {a ≤ y ≤
b, 0 ≤ x ≤ H}.

Ïîëîæèì ε = 0 è ïîëó÷èì âûðîæäåííîå óðàâíåíèå F (y, x, 0) = 0.
Óñëîâèå 2. Ïóñòü âûðîæäåííîå óðàâíåíèå F (y, x, 0) = 0èìååò

â îáëàñòè D̄èçîëèðîâàííîå ðåøåíèå ȳ = φ(x), ïðè÷åì Fy(φ(x), x, 0) < 0.
Çàìå÷àíèå. Êîðíåé âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íåñêîëü-

êî, âûáèðàåì êàêîé-ëèáî, óäîâëåòâîðÿþùèé Óñëîâèþ 2.
Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìîå ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå

dz

dτ
= F (z, x, 0), τ > 0 .

Óñëîâèå 2 îçíà÷àåò, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà z = φ(x) ïðèñîåäèíåí-
íîãî óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâà, ò.å. ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, íà÷èíàþ-
ùàÿñÿ âáëèçè ýòîé òî÷êè, ñòðåìèòñÿ ê íåé ïðè τ → +∞. Íàñêîëüêî
íà÷àëüíàÿ òî÷êà äîëæíà áûòü áëèçêà ê êîðíþ z = φ(x), îïðåäåëÿåòñÿ â
ñëåäóþùåì òðåáîâàíèè:

Óñëîâèå 3. Ïóñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè

âëèÿíèÿ êîðíÿ z = φ(x) ïðèñîåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ ïðè x = 0, ò.å.
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dz̃

dτ
= F (z̃, 0, 0), tau > 0

z̃(0) = y0
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òàêîå, ÷òî z̃(τ) → φ(0) ïðè τ → +∞.
Çàìå÷àíèå. Åñëè âûðîæäåííîå óðàâíåíèå èìååò òðè èçîëèðîâàííûå

êîðíÿ φ(−)(x) < φ(x) < φ(+)(x) è Fy(φ(x), x) < 0, òî îáëàñòüþ âëèÿíèÿ
óñòîé÷èâîãî êîðíÿ z = φ(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë φ(−)(0) < y0 < φ(+)(0)
(ñì. ðèñ. 2)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèÿ 1�3. Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = y(x, ε) çàäà÷è (15) òàêîå, ÷òî

lim
ε→+0

y(x, ε) = ȳ(x) = φ(x), 0 < x ≤ H.

Çàìå÷àíèå. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äëÿ ôóíêöèè y(x, ε) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíûì îòíîñèòåëüíî x íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ H. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ðàâíîìåðíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä èìååò ìåñòî íà îòðåçêå x0 ≤ x ≤ H
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x0 > 0.
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ε
dy

dx
= 2− y

y(0, ε) = 1 = y0
, (16)

ðåøåíèå êîòîðîé ëåãêî âûïèñûâàåòñÿ:

y(x, ε) = 2− e−
x
ε .

Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (15) åñòü F (y, ε) = 2− y. Ïîëàãàÿ â
(16) ε = 0, ïîëó÷èì âûðîæäåííîå óðàâíåíèå F (y, 0) ≡ 2 − y = 0, êîòî-
ðîå èìååò åäèíñòâåííîå (ñëåäîâàòåëüíî, èçîëèðîâàííîå) ðåøåíèå ȳ(x) =

φ(x) ≡ 2. Òàê êàê
∂F

∂y

∣∣∣
y=φ(x)≡2

= −1 < 0, òî êîðåíü âûðîæäåííîãî

óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.
Ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå

dz

dτ
= 2− z, τ > 0

â äàííîì ñëó÷àå èìååò åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó z ≡ 2. Òàê
êàê äðóãèõ êîðíåé ó óðàâíåíèÿ (16) íåò, òî îáëàñòüþ âëèÿíèÿ óñòîé-
÷èâîãî êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ z = 2 ÿâëÿåòñÿ âñÿ ïëîñêîñòü
(x, z), è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y0 = 1 ïðèíàäëåæèò ýòîé îáëàñòè âëèÿíèÿ.
Ñòðóêòóðó îáëàñòè âëèÿíèÿ ìîæíî èçó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî: ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè

dz̃

dτ
= F (z̃, 0) ≡ 2− z̃ τ > 0

z̃(0) = y0

åñòü z̃ = 2 + (y0 − 2) · e−τ → φ(0) = 2 ïðè τ → +∞ äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ y0.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå âûøå, íà îñíîâàíèè òåîðåìû Òèõîíîâà ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

lim
ε→+0

y(x, ε) = φ(x) ≡ 2, 0 < x ≤ H.

Â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ïðè ëþáîì H > 0 ìîæ-
íî ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, âû÷èñëèâ ïðåäåë òî÷íîãî ðåøåíèÿ
(17):

lim
ε→+0

y(x, ε) = lim
ε→+0

(2− e−
x
ε ) = 2, x > 0.
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Êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå x ≥ x0 > 0 èìååò ìåñòî

lim
ε→+0

sup
x≥x0>0

|y(x, ε)− φ(x)| = lim
ε→+0

sup
x≥x0>0

∣∣∣(2− e−
x
ε )− 2

∣∣∣ =
= lim

ε→+0
sup

x≥x0>0
e−

x
ε = lim

ε→+0
e−

x0
ε = 0,

ò.å. ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì îòíîñèòåëüíî x íà óêà-
çàííîì ìíîæåñòâå.

Âñå âûøåñêàçàííîå ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 3, ãäå ïîñòðîåíû ãðàôèêè
ðåøåíèÿ çàäà÷è (16) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε.

Ðèñ. 3. Ðåøåíèå çàäà÷è (16)

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ε
dy

dx
= y2 − y ≡ F (y, ε)

y(0, ε) = y0 = h ̸= 0 .
(17)

Âûÿñíèì, äëÿ êàêèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ y(0, ε) = h òî÷íîå ðåøåíèå
y(x, ε) áëèçêî ê ðåøåíèþ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ F (y, 0) = 0 ïðè x > 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðîæäåííîå óðàâíåíèå F (y, 0) ≡ y2− y = 0 èìååò
äâà èçîëèðîâàííûõ êîðíÿ: óñòîé÷èâûé φ1(x) ≡ 0, òàê êàê

∂F

∂y

∣∣∣∣∣
y=φ1(x)≡0

= (2y − 1)
∣∣∣
y=0

= −1 < 0,
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è íåóñòîé÷èâûé φ2(x) ≡ 1, òàê êàê

∂F

∂y

∣∣∣∣∣
y=φ2(x)≡1

= (2y − 1)
∣∣∣
y=1

= 1 > 0.

Ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå

dz̃

dτ
= F (z̃, 0) ≡ z̃2 − z̃, τ > 0

z̃(0) = h

èìååò óñòîé÷èâóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó z̃ ≡ 0, îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü z̃ < 0 è ïîëîñà 0 < z̃ < 1. Ïîýòîìó
äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé h < 0 è 0 < h < 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé
À.Í. Òèõîíîâà ïðè êàæäîì 0 < x ≤ H èìååò ìåñòî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
lim

ε→+0
y(x, ε) = φ1(x) ≡ 0. Åñëè æå h > 1 (íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âíå îáëàñòè

âëèÿíèÿ êîðíÿ φ1(x) ≡ 0), òî óñëîâèÿ òåîðåìû íàðóøåíû, è ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæåí. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò,
âûïèñàâ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y(x, ε) =
he−x/ε

he−x/ε + 1− h
.

Åñëè h < 0 èëè 0 < h < 1, òî çíàìåíàòåëü äðîáè íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
íà ïîëóïðÿìîé x > 0. Ïîýòîìó ðåøåíèå îïðåäåëåíî ïðè âñåõ x > 0, è
lim

ε→+0
y(x, ε) = 0. Â ñëó÷àå y(0, ε) = h > 1 çíàìåíàòåëü äðîáè îáðàùàåòñÿ

â íóëü ïðè x = x0, ãäå x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ e−x/ε = 1 − 1
h (îíî

ðàçðåøèìî äëÿ âñåõ h > 1, òàê êàê 0 < 1 − 1
h < 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ðåøåíèå èññëåäóåìîé çàäà÷è Êîøè y(x, ε) ñóùåñòâóåò ëèøü íà èíòåðâàëå
0 < x < x0, à â òî÷êå x = x0 ðàçðóøàåòñÿ, ïðè÷åì lim

x→x0−0
y(x, ε) = +∞.

19



Ðèñ. 4. Ðåøåíèå çàäà÷è (17) ïðè ðàçëè÷íûõ y0.

�3. Ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé À.Á. Âàñèëüåâîé

Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîïðîñà ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â êíè-
ãå À.Á. Âàñèëüåâîé è Â.Ô. Áóòóçîâà �Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðå-
øåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé� [2]. Çäåñü ìû ïðîèëëþñòðè-
ðóåì îñíîâíûå èäåè íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

ε
dy

dx
= x− y ≡ F (y, x), x > 0

y(0) = 1 = y0
. (18)

Òî÷íûì ðåøåíèåì åå ÿâëÿåòñÿ y(x, ε) = x− ε+ (1+ ε) · e−x/ε Íà Ðèñ.
5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà ε.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä lim
ε→+0

y(x, ε) = φ(x) ≡
x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x > 0, ãäå φ0(x) ≡ x � óñòîé÷èâûé êîðåíü
âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ F (x, z, 0) = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó,
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Ðèñ. 5. Ðåøåíèå çàäà÷è (18) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε.

ñôîðìóëèðîâàííîìó â òåîðåìå À.Í. Òèõîíîâà. Îäíàêî åñëè x > 0 ÿâëÿ-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûì (ò.å. 0 < x < x0, ãäå x0 ∼ ε), òî âåëè÷èíà
e−x/ε êîíå÷íà, è îòëè÷èå ðåøåíèÿ y(x, ε) îò êîðíÿ φ0(x) ≡ 1 âûðîæäåí-
íîãî óðàâíåíèÿ íå ìàëî. Ïîýòîìó â îáëàñòÿõ 0 < x < x0 ∼ ε è x ≫ x0
ðàçëîæåíèÿ â òî÷íîãî ðåøåíèÿ y(x, ε) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà ε > 0 áóäóò ðàçëè÷íû.

Ïóñòü x > 0 ôèêñèðîâàíî è íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûì (ò.å.
x ≫ x0). Òîãäà ïðè ε → +0 èìååò ìåñòî e−x/ε = o(εn), ãäå n � ëþáîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì �ðåãóëÿðíîå ðàç-
ëîæåíèå� (ðåãóëÿðíûé ðÿä) ȳ(x, ε) = x − ε + o(εn), èëè ñ òî÷íîñòüþ äî
÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ȳ(x, ε) = x− ε+ o(ε).

Âáëèçè íà÷àëüíîé òî÷êè, ò.å. ïðè 0 < x < x0 ∼ ε âåëè÷èíà e−x/ε ∼
1, ïîýòîìó ðàçëîæåíèå â ðÿä òî÷íîãî ðåøåíèÿ áóäåò ñîäåðæàòü êðîìå
ðåãóëÿðíîé ÷àñòè åùå �ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè�, çàâèñÿùèå îò �áûñòðîé�
ïåðåìåííîé τ = x

ε , êîòîðûå ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþò ïðè x →
+∞. Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä ñ òî÷íîñòü äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî ε èìååò âèä

y(x, ε) = x− ε+ (1 + ε) · e−x/ε = x− ε+ o(ε) + e−τ + ε · e−τ + o(ε) ≡
≡ ȳ(x, ε) + Π(τ, ε) .

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
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ðåøåíèÿ (ò.å. ÷ëåíû çàïèñàííîãî âûøå ðÿäà), íå íàõîäÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ
â ÿâíîì âèäå, à ðåøàÿ, êàê è â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ, íåêî-
òîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ýòî âîçìîæíî. Åñëè ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå â âèäå
ñóììû äâóõ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà � ðåãóëÿðíîãî ȳ(x, ε) è
ïîãðàíè÷íîãî Πz(ρ, ε) � òî, ïîäñòàâèâ ýòè ðÿäû â óðàâíåíèå è íà÷àëüíîå
óñëîâèå è ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ε îòäåëüíî
â ðåãóëÿðíîé ÷àñòè (çàâèñÿùåé îò ïåðåìåííîé x) è ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè
(çàâèñÿùåé îò �áûñòðîé� ïåðåìåííîé τ = x

ε ), ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çàäà÷ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ.

�4. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ

ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

3.1 Êðàòêàÿ òåîðèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ε
dy

dx
= F (y, x, ε), x > 0

y(0) = y0
. (19)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 1, â ÷àñòíîñòè:
à) âûðîæäåííîå óðàâíåíèå F (y, x) = 0 èìååò èçîëèðîâàííîå ðå-

øåíèå ȳ = φ(x) , ïðè÷åì Fy(φ(x), x) < 0 ;
á) y0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè âëèÿíèÿ óñòîé÷èâîãî êîðíÿ ïðèñî-

åäèíåííîãî óðàâíåíèÿ.

Áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) â
âèäå

y(x, ε) = ȳ(x, ε) + Π(τ, ε), τ =
x

ε
,

ãäå
ȳ(x, ε) = ȳ0(x) + εȳ1(x) + ...+ εnȳn(x) + ..., (20)

Π(τ, ε) = Π0(τ) + εΠ1(τ) + ...+ εnΠn(τ) + ... (21)

� ðåãóëÿðíûé è ïîãðàíè÷íûé ðÿäû.
Ïîäñòàâèâ (20) è (21) â (18), ïîëó÷èì

ε
dȳ

dx
+

dΠ

dτ
= F (ȳ +Π, x, ε) = F (ȳ, x, ε) +

[
F (ȳ(ετ, ε) + Π, ετ)−

−F (ȳ(ετ, ε), ετ, ε)
]

≡ F̄ (x, ε) + ΠF (τ, ε)

y(0) + Π(0) = y0

(22)
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Òåïåðü, ðàçëîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâ (22) â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ε, è
ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ îòäåëüíî, çàâèñÿùèå îò x è îò τ , ïî-
ëó÷èì íàáîð çàäà÷ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëè-
æåíèÿ. Äàëåå âñå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò àðãóìåíòà (ȳ0(x), x, 0) áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì �−�, à èìåííî, f (ȳ0(x), x, 0) ≡ f̄(x), à ôóíêöèè,
çàâèñÿùèå îò àðãóìåíòà (Π0(τ) + ȳ0(0), 0, 0) � ñèìâîëîì �∼�, íàïðèìåð,
f (Π0(τ) + ȳ0(0), 0, 0) ≡ f̃(τ).

Çàìå÷àíèå 1 (ðàçëîæåíèå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè (22)):

F (ȳ(x, ε), x, ε) = F
(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + ..., x, ε

)
=

= F |ε=0 + ε
dF

dε

∣∣∣∣
ε=0

+ ε2
d2F

dε2

∣∣∣∣
ε=0

+ .... =

= F (ȳ0(x), x, 0) + ε [Fy (ȳ0(x), x, 0) · ȳ1 + Fε (ȳ0(x), x, 0)] + ...

Çàìå÷àíèå 2 (ðàçëîæåíèå ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè (22)):

ȳ0(τε) + εȳ1(τε) + ε2ȳ2(τε) + ...+Π0(τ) + εΠ1(τ) + ... =
= ȳ0(0) + Π0(τ) + ε [ȳ′0(0) · τ + ȳ1(0) + Π1(τ)] + ...

F (ȳ(x, ε) + Π(τ, ε), x, ε) = F (ȳ(τε, ε) + Π(τ, ε), τε, ε) =
= F

(
ȳ0(τε) + εȳ1(τε) + ε2ȳ2(τε) + ...+Π0(τ) + εΠ1(τ) + ..., τε, ε

)
=

= F |ε=0 + ε
dF

dε

∣∣∣∣
ε=0

+ ε2
d2F

dε2

∣∣∣∣
ε=0

+ .... = F (ȳ0(0) + Π0(τ), 0, 0)+

+ε ·
[
Fy (ȳ0(0) + Π0(τ), 0, 0) ·

(
ȳ′0(0) · τ + ȳ1(0) + Π1(τ)

)
+

+Fx

(
ȳ0(0) + Π0(τ), 0, 0

)
· τ + Fε (ȳ0(0) + Π0(τ), 0, 0)

]
+ ... =

= F̃ (τ) + ε ·
[
F̃y(τ) · (ȳ′0(0) · τ + ȳ1(0) + Π1(τ)) + F̃x(τ) · τ + F̃ε(τ)

]
+ ...

F (ȳ(x, ε), x, ε) = F (ȳ(τε, ε), τε, ε) =
= F

(
ȳ0(τε) + εȳ1(τε) + ε2ȳ2(τε) + ..., τε, ε

)
=

= F |ε=0 + ε
dF

dε

∣∣∣∣
ε=0

+ ε2
d2F

dε2

∣∣∣∣
ε=0

+ .... = F
(
ȳ0(0), 0, 0

)
+

+ε ·
[
Fy (ȳ0(0), 0, 0) · (ȳ′0(0) · τ + ȳ1(0)) + Fx

(
ȳ0(0), 0, 0

)
· τ + Fε

(
ȳ0(0), 0, 0

)]
+ ... =

= F̄ (0) + ε ·
[
F̄y(0) · (ȳ′0(0) · τ + ȳ1(0)) + F̄x(0) · τ + F̄ε(0)

]
+ ...

ΠF (τ, ε) = F̃ +
[
F (ȳ(ετ, ε) + Π, ετ) − F (ȳ(ετ, ε), ετ)

]
=

= F̃ + ε ·
[
F̃y ·Π1(τ) +

(
F̃y − F̄y

)
·
(
ȳ′0(0) · τ + y1(0)

)
+

+
(
F̃x − F̄x

)
· τ +

(
F̃ε − F̄ε

) ]
+ .....
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Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.

0 = F (ȳ0(x), x, 0) ⇒ ȳ0 = φ(x)
dȳ0
dx

≡ dφ(x)

dx
= Fy (ȳ0(x), x, 0) · ȳ1 + Fε (ȳ0(x), x, 0) ≡ F̄y · ȳ1 + F̄ε

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dȳn−1

dx
= F̄y · ȳn +Gn−1(x),

(23)

ãäå Gk(x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, îáîçíà÷åíî F̄y ≡ Fy (ȳ0(x), x, 0) è F̄ε ≡
Fε (ȳ0(x), x, 0) . Âñå çàäà÷è (23) ðàçðåøèìû â ñèëó Fy (ȳ0(x), x, 0) < 0.

Çàäà÷è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâà ïðèáëèæåíèÿ.

dΠ0

dτ
= F (Π0(τ) + ȳ0(0), 0, 0) ≡ F̃ , τ > 0

Π0(0) = y0 − ȳ0(0) .
(24)

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ ũ(τ) = Π0(τ)+ȳ0(0) ≡ Π0(τ)+φ(0) è çàïèøåì
çàäà÷ó (24) â âèäå

dũ

dτ
= F (ũ, 0, 0) , τ > 0

ũ(0) = y0 .
(25)

Çàìåòèì, ÷òî (25) ñîâïàäàåò ñ ïðèñîåäèíåííûì óðàâíåíèåì èç Òåî-
ðåìû À.Í. Òèõîíîâà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå, ñëåäîâàòåëüíî, ũ = φ(0)
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé òî÷êîé ïîêîÿ (25) è ũ(τ) → φ(0) ïðè τ → +∞.
Êðîìå òîãî, òàê êàê Fy(φ(x), x, 0) < 0 ⇒ Fũ(φ(0), 0, 0) < 0 , ìîæ-
íî äîêàçàòü, ÷òî |Π0(τ)| < C0e

−κ0τ ïðè τ → +∞ , ãäå C0, κ0 > 0 �
êîíñòàíòû.

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε ïîëó÷èì:

dΠ1

dτ
= Fy (Π0(τ) + ȳ0(0), 0, 0) ·Π1 + h1(τ) ≡ F̃y ·Π1 + h1(τ)

Π1(0) = −ȳ1(0)
, (26)

ãäå h1(τ) =
(
F̃y − F̄y

)
· (ȳ′0(0) · τ + ȳ1(0)) +

(
F̃x − F̄x

)
· τ +

(
F̃ε − F̄ε

)
�

èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Çàäà÷à (26) � ëèíåéíàÿ, è åå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü â êâàäðàòó-

ðàõ. Ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè ñ ïîñëåäóþùèìè íîìåðàìè îïðåäåëÿþòñÿ
òàêæå èç ëèíåéíûõ çàäà÷ òèïà (26). Ìîæíî äîêàçàòü îöåíêè |Πi(τ)| <
Cie

−κiτ , i = 1, 2, ... ïðè τ → +∞, ãäå Ci, κi > 0 � êîíñòàíòû (ñì. [2] ).
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Îáîçíà÷èì Yn(x, ε) = ȳ0(x)+ εȳ1(x)+ ...+ εnȳn(x)+ Π0(τ)+ εΠ1(τ)+
...+ εnΠn(τ). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 . Ïóñòü ôóíêöèÿ F (y, x)èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-

íûå äî n+ 1 ïîðÿäêà è âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 2.

Òîãäà ïðè 0 < ε ≤ ε0

max
0≤x≤H

|y(x, ε)− Yn(x, ε)| < C · εn+1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî ïîñòðîèòü âåðõíåå β(x) è íèæíåå

α(x) ðåøåíèÿ, ò.å. íàéòè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:
1. α(x) < β(x), 0 ≤ x ≤ H;

2. Lε[α] ≡ ε
dα

dx
− F (α(x), x) < 0, 0 ≤ x ≤ H,

Lε[β] ≡ ε
dβ

dx
− F (β(x), x) > 0, 0 ≤ x ≤ H;

3. α(0) ≤ y0 ≤ β(0).
Ïîñòðîåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ìîäè-

ôèêàöèè n+1 ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷åííîé àñèìïòîòèêè (ñì. [1]). Ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé 1.-3. ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå y(x, ε) çàäà÷è (18),
ïðè÷åì α(x) ≤ y(x, ε) ≤ β(x).

3.2 Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 1 .
Ðàññìîòðèì åùå ðàç ðàçîáðàííûé âûøå ïðèìåð ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàç-

âèòîãî àëãîðèòìà.

ε
dy

dx
= x− y ≡ F (y, x), x > 0

y(0) = 1 = y0 .
(27)

Òî÷íûì ðåøåíèåì (27) ÿâëÿåòñÿ y(x, ε) = x−ε+(1+ε) ·e−x/ε. Àíàëèç
òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ïðîâåäåííûé âûøå, ïîçâîëèë ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

y(x, ε) = x−ε+(1+ε) ·e−x/ε = x−ε+e−τ +ε ·e−τ +o(ε) ≡ Y1(x, ε)+o(ε) .

Ïîñòðîèì òåïåðü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ (27), ïîëüçóÿñü ïîëó÷åííûìè
ôîðìóëàìè è íå âûïèñûâàÿ òî÷íîå ðåøåíèå.

Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå 0 = F (ȳ0(x), x) = x− y = 0 èìååò ðåøåíèå
y = φ(x) = x äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ Fy (ȳ0(x), x) = −1 < 0.
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Ïðèñîåäèíåííîå óðàâíåíèå

dũ

dτ
= F (ũ, 0) = 0− ũ, τ > 0

ũ(0) = y0 = 1

ðåøàåòñÿ òî÷íî ũ = e−τ è èìååò óñòîé÷èâóþ òî÷êó ïîêîÿ ũ = φ(0) = 0,
ïðè÷åì íà÷àëüíîå óñëîâèå y0 = 1 ïîïàäàåò â îáëàñòü âëèÿíèÿ ýòîé òî÷êè
ïîêîÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ Òåîðåìû 2 âûïîëíåíû.

Ðåãóëÿðíûå ÷ëåíû îïðåäåëÿþòñÿ èç (23):

ȳ0 : 0 = F (ȳ0(x), x) = x− y = 0 ⇒ ȳ0 = φ(x) = x

ȳ1 :
dȳ0
dx

= 1 = Fy (ȳ0(x), x) · ȳ1 ≡ −1 · ȳ1 ⇒ ȳ0 = −1.

Ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè íàéäåì èç (24) è (26) :

Π0 :
dΠ0

dτ
= F (Π0(τ) + ȳ0(0), 0) ≡ 0− (Π0 + 0) = −Π0

Π0(0) = y0 − ȳ0(0) = 1
⇒

Π0 = e−τ , τ =
x

ε
;

Π1 :
dΠ1

dτ
= Fy (Π0(τ) + ȳ0(0), 0) ·Π1 + h1(τ) = −1 ·Π1

Π1(0) = −ȳ1(0) = 1
⇒

Π1 = e−τ , τ =
x

ε
,

ãäå h1(τ) =
(
F̃y − F̄y

)
·
(
ȳ′0(0) · τ + y1(0)

)
+
(
F̃x − F̄x

)
· τ = 0 .

Òàêèì îáðàçîì,

Y1(x, ε) = ȳ0(x) + εȳ1(x) + Π0(τ) + εΠ1(τ) = x− ε+ e−τ + ε · e−τ ,

è äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

y(x, ε) = Y1(x, ε) +O(ε2) = x− ε+ e−τ + ε · e−τ +O(ε2),

ñîâïàäàþùåå ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 2 .
Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è

ε
dy

dx
= x− y; y(0) = 1 + 3ε. (28)
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Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå x− y = 0 íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì,
îòêóäà y0(x) = x. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ y0(x) íå óäîâëåòâî-
ðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ çàäà÷è.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 ââå-

äåì ðàñòÿíóòóþ ïåðåìåííóþ ξ =
x

ε
è áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå

Y2 = ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ), (29)

ãäå ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)
� ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0.

Ïîäñòàâèì ñóììó (29) â óðàâíåíèå (28)

ε
d

dx

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
+

d

dξ

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+O(ε3) =

= x−
(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+O(ε3)

è âûäåëèì îòäåëüíî çàäà÷è äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü.

ε
d

dx

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
= x−

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
. (30)

Ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè.

d

dξ

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
= −

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
. (31)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå.

ȳ0(0) + εȳ1(0) + ε2ȳ2(0) + Π0(0) + εΠ1(0) + ε2Π2(0) = 1 + 3ε. (32)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (30) îòäåëüíî êîýôôèöèåíòû ïðè ε0, ε1,
ε2, ïîëó÷èì

x− ȳ0 = 0, ⇒ ȳ0 = x;
dy0
dx

= −ȳ1(x), ⇒ ȳ1(x) = −1;

dy1
dx

= −ȳ2(x), ⇒ ȳ2(x) = 0.
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Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ðàâíû íó-
ëþ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (31) è óñëîâèè (32) îòäåëüíî êîýôôèöèåí-
òû ïðè ε0, ε1, ε2, ïîëó÷èì

dΠ0

dξ
= −Π0(ξ), ȳ0(0) + Π0(0) = 1 ⇒ Π0(ξ) = e−ξ;

dΠ1

dξ
= −Π1(ξ), ȳ1(0) + Π1(0) = 3 ⇒ Π1(ξ) = 4e−ξ;

dΠ2

dξ
= −Π2(ξ), ȳ2(0) + Π2(0) = 0 ⇒ Π2(ξ) = 0.

(33)

Çàìåòèì, ÷òî âñå ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ïîãðàíñëîéíîé ÷àñòè ðàâíû
íóëþ.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è
(28)â âèäå

Y2 = x+ e−ξ + ε
(
−1 + 4e−ξ

)
. (34)

Òî÷íîå ðåøåíèå.

Äëÿ çàäà÷è (28) ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è :

y(x) = (1+3ε)e−
x
ε +e−

x
ε

x∫
0

e
s
ε
s

ε
ds = (1+3ε)e−

x
ε +e−

x
ε

(
xe

x
ε − εe

x
ε + ε

)
=

= (1 + 4ε)e−
x
ε + x− ε. (35)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííûì àñèìï-
òîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì (34).

Ïðèìåð 3 .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ε
dy

dx
= ex − y; y(0) = 2 + ε. (36)

Áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå

Y2 = ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ). (37)

Ïîäñòàâèì ñóììó (37) â óðàâíåíèå (36)

ε
d

dx

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
+

d

dξ

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+O(ε3) =

= ex −
(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+O(ε3)
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è âûäåëèì îòäåëüíî çàäà÷è äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü.

ε
d

dx

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
= ex −

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
. (38)

Ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè.

d

dξ

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
= −

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
. (39)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå.

ȳ0(0) + εȳ1(0) + ε2ȳ2(0) + Π0(0) + εΠ1(0) + ε2Π2(0) = 2 + ε. (40)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (38) îòäåëüíî êîýôôèöèåíòû ïðè ε0, ε1,
ε2, ïîëó÷èì

ex − ȳ0 = 0, ⇒ ȳ0 = ex;
dy0
dx

= −ȳ1(x), ⇒ ȳ1(x) = −ex;
dy1
dx

= −ȳ2(x), ⇒ ȳ2(x) = ex.

Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, êàê âûãëÿäÿò âñå ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ðåãó-
ëÿðíîé ÷àñòè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (39) è óñëîâèè (40) îòäåëüíî êîýôôèöèåí-
òû ïðè ε0, ε1, ε2, ïîëó÷èì

dΠ0

dξ
= −Π0(ξ), ȳ0(0) + Π0(0) = 2 ⇒ Π0(ξ) = e−ξ;

dΠ1

dξ
= −Π1(ξ), ȳ1(0) + Π1(0) = 1 ⇒ Π1(ξ) = 2e−ξ;

dΠ2

dξ
= −Π2(ξ), ȳ2(0) + Π2(0) = 0 ⇒ Π2(ξ) = −e−ξ.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, êàê âûãëÿäÿò âñå ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ïîãðàíñ-
ëîéíîé ÷àñòè.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ â âèäå

Y2 =
(
1− ε+ ε2

)
ex +

(
1 + 2ε− ε2

)
e−ξ. (41)
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Òî÷íîå ðåøåíèå.

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (36) äàåòñÿ ôîðìóëîé

y(x, ε) =
1

ε+ 1
ex +

1 + 3ε+ ε2

ε+ 1
e−

x
ε .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò ðåãóëÿðíîé ÷àñòè, âòîðîå � ôóíêöèÿì ïåðå-
õîäíîãî ñëîÿ. Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ïðåäñòàâëåíèå Ìàêëî-
ðåíà

1

1 + ε
= 1− ε+ ε2 − ... ,

ïîëó÷èì:

y(x, ε) =
(
1− ε+ ε2 − ...

)
ex +

(
1− ε+ ε2 − ...

) (
1 + 3ε+ ε2

)
e−

x
ε

Âûäåëÿÿ â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ε0, ε1, ε2, ïîëó÷èì
ñóììó (41)

Ïðèìåð 4 .
Ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è

ε
dy

dx
= −y + 2εxy; y(0) = 1. (42)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âûïîëíåíî ïðè 0 ≤ x <
1

2ε
: fy =

−1 + 2εx < 0, è ýòà îáëàñòü òåì áîëüøå, ÷åì ìåíüøå ε. Áóäåì ñòðîèòü
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå

Y2 = ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ). (43)

Ïîäñòàâèì ñóììó (43) â óðàâíåíèå (42)

ε
d

dx

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
+

d

dξ

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+O(ε3) =

= −
(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+

+ 2εx
(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+O(ε3).

(44)

è âûäåëèì îòäåëüíî çàäà÷è äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü.

ε
d

dx

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
= −

(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
+

+ 2εx
(
ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x)

)
. (45)

Ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè.

Âûäåëÿÿ â (44) ïîãðàíñëîéíûå ñëàãàåìûå, íåîáõîäèìî çàìåíèòü ïå-
ðåìåííóþ x íà å¼ âûðàæåíèå ÷åðåç ξ, ò.å. x = εξ :

d

dξ

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
= −

(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
+

+ 2ε(εξ)
(
Π0(ξ) + εΠ1(ξ) + ε2Π2(ξ)

)
. (46)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå.

ȳ0(0) + εȳ1(0) + ε2ȳ2(0) + Π0(0) + εΠ1(0) + ε2Π2(0) = 1. (47)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (45) îòäåëüíî êîýôôèöèåíòû ïðè ε0, ε1,
ε2, ïîëó÷èì

−ȳ0 = 0, ⇒ ȳ0 = 0;
dy0
dx

= −ȳ1(x) + 2ȳ0(x), ⇒ ȳ1(x) = 0;

dy1
dx

= −ȳ2(x) + 2ȳ1(x), ⇒ ȳ2(x) = 0,

è âñå ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè òàêæå ðàâíû íóëþ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (46) è óñëîâèè (47) îòäåëüíî êîýôôèöèåí-
òû ïðè ε0, ε1, ε2, ïîëó÷èì

dΠ0

dξ
= −Π0(ξ), ȳ0(0) + Π0(0) = 1 ⇒ Π0(ξ) = e−ξ;

dΠ1

dξ
= −Π1(ξ)), ȳ1(0) + Π1(0) = 0 ⇒ Π1(ξ) = 0;

dΠ2

dξ
= −Π2(ξ) + 2ξΠ0(ξ), ȳ2(0) + Π2(0) = 0 ⇔

dΠ2

dξ
= −Π2(ξ) + 2ξe−ξ, ȳ2(0) + Π2(0) = 0 ⇒ Π2(ξ) = ξ2e−ξ.
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Èòàê, àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (42) ñîäåðæèò
òîëüêî ïîãðàíñëîéíûå ôóíêöèè:

Y2 = εe−ξ + ε2ξ2e−ξ. (48)

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ

ε
dy

y
= (−1 + 2εx)dx ⇒ y = Ce−

x
ε · ex2

,

à ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ξ = x
ε

y = e−
x
ε · ex2

= e−ξ · eε2ξ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî
ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ïî ñòåïåíÿì ε

y = e−ξ · (1 + ε2ξ2 + ...).

ñîâïàäàþò ñ ñóììîé (48).

3.3 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

!!!!!! ÑÞÄÀ, âîçìîæíî, ÍÀÄÎ ×ÒÎ-ÒÎ ÄÎÁÀÂÈÒÜ !!!!!

3.4 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ è çà÷åòà

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíûå è ïîãðàíè÷íûå ôóíê-
öèè íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêîâ (äëÿ çàäà÷ 1.�3. òàêæå è âòîðîãî ïî-
ðÿäêà). Çàïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ
O(ε) (â çàäà÷àõ 1.�3. ñ òî÷íîñòüþ O(ε2)).

Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è è ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïðèáëèæåíèå ñ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ôîðìóëå
Ìàêëîðåíà ïðè ε = 0.
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1. εy′ = − (x+ 1) (y − 1 + 3ε) , y (0) = 1 + 2ε
2. εy′ = (1− εx) (1− y) , y (0) = −1 + 3ε
3. εy′ = (x+ 1)

(
−2y + εy2

)
, y (0) = −3 + 2ε

4. εy′ = y2 − e2x + εex, y (0) = ε

5. εy′ = −y2 + (x+ 1)2 − ε, y (0) = 3 + 5ε

6. εy′ = y2 − (x+ 1)2 + ε, y (0) = −ε
7. εy′ = (x+ 1) y − y2, y (0) = 2 + ε
8. εy′ = y2 − (x+ 1) y, y (0) = −1− ε
9. εy′ = − (x+ 1) y + εy2, y (0) = 1 + 5ε
10. εy′ = − (x+ 1) y, y (0) = 1
11. εy′ = (εx+ 1) y − y2, y (0) = 1− ε
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Ãëàâà 3. Êðàåâàÿ çàäà÷à

�1. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîãðàíè÷íûìè ñëî-

ÿìè

3.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ε2
d2y

dx2
= y − 1, x ∈ (0, 1)

y(0) = 0, y(1) = 0.5

(49)

Óðàâíåíèå (49) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, è ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (49)
èìååò âèä:

y(x, ε) = 1 +
0.5e−

1
ε − 1

1− e−
2
ε

· e−
x
ε +

e−
1
ε − 0.5

1− e−
2
ε

· e
x−1
ε (50)

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ 1. Ïîãðàíè÷íûå ñëîè â ðåøåíèè çàäà÷è (49) ïðè ðàçëè÷íûõ ε.

Îáîçíà÷èì e−
1
ε = α(ε). Î÷åâèäíî, ÷òî α(ε) → 0 ïðè ε → 0, ïðè÷åì

α(ε) = o(εN ), ãäå N � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ε
ôóíêöèþ (50) ñ òî÷íîñòüþ O(εN ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(x, ε) = 1 + e−
x
ε (0.5α− 1) (1 + α2 + . . . )+

+e
x−1
ε (α− 0.5) (1 + α2 + . . . ) = 1− e−

x
ε − 0.5 e

x−1
ε +O(εN ).
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Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (49)
ñ òî÷íîñòüþ O(εN ) (N � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî) äàåòñÿ ôîðìóëîé

y(x, ε) = 1− e−
x
ε − 0.5e

x−1
ε +O(εN ). (51)

Èç ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿñíî âèäíà ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ: âäàëè îò
ãðàíèö ðåøåíèå áëèçêî ê �âûðîæäåííîìó�, ò.å. ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (49)
ïðè ε = 0 èëè f(y, x) = 0, êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì; âáëèçè ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèö íàáëþäàþòñÿ óçêèå
ïîãðàíè÷íûå ñëîè.

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü íå âñåãäà âîçìîæíî, ïîýòîìó
âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ,
íå âûïèñûâàÿ ýòî ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå.

3.2 Êðàòêàÿ òåîðèÿ

Âåðíåìñÿ ê îáøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ε2
d2y

dx2
= f(y, x), x ∈ (0, 1)

y(0) = y0, y(1) = y1
(52)

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä óñëîâèé.

Óñëîâèå 1. Ôóíêöèÿ f(y, x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ (èëè áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìà) â îáëàñòè D = {y ∈ (A;B), x ∈ (0; 1)}.

Óñëîâèå 2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ y0, y1 ∈ (A;B).

Óñëîâèå 3. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(y, x) = 0 èìååò íà îòðåçêå

x ∈ [0; 1] õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå y = φ(x) ∈ D äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

fy(φ(x), x) > 0 ïðè x ∈ [0; 1].

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ïîðÿäêà N íåîáõîäèìî
ïîòðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè f(y, x) äî ïîðÿäêà
N + 1.

Çàìå÷àíèå 2. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(y, x) = 0 ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèì, ò.å. åãî ðåøåíèå y = φ(x), âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò
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ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Ïðåäñòàâèì y â âèäå ñóììû òðåõ ðÿäîâ:

y = ȳ(x, ε) + Π(τ, ε) +R(ρ, ε), ãäå τ =
x

ε
, ρ =

x− 1

ε
(53)

ðåãóëÿðíîãî
ȳ(x, ε) = ȳ0(x) + εȳ1(x) + ε2ȳ2(x) + . . . (54)

ëåâîãî ïîãðàíè÷íîãî

Π(τ, ε) = Π0(τ) + εΠ1(τ) + ε2Π2(τ) + . . . (55)

è ïðàâîãî ïîãðàíè÷íîãî

R(ρ, ε) = R0(ρ) + εR1(ρ) + ε2R2(ρ) + . . . . (56)

Ïîäñòàâèì (54) � (56) â (52), ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ
ε îòäåëüíî çàâèñÿùèå îò x, τ è ρ, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü.

ε0 : → 0 = f(ȳ0(x), x)
ε1 : → 0 = fy(ȳ0(x), x) · ȳ1(x)
ε2 : → ȳ′′0(x) = fy(ȳ0(x), x) · ȳ2(x) + 1

2fyy(ȳ0(x), x) · ȳ
2
1(x)

. . .
εn : → ȳ′′n−2(x) = fy(ȳ0(x), x) · ȳn(x) + f̄n(x),

(57)

ãäå f̄n(x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Â ñèëó Óñëîâèÿ 3 âñå óðàâíåíèÿ (57)
ðàçðåøèìû åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî ȳ0(x) = φ(x).

Ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè.
Ïðåäñòàâèì f(y, x) â âèäå f = f̄ +Πf +Rf , ãäå

f̄ = f(ȳ(x, ε), x)
Πf = f(ȳ(τε, ε) + Π(τ, ε), τε))− f(ȳ(τε, ε), τε)
Rf = f(ȳ(ρε+ 1, ε) +R(ρ, ε), ρε+ 1))− f(ȳ(ρε+ 1, ε), ρε+ 1),

(58)

è τ =
x

ε
, ρ =

x− 1

ε
.
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Äàëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì òîëüêî ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ ëåâûõ ïî-
ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì Πf â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε

Πf = f(φ(0) + Π0(τ), 0) + ε{fy(φ(0) + Π0(τ), 0) · [Π1(τ) + φ′(0)τ + ȳ′1(0)]+
+fx(φ(0) + Π0(τ), 0)τ − fy(φ(0), 0) · [φ′(0)τ + ȳ′1(0)]− fx(φ(0), 0)τ}+ . . .

è ïîäñòàâèì åãî è (55) â óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (52). Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì:

ε0 : → d2Π0

dτ2
= f(φ(0) + Π0(τ), 0) ⇒

Π0(0) = y0 − φ(0),Π0(+∞) = 0.
(59)

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ ũ = Π0(τ) + φ(0). Òîãäà (59) ïðèìåò âèä

d2ũ

dτ2
= f(ũ, 0); ũ(0) = y0, ũ(+∞) = φ(0) (60)

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè îáîçíà÷èòü ũ′ = z è ïåðåïèñàòü (60) â âèäå ýêâèâà-
ëåíòíîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dũ

dτ
= z

dz

dτ
= f(ũ, 0)

òî â ñèëó Óñëîâèÿ 3 òî÷êà ïîêîÿ ũ = φ(0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì, ÷åðåç êîòîðîå
ïðîõîäÿò äâå ñåïàðàòðèñû, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòü òàê

z2 = 2

ũ∫
φ(0)

f(u, 0)du

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êàðòèíêà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2 Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü óðàâíåíèÿ (60)
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Óñëîâèå 40. Ãðàíè÷íûå óñëîâèå y0 òàêîâî, ÷òî ïðÿìàÿ ũ = y0 ïå-

ðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó, âõîäÿùóþ â ñåäëî (φ(0), 0) ïðè τ → +∞.

Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (60) è ýêïîíåíöèàëü-
íóþ îöåíêó äëÿ ïîãðàíè÷íîé ôóíêöèè ïðè τ → +∞:

|ũ(τ)− φ(0)| < C exp(−κτ) èëè |Π̃0(τ)| < C exp(−κτ) (τ → +∞),

ãäå C è κ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε.
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì

ε1 : →
d2Π1

dτ2
= fy(ȳ0(0) + Π0(τ), 0) ·Π1 + h1(Π0, τ)

Π1(0) = −ỹ1(0), Π1(+∞) = 0,
(61)

ãäå

h1(Π0(τ), τ) = fy(φ(0)+Π0(τ), 0)·[φ′(0)τ+ȳ1(0)]+fx(φ(0)+Π0(τ), 0)τ

� èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Äàëåå

εk : →
d2Πk

dτ2
= fy(ȳ0(0) + Π0(τ), 0) ·Πk + hk(Π0,Π1, . . . ,Π(k−1), τ)

Πk(0) = −ỹk(0), Πk(+∞) = 0,
(62)

ãäå hk(Π0,Π1, . . . ,Π(k−1), τ), k = 2, 3, . . . � èçâåñòíûå ôóíêöèè.

Çàäà÷è (61)�(62) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, èõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü âû-
ïèñàíû òî÷íî è óäîâëåòâîðÿþò ýêñïîíåíöèàëüíûì îöåíêàì

|Πk(τ)| < C exp(−κτ) (τ → +∞) (k = 1, 2, 3, . . . ),

ãäå C è κ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε.

Èòàê, âñå ëåâûå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè ïîñòðîåíû. Ïîãðàíôóíêöèè
íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ R0(ρ)
ïîëó÷èì óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (59) (ρ = (x− 1)/ε):

ε0 : →
d2R0

dρ2
= f(φ(1) +R0, 1)

R0(0) = y1 − φ(1), R0(−∞) = 0 .
(63)

Åñëè ââåñòè íîâóþ ôóíêöèþ ṽ = R0(ρ)+φ(1), òîãäà (63) ïðèìåò âèä

d2ṽ

dρ2
= f(ṽ, 1); ṽ(0) = y1, ṽ(−∞) = φ(1). (64)

Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü óðàâíåíèÿ (64) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3 Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü óðàâíåíèÿ (64)

Óñëîâèå 41. Ãðàíè÷íûå óñëîâèå y1 òàêîâî, ÷òî ïðÿìàÿ ṽ = y1 ïå-

ðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó, âõîäÿùóþ â ñåäëî (φ(1), 0) ïðè ρ → −∞.

Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ Rk(ρ), k = 1, 2, 3, . . . ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþò
ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ ïîãðàíôóíêöèé Πk ñ çàìåíîé τ íà ρ è x = 0 íà
x = 1, ãäå ýòî íåîáõîäèìî. Äëÿ ôóíêöèé Rk(ρ) ñïðàâåäëèâû ýêñïîíåí-
öèàëüíûå îöåíêè óáûâàíèÿ ïðè ρ → −∞.

3.3 Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 1 .
Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå ïðèìåðó

ε2
d2y

dx2
= y − 1, x ∈ (0, 1)

y(0) = 0, y(1) =
1

2

(65)

è ïðîâåäåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå
âûøå ôîðìóëû.

Â íàøåì ñëó÷àå f(y, x) = y − 1, ò.å. Óñëîâèÿ 1 è 2, î÷åâèäíî, âûïîë-
íåíû.

39



Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(y, x) ≡ y − 1 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå φ(x) ≡ 1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ Óñëîâèå 3:

fy(φ(x), x) = 1 > 0.

Óðàâíåíèÿ (57) äàþò

y0(x) = φ(x) ≡ 1; yk(x) = 0, k = 1, 2, . . . .

Èç (58) ïîëó÷èì

Πf = Π0(τ)+εΠ1(τ)+· · ·+εkΠk(τ)+. . . , Rf = R0(ρ)+εR1(ρ)+· · ·+εkRk(ρ)+. . . ,

è çàäà÷è (59) äëÿ ëåâîé ïîãðàíôóíêöèè Π0 èìååò âèä:

d2Π0

dτ2
= Π0; Π0(0) = −1, Π0(+∞) = 0

è ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

Π0(τ) = − e−τ , τ =
x

ε
.

Â ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèÿõ çàäà÷è (62) âûãëÿäÿò òàê:

d2Πk

dτ2
= Πk; Πk(0) = 0, Πk(+∞) = 0, k = 1, 2, . . . ,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

Πk(τ) ≡ 0, k = 1, 2, . . . .

Àíàëîãè÷íî,

d2R0

dρ2
= R0; R0(0) = −1

2
, R0(−∞) = 0

ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

R0(τ) = −1

2
e ρ, τ =

x− 1

ε
,

è â ñëåäóþùèõ ïîðÿäêàõ ïî ε

Rk(ρ) ≡ 0, k = 1, 2, . . . .
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (65)

y(x, ε) = 1− e−τ − 1

2
e ρ + o(εN ) = 1− e−x

ε − 1

2
e

x−1
ε + o(εN ),

ãäå N� ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîë-
íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (51), ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå àíàëèçà
òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 2 .
Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è

ε2u′′ = u− εx2 + 2ε3, 0 < x < 1, u(0) = −1 + 5ε, u(1) = 2ε. (66)

Áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ (66) â âèäå

U1 = u0(x) + εu1(x) + Πl
0(ξl) + εΠl

1(ξl) + Πr
0(ξr) + εΠr

1(ξr), (67)

ãäå ξl =
x

ε
è ξr =

x− 1

ε
; ôóíêöèè Πl

i(ξl), i = 0, 1 îïèñûâàþò

ïîãðàíñëîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 , à ôóíêöèè Πr
i (ξl) i = 0, 1 � â

îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1 .
Ïîäñòàâèì ñóììó (67) â óðàâíåíèå (66) è âûäåëèì îòäåëüíî çàäà÷è

äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü:

ε2
d2

dx2
(u0(x) + εu1(x)) = u0(x) + εu1(x)− εx2 + 2ε3. (68)

Ïîãðàíñëîéíàÿ ÷àñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0:

d2

dξ2l
(Πl

0(ξl) + εΠl
1(ξl)) = Πl

0(ξl) + εΠl
1(ξl)− ε3ξ2l + 2ε3, (69)

Πl
0(0) + εΠl

1(0) + u0(0) + εu1(0) = −1 + 5ε, ξl > 0, x = εξl.

Ïîãðàíñëîéíàÿ ÷àñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1:

d2

dξ2r
(Πr

0(ξr) + εΠr
1(ξr)) = Πr

0(ξr) + εΠr
1(ξr)− ε− 2ε2ξr − ε3ξ2r + 2ε3, (70)
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Πr
0(0) + εΠr

1(0) + u0(1) + εu1(1) = 2ε, ξr < 0, x = 1 + εξr .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (68) êîýôôèöèåíòû ïðè ε0 è ε1 , ïîëó÷èì

u0(x) = 0, u1(x) = x2. (71)

Ëåâûé ïîãðàíñëîé. Îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 0.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïîëîæèâ â (69) ε = 0 , ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Πl
0(ξl)

d2Πl
0

dξ2l
= Πl

0, ξl > 0, Πl
0(0) = −1, Πl

0(+∞) = 0 (72)

ðåøåíèå êîòîðîé
Πl

0(ξl) = −e−ξl .

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèðàâíèâàÿ â (69) êîýôôèöèåíòû ïðè ε1, ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè Πl

1(ξl)

d2Πl
1

dξ2l
= Πl

1, ξl > 0, Πl
1(0) = 5, Πl

1(+∞) = 0. (73)

Ðåøåíèå çàäà÷è (73)
Πl

1 = 5e−ξl .

Ïðàâûé ïîãðàíñëîé. Îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 1.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïîëîæèâ â (70) ε = 0, ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè Πr
0(ξr):

d2Πr
0

dξ2r
= Πr

0, ξr < 0, Πr
0(0) = 0,Πr

0(−∞) = 0, (74)

ðåøåíèå êîòîðîé
Πr

0(ξr) = 0.

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèðàâíèâàÿ â (70) êîýôôèöèåíòû ïðè ε1, ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè Πr

1(ξr)

d2Πr
1

dξ2r
= Πr

1 − 2ξr − 1, ξr < 0, Πr
0(0) = 2,Πr

1(−∞) = 0. (75)
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Åå ðåøåíèå
Πr

1 = 2ξr + 1.

Îêîí÷àòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (66) èìååò âèä:

U1 = x2 − e−ξl + 5e−ξl + 2ξr + 1.

Ñ ó÷åòîì ξr =
x− 1

ε
, ξl =

x

ε
, ïîëó÷èì

U1 = x2 − e−
x
ε + 5e−

x
ε + 2

x− 1

ε
+ 1

Ïðèìåð 3 .
Ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è

ε2u′′ = (x+ 1)u+ εu2, 0 < x < 1, u(0) = 1 + ε, u(1) = 1− 2ε (76)

Áóäåì èñêàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå

U1 = u0(x) + εu1(x) + Πl
0(ξl) + εΠl

1(ξl) + Πr
0(ξr) + εΠr

1(ξr), (77)

ãäå u0(x) + εu1(x) � ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü; Πl
0(ξl) + εΠl

1(ξl) � ïîãðàíè÷íàÿ
ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, ; Πr

0(ξr)+ εΠr
1(ξr) � ïîãðàíè÷íàÿ

ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1, à ξl =
x

ε
è ξr =

x− 1

ε
.

Ïîäñòàâèâ ñóììó (77) â óðàâíåíèå (76), ïîëó÷èì

ε2
d2

dx2
(u0(x)+εu1(x))+

d2

dξ2l
(Πl

0(ξl)+εΠl
1(ξl))+

d2

dξ2r
(Πr

0(ξr)+εΠr
1(ξr)) =

= (x+1)(u0(x) + εu1(x) +Πl
0(ξl) + εΠl

1(ξl) +Πr
0(ξr) + εΠr

1(ξr)) + ε(u0(x)+

+εu1(x) + Πl
0(ξl) + εΠl

1(ξl) + Πr
0(ξr) + εΠr

1(ξr))
2

è âûäåëèì îòäåëüíî çàäà÷è äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü.

ε2
d2

dx2
(u0(x)+εu1(x)) = (u0(x)+εu1(x))((x+1)+ε(u0(x)+εu1(x))) (78)
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Ïîãðàíñëîéíàÿ ÷àñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0.

d2

dξ2l
(Πl

0(ξl)+εΠl
1(ξl)) = (Πl

0(ξl)+εΠl
1(ξl))(1+εξl+ε(Πl

0(ξl)+εΠl
1(ξl))) (79)

Πl
0(0) + εΠl

1(0) + u0(0) + εu1(0) = 1 + ε, ξl > 0, x = εξl

Ïîãðàíñëîéíàÿ ÷àñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1.

d2

dξ2r
(Πr

0(ξr) + εΠr
1(ξr)) = (Πr

0(ξr) + εΠr
1(ξr))(2 + εξr + ε(Πr

0(ξr) + εΠl
r(ξr)))

(80)
Πr

0(0) + εΠr
1(0) + u0(1) + εu1(1) = 1− 2ε, ξr < 0, x = 1 + εξr

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè.

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (78) êîýôôèöèåíòû ïðè ε0 è ε1, ïîëó÷èì

u0(x)(1 + x) = 0,

u1(x)(1 + x) = −u20(x), ⇒ ui = 0, i = 1, 2

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé: ëåâûé ïîãðàíñëîé, îêðåñò-

íîñòü òî÷êè x = 0.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèðàâíèâàÿ â (79) êîýôôèöèåíòû ïðè ε0, ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ ôóíê-
öèè Πl

0(ξl):

d2Πl
0

dξ2l
= Πl

0, ξl > 0, Πl
0(0) = 1, Πl

0(+∞) = 0. (81)

Ðåøåíèå çàäà÷è (81) âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ó÷èòûâàÿ äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì

Πl
0(ξl) = e−ξl .

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèðàâíèâàÿ â (79) êîýôôèöèåíòû ïðè ε1, ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè Πl

1(ξl).

d2Πl
1

dξ2l
= Πl

1 + ξle
−ξl + e−2ξl , Πl

1(0) = 1, Πl
1(+∞) = 0. (82)
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Çàäà÷à (82) � ëèíåéíàÿ, è åå ðåøåíèå

Πl
1 =

1
12 [e

−ξl(−3ξ2l − 3ξl + 8) + 4e−2ξl ]

Ïðàâûé ïîãðàíñëîé. Îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 1.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèðàâíèâàÿ â (80) êîýôôèöèåíòû ïðè ε0, ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ ôóíê-
öèè Πr

0(ξr):

d2Πr
0

dξ2r
= Πr

0, ξr < 0, Πr
0(0) = 1, Πl

0(−∞) = 0. (83)

Ðåøåíèå çàäà÷è (83) âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ó÷èòûâàÿ äîïîë-
íèòåëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì

Πr
0(ξr) = eξr .

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèðàâíèâàÿ â (80) êîýôôèöèåíòû ïðè ε1, ïîëó÷èì çàäà÷ó äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè Πr

1(ξr).

d2Πr
1

dξ2r
= ξrΠ

r
0 + (Πr

0)
2 + 2Πr

1, Πr
1(0) = −2, Πr

1(−∞) = 0, (84)

ðåøåíèå êîòîðîé

Πr
1 = −1

2 [2e
−ξr(ξr + 2) + e2

√
2ξr ].

Îêîí÷àòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà çàäà-
÷è (76) èìååò âèä:

U1 = e−ξl+ε 1
12 [e

−ξl(−3ξ2l −3ξl+8)+4e−2ξl ]+eξr−ε12 [2e
−ξr(ξr+2)+e2

√
2ξr ].

Ñ ó÷åòîì ξr =
x−1
ε , ξl =

x
ε ïîëó÷èì

U1 = e−
x
ε + ε

12 [e
−x

ε (−3x
ε
2 − 3x

ε + 8) + 4e−2x
ε ]+

+e
x−1
ε − ε

2 [2e
−x−1

ε (x−1
ε + 2) + e2

√
2x−1

ε ].

3.3 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

!!!!!! ÑÞÄÀ, âîçìîæíî, ÍÀÄÎ ×ÒÎ-ÒÎ ÄÎÁÀÂÈÒÜ !!!!!
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3.4 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ è çà÷åòà

Ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è

1. ε2u′′ = u− x+ ε(x− u), 0 < x < 1, u(0) = 1, u(1) = 7ε. (85)
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�2. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ âíóòðåííèì ïåðå-

õîäíûì ñëîåì (êîíòðàñòíàÿ ñòðóêòóðà)

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè
ðåøåíèÿ òèïà êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû, ò.å. ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, êî-
òîðîå áëèçêî ê íåêîòîðûì ðàçëè÷íûì óðîâíÿì ñïðàâà è ñëåâà îò íåêî-
òîðîé òî÷êè, à â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íàáëþäàåòñÿ óçêèé âíóòðåííèé
ïåðåõîäíûé ñëîé (ñì. ðèñ. 4)

Ðèñ. 4

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðå-
øåíèå çàäà÷è êîìáèíèðóåòñÿ èç äâóõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è íà îòðåç-
êàõ [0; x̂] è [x̂; 1]. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ëîêàëèçîâàí
ïåðåõîäíûé ñëîé, çàðàíåå íåèçâåñòíà è îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ïîñòðî-
åíèÿ àñèìïòîòèêè.

2.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå

d2u

dξ2
= f(u, x) (x� ïàðàìåòð), (86)

èëè ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó 
du

dξ
= z

dz

dξ
= f(u, x)

(87)
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Ôóíêöèÿ f(u, x) òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèå f(u, x) = 0 èìååò 3 êîðíÿ φ(−)(x),
φ(x) è φ(+)(x), ïðè÷åì

1) φ(−)(x) < φ(x) < φ(+)(x)

2) fu(φ
(±)(x), x) > 0, fu(φ(x), x) < 0

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè ïîêîÿ (φ(±)(x), 0) óðàâíåíèÿ (86) èëè (87) ÿâëÿ-
þòñÿ òî÷êàìè ïîêîÿ òèïà ñåäëà, à (φ(x), 0)� òî÷êà ïîêîÿ òèïà öåíòðà.

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè z = z(u, x) çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

z
dz

du
= f(u, x) =⇒ z2 = 2F (u, x) + C,

ãäå F (u, x) � êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(u, x),
à ñåïàðàòðèñû � òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñåäëà (φ(±)(x), 0) � óðàâ-
íåíèÿìè

z2 = 2

u∫
φ(±)(x)

f(θ, x)dθ.

Âîçìîæíûé âèä ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.5

Ðèñ. 5
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Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü ïðè ðàçëè÷íûõ x äëÿ ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ

d2u

dξ2
= (u2 − 1)(u− x),

ò.å. f(u, x) = (u2− 1)(u−x), φ(−)(x) = −1, φ(+)(x) = 1, φ(x) = x.

φ(x) < 0 =⇒ S1 < S2

φ(x) = 0 =⇒ S1 = S2

φ(x) > 0 =⇒ S1 > S2

Ðèñ. 6

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ x ïëîùàäè ïîä �ïîëîæèòåëü-
íîé� è íàä �îòðèöèòåëüíîé� ÷àñòüþ êðèâîé f(u, x) (ñì. ðèñ. 6) ìîãóò
áûòü ðàâíû. Â ýòîì ñëó÷àå ñåïàðàòðèñû ïðîõîäÿò èç ñåäëà â ñåäëî, è
ìåæäó íèìè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè îáðàçóåòñÿ �ÿ÷åéêà�. Àíàëèòè÷åñêè
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óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ �ÿ÷åéêè� ìîæíî çàïèñàòü òàê:

φ(x)∫
φ(−)(x)

f(u, x)du =

φ(x)∫
φ(+)(x)

f(u, x)du ⇐⇒
φ(+)(x)∫

φ(−)(x)

f(u, x)du = 0

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÿ÷åéêè ÿâëÿ-
åòñÿ

φ(x) = 0 =⇒ x = 0.

2.2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ñ âíóòðåííèì

ïåðåõîäíûì ñëîåì.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó ε2
d2y

dx2
= f(y, x), x ∈ (0, 1)

y(0) = y0, y(1) = y1
(88)

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä óñëîâèé.

Óñëîâèå 1. Ôóíêöèÿ f(y, x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ (èëè áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ) â îáëàñòè D = {y ∈ (A;B), x ∈ (0; 1)}.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ïîðÿäêà N íåîáõîäèìî ïî-
òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè f(y, x) äî ïîðÿäêà
N + 1.

Óñëîâèå 2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ y0, y1 ∈ (A;B).

Óñëîâèå 3. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(y, x) = 0 èìååò íà îòðåçêå

x ∈ [0; 1] 3 êîðíÿ φ(−)(x), φ(x) è φ(+)(x), ïðè÷åì

1) φ(−)(x) < φ(x) < φ(+)(x)

2) fy(φ
(±)(x), x) > 0, fy(φ(x), x) < 0

Óñëîâèå 4. Ïóñòü óðàâíåíèå

à) I(x) ≡
φ(+)(x)∫

φ(−)(x)

f(u, x)du = 0

50



èìååò ðåøåíèå x0 ∈ (0; 1), ïðè÷åì

á)
dI

dx
(x0) ≡

φ(+)(x0)∫
φ(−)(x0)

fx(u, x0)du ̸= 0.

Óñëîâèå 50 èÓñëîâèå 51 � àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå Óñëî-

âèÿì 40 è 41, îáåñïå÷èâàþùèì ñóùåñòâîâàíèå ïîãðàíñëîÿ âáëèçè ãðàíèö

x = 0 è x = 1.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (88) â âèäå êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû, ò.å. òàêîå
ðåøåíèå, êîòîðîå áëèçêî ê ðàçëè÷íûì óðîâíÿì ñïðàâà è ñëåâà îò íåêîòî-
ðîé òî÷êè x̂, à â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íàáëþäàåòñÿ óçêèé âíóòðåííèé
ïåðåõîäíûé ñëîé (ñì. ðèñ. 7). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà x̂ çàðàíåå íåèçâåñò-
íà, è îïðåäåëèì åå ïîëîæåíèå ïåðåñå÷åíèåì ðåøåíèÿ y(x, ε) è ñðåäíåãî
êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ φ(x) è áóäåì èñêàòü åå â âèäå ðÿäà

x̂(ε) = x0 + εx1 + ε2x2 + . . . (89)

Ðèñ. 7

Ðàññìîòðèì 2 êðàåâûå çàäà÷è. ε2
d2y(−)

dx2
= f(y(−), x), x ∈ (0, x̂)

y(−)(0) = y0, y(−)(x̂) = φ(x̂)

(90)

è  ε2
d2y(+)

dx2
= f(y(+), x), x ∈ (x̂, 1)

y(+)(x̂) = φ(x̂), y(+)(1) = y1
(91)
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Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êàæäîé èç ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ ñòðîèòñÿ
ïî ñõåìå, èçëîæåííîé âûøå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è. Ïðåäñòàâèì y(±) â âèäå
ñóìì:

y(−) = ȳ(−)(x, ε) + Π(τ, ε) +Q(−)(ξ, ε), ãäå τ =
x

ε
, ξ =

(x− x̂)

ε
< 0

(92)
è

y(+) = ȳ(+)(x, ε) +R(ρ, ε) +Q(+)(ξ, ε), ãäå ρ =
x− 1

ε
, ξ =

(x− x̂)

ε
> 0,

(93)
ãäå

ȳ(±)(x, ε) = ȳ
(±)
0 (x) + εȳ

(±)
1 (x) + ε2ȳ

(±)
2 (x) + . . .

Π(τ, ε) = Π0(τ) + εΠ1(τ) + ε2Π2(τ) + . . .

R(ρ, ε) = R0(ρ) + εR1(ρ) + ε2R2(ρ) + . . . .

Q(±)(ξ, ε) = Q
(±)
0 (ξ) + εQ

(±)
1 (ξ) + ε2Q

(±)
2 (ξ) + . . . . (94)

Íàçíà÷åíèå óêàçàííûõ ðÿäîâ àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî áûëî äëÿ êðàåâîé
çàäà÷è. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî òåïåðü ïîÿâèëñÿ ðÿä (94), êîòîðûé îïèñû-
âàåò âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ y(−) è y(+) çàäà÷ (90) � (91) óæå ñîãëàñîâàíû
äî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x̂. Ïîòðåáóåì òàêæå íåïðåðûâíîãî ñîãëàñîâà-
íèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x̂ (óñëîâèå C(1)− ñøèâàíèÿ):

ε
dȳ(−)

dx
(x̂, ε) +

dQ(−)

dξ
(0, ε) = ε

dȳ(+)

dx
(x̂, ε) +

dQ(+)

dξ
(0, ε) (95)

Îáîçíà÷èì

H(x̂, ε) ≡ ε
dȳ(−)

dx
(x̂, ε) +

dQ(−)

dξ
(0, ε)− ε

dȳ(+)

dx
(x̂, ε)− dQ(+)

dξ
(0, ε), (96)

òîãäà óñëîâèå C(1)− ñøèâàíèÿ áóäåò

H(x̂, ε) = 0 (97)

Ïîäñòàâèâ ñþäà x̂(ε) = x0 + εx1 + ε2x2 + . . . èç (89), ïðåäñòàâèì (96)
â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε

H(x̂, ε) = H0(x̂)+εH1(x̂)+ · · · = H0(x0)+ε

[
H1(x0) +

dH0

dx̂
(x0) · x1

]
+ . . . ,

(98)
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ãäå

H0(x̂) =
dQ

(−)
0

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x̂

− dQ
(+)
0

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x̂

, H0(x0) =
dQ

(−)
0

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

− dQ
(+)
0

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

;

H1(x̂) =
dQ

(−)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x̂

− dQ
(+)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x̂

+
dȳ

(−)
0

dx
(x̂)− dȳ

(+)
0

dx
(x̂),

H1(x0) =
dQ

(−)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

− dQ
(+)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

+
dȳ

(−)
0

dx
(x0)−

dȳ
(+)
0

dx
(x0).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå C(1)−ñøèâàíèÿ íà êàæ-
äîì øàãå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü îáðàùåíèÿ
â íîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ðÿäà (98).

Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâΠ(τ, ε) èR(ρ, ε)
ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò èçëîæåííóþ â ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèè. Ââèäó ýêñïî-
íåíöèàëüíûõ îöåíîê ïîãðàíôóíêöèé ÿñíî, ÷òî ëåâûé Π(τ, ε) è ïðàâûé
R(ρ, ε) ïîãðàíñëîè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂. Ïîýòî-
ìó äàëåå ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Q(±)(ξ, ε),
îïèñûâàþùèõ âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé.

Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü.

ε0 : → 0 = f(ȳ
(±)
0 (x), x)

ε1 : → 0 = fy(ȳ
(±)
0 (x), x) · ȳ(±)

1 (x)

ε2 : → ȳ
′′(±)
0 (x) = fy(ȳ

(±)
0 (x), x) · ȳ(±)

2 (x) + 1
2fyy(ȳ

(±)
0 (x), x) · ȳ(±)2

1 (x)
. . .

εn : → ȳ
′′(±)
n−2 (x) = fy(ȳ

(±)
0 (x), x) · ȳ(±)

n (x) + f̄
(±)
n (x),

(99)

ãäå f̄
(±)
n (x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, èíäåêñû (−) è (+) îòíîñÿòñÿ ê îáëà-

ñòÿì (0, x̂) è (x̂, 1) ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó Óñëîâèÿ 3 âñå óðàâíåíèÿ (99) ðàçðåøèìû åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì è â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âîçüìåì

y
(−)
0 (x) = φ(−)(x), x ∈ [0, x̂)

y
(+)
0 (x) = φ(+)(x), x ∈ (x̂, 1]

(100)
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Ôóíêöèè âíóòðåííåãî ñëîÿ: íóëåâîå ïðèáëèæåíèå.

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì:

d2Q
(−)
0

dξ2
= f(φ(−)(x̂) +Q

(−)
0 (ξ), x̂), ξ < 0

Q
(−)
0 (0) = φ(x̂)− φ(−)(x̂), Q

(−)
0 (−∞) = 0,

(101)

è
d2Q

(+)
0

dξ2
= f(φ(+)(x̂) +Q

(+)
0 (ξ), x̂), ξ > 0

Q
(+)
0 (0) = φ(x̂)− φ(+)(x̂), Q

(+)
0 (+∞) = 0,

(102)

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ

Q̃(ξ) =

{
Q̃(−)(ξ) = φ(−)(x̂) +Q

(−)
0 (ξ), ξ < 0

Q̃(+)(ξ) = φ(+)(x̂) +Q
(+)
0 (ξ), ξ > 0

Î÷åâèäíî, ÷òî Q̃(ξ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òåïåðü çàäà÷è (101) è (102)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d2Q̃

dξ2
= f(Q̃, x̂); Q̃(0) = φ(x̂), Q̃(−∞) = φ(−)(x̂), Q̃(+∞) = φ(+)(x̂)

(103)
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (103) ñ óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì

ξ < 0 :

(
dQ̃

dξ

)2

≡

(
dQ̃(−)

dξ

)2

= 2

Q̃∫
φ(−)(x̂)

f(u, x̂)du,

ξ > 0 :

(
dQ̃

dξ

)2

≡

(
dQ̃(+)

dξ

)2

= 2

Q̃∫
φ(+)(x̂)

f(u, x̂)du,

(104)

Óñëîâèå C(1)− ñøèâàíèÿ (95) â òî÷êå ξ = 0 â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
ïî ε äàåò (ñì. (98))

H0(x0) =
dQ

(−)
0

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

− dQ
(+)
0

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

=
dQ̃(−)

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

− dQ̃(+)

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

= 0.
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Â äàííîì ñëó÷àå, ïîëüçóÿñü (104), ìîæíî çàïèñàòü ôóíêöèþ H0(x̂)
â ÿâíîì âèäå

H0(x̂) =
dQ̃(−)

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x̂

− dQ̃(+)

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x̂

=

√√√√√√2 ·
Q̃(0)∫

φ(−)(x̂)

f(u, x̂)du −

√√√√√√2 ·
Q̃(0)∫

φ(+)(x̂)

f(u, x̂)du.

(105)
Òàê êàê Q̃(0) = φ(x̂) = φ(x0) ïðè x̂ = x0, òî óñëîâèå ñøèâàíèÿ

H0(x0) = 0 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ x0 � ãëàâíîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ êîîðäèíàòû âíóòðåííåãî ïåðåõîä-
íîãî ñëîÿ:

φ(x0)∫
φ(−)(x0)

f(u, x0)du =

φ(x0)∫
φ(+)(x0)

f(u, x0)du ⇒
φ(+)(x0)∫

φ(−)(x0)

f(u, x0)du ≡ I(x0) = 0.

(106)
Óðàâíåíèå (106) èìååò ðåøåíèå x0 ∈ (0; 1) â ñèëó Óñëîâèÿ 4à).

Çàìåòèì, ÷òî (106) ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì ÿ÷åéêè íà ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè äëÿ ñèñòåìû 

dQ̃

dξ
= z̃

dz̃

dξ
= f(Q̃, x̂)

(107)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êàðòèíêà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8.

a) c �ÿ÷åéêîé� á) áåç �ÿ÷åéêè�

Ðèñ. 8 Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü óðàâíåíèÿ (107)
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Óñëîâèÿ 3 è 4à) îáåñïå÷èâàþò ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (103) è ýêïîíåí-
öèàëüíóþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ ïðè ξ → ±∞:

|Q̃(ξ)− φ(−)(x̂)| < C exp(κξ) ïðè ξ → −∞,

|Q̃(ξ)− φ(+)(x̂)| < C exp(−κξ) ïðè ξ → +∞,

ãäå C è κ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò ε.

Çàìå÷àíèå 1. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé óñëîâèå áàëàíñà ðå-
àêöèè âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî íà âñåì îòðåçêå x ∈ [0; 1]

φ(+)(x)∫
φ(−)(x)

f(u, x)du ≡ 0 x ∈ [0; 1].

Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ �êðèòè÷åñêèì�, à ïîëîæåíèå âíóòðåííåãî ñëîÿ
îïðåäåëÿåòñÿ èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé.

Çàìå÷àíèå 2. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé óñëîâèå áàëàíñà ðå-
àêöèè íå âûïîëíåíî íè â îäíîé òî÷êå îòðåçêà x ∈ [0; 1], ò.å. íè ïðè êàêîì
x íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íåò �ÿ÷åéêè�. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ðå-
øåíèÿ ñ âíóòðåííèì ñëîåì íå ñóùåñòâóåò.

Ôóíêöèè âíóòðåííåãî ñëîÿ: ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì èç (99)

ȳ
(±)
1 (x) = 0.

Ôóíêöèè Q
(±)
1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷

d2Q
(±)
1

dξ2
= f̃y(ξ) ·Q(±)

1 + h
(±)
1 (ξ)

Q
(±)
1 (0) = −y

(±)
1 (x̂), Q

(±)
1 (±∞) = 0,

(108)

ãäå

h
(±)
1 (ξ) = f̃y ·

(
y
(±)
1 (x̂) + ξ · dφ

(±)

dx
(x̂)

)
+ f̃x · ξ,

è îáîçíà÷åíî f̃y = fy(Q̃(ξ), x̂), f̃x = fx(Q̃(ξ), x̂).
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Ââåäåì ôóíêöèþ Φ(ξ) =
dQ̃

dξ
. Òîãäà ðåøåíèå (108) äàåòñÿ â ÿâíîì

âèäå ôîðìóëîé:

Q
(±)
1 (ξ) =

Φ(ξ)

Φ(0)
·Q(±)

1 (0)− Φ(ξ)

ξ∫
0

1

Φ2(η)

±∞∫
η

Φ(τ)h
(±)
1 (τ)dτdη (109)

Óñëîâèå C(1)− ñøèâàíèÿ (95) â òî÷êå ξ = 0 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ïî ε äàåò (ñì. (98))

H1(x0) +
dH0

dx̂
(x0) · x1 = 0, (110)

ãäå

H1(x0) =
dQ

(−)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

− dQ
(+)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

+
dΦ(−)

dx
(x0)−

dΦ(+)

dx
(x0).

Çàìåòèì, ÷òî

Q̃(ξ)
∣∣∣ξ=0
x=x0

= Φ(x0), Φ(0)|x=x0
=

dQ̃

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

=

√√√√√√2 ·
Φ(x0)∫

Φ(−)(x0)

f(u, x0)du

(â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âìåñòî Φ(−)(x0) ìîæíî ïèñàòü Φ(+)(x0)).

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé èç (105) ïîëó÷àåì

dH0

dx̂
(x0) =

Φ(+)(x0)∫
Φ(−)(x0)

fx(u, x0)du√√√√2 ·
Φ(x0)∫

Φ(−)(x0)

f(u, x0)du

=
1

Φ(0)
·
Φ(+)(x0)∫

Φ(−)(x0)

fx(u, x0)du.

Êðîìå òîãî, òàê êàê Φ′(0) = Q̃′′(0) = f(Φ(x̂), x̂) = 0, òî èç (109) èìååì
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dQ
(−)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

− dQ
(+)
1

dξ

∣∣∣∣∣ξ=0
x=x0

=
1

Φ(0)

∞∫
−∞

Φ(τ)h1(τ)dτ

è

H1(x0) =
dΦ(−)

dx
(x0)−

dΦ(+)

dx
(x0) +

1

Φ(0)

∞∫
−∞

Φ(τ)h1(τ)dτ ,

ãäå

h1(τ) =

{
h
(−)
1 (τ), ïðè τ < 0

h
(+)
1 (τ), ïðè τ > 0 .

Ïîýòîìó (110) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

x1 ·
Φ(+)(x0)∫

Φ(−)(x0)

fx(u, x0) du+G1(x0) = 0, (111)

ãäå

G1(x0) = Φ(0) ·

(
dΦ(−)

dx
(x0)−

dΦ(+)

dx
(x0)

)
+

∞∫
−∞

Φ(τ)h1(τ)dτ

� èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Óðàâíåíèå (111) ðàçðåøèìî â ñèëó Óñëîâèÿ 4á) è îïðåäåëÿåò ñëåäó-

þùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåõîäà x1.

Â ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèÿõ xn îïðåäåëÿþòñÿ èç ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé òèïà (111).

Îáîçíà÷èì Yn(x, ε) =
n∑

k=0

εk(ȳ
(±)
k +Q

(±)
k +Πk +Rk).

Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèé 1-5 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå y(x, ε) çàäà÷è (88), èìåþùåå âèä êîíòðàñòíîé ñòðóê-

òóðû, ïðè÷åì

y(x, ε) = Yn(x, ε) +O(εn+1).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 9.
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Ðèñ. 9 Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà çàäà÷à
ñ àäâåêöèåé  ε

d2y

dx2
= A(y, x)

dy

dx
+ f(y, x), x ∈ (0, 1)

y(0) = y0, y(1) = y1

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå âíóòðåííåãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ íå áàëàíñîì
ðåàêöèè

Φ(+)(x)∫
Φ(−)(x)

f(u, x)du = 0,

à áàëàíñîì àäâåêöèè
Φ(+)(x)∫

Φ(−)(x)

A(u, x)du = 0,

ãäå Φ(−)(x) è Φ(+)(x) � ðåøåíèÿ âûðîæäåííîãî (äèôôåðåíöèàëüíîãî)
óðàâíåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè â òî÷êàõ x = 0 è x = 1 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè óñëîâèå áàëàíñà ðåàêöèè íå âûïîëíåíî íè â îäíîé
òî÷êå îòðåçêà x ∈ [0; 1], òî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñ âíóòðåííèì ñëîåì
íå ñóùåñòâóåò. Íî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà çàäà÷à
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î äâèæåíèè ôðîíòà
ε2

∂2y

∂x2
− ε

∂y

∂t
= f(y, x, ε), x ∈ (0, 1)

y(0, t) = y0, y(1, t) = y1

y(x, 0) = yinit(x)

Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå íóëåâîå ïðèáëèæåíèå
àñèìïòîòèêè âûãëÿäèò òàê

d2u

dξ2
+ V

du

dξ
= f(u, x) (x, V � ïàðàìåòðû),

Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü èìååò âèä

Ðèñ. 10

Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí ïîçäíåå.

2.3 Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ε2
d2y

dx2
= (y2 − 1)(y − (0.6− x)), x ∈ (0, 1)

y(0) = 0, y(1) = 0.5

Â äàííîì ñëó÷àå

f(y, x) = ((y2−1)(y−(0.6−x)) ⇒ Φ(+)(x) = 1, Φ(−)(x) = −1, Φ(x) = 0.6−x
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óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèÿì 1 è 2;

Φ(−)(x) = −1 < Φ(x) = 0.6−x < Φ(+)(x) = 1 ïðè âñåõ x ∈ [0; 1],

fy(Φ
(−)(x), x) = 0.8+2x > 0, fy(Φ

(+)(x), x) = 3.2−2x > 0 x ∈ [0; 1],

ò.å. Óñëîâèå 3 òàêæå âûïîëíåíî.
Óðàâíåíèå (106) äëÿ òî÷êè ïåðåõîäà èìååò âèä

I(x) =

1∫
−1

(u2 − 1)(u− (0.6− x))du =
4

3
(0.6− x) = 0,

îòêóäà îïðåäåëÿåì ïîëîæåíèå òî÷êè ïåðåõîäà x0 = 0.6 ∈ (0; 1).

Óñëîâèå 4 âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. Ix(0.6) = −4

3
̸= 0.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðåãóëÿðíîãî ðÿäà

ȳ0(x) =

{
ȳ
(−)
0 (x) = −1, x ∈ (0; 0.6)

ȳ
(+)
0 (x) = 1, x ∈ (0.6; 1)

Âíóòðåííèé ñëîé â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ èç çàäà÷è
(103), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

d2Q̃

dξ2
= (Q̃2 − 1) · Q̃; Q̃(0) = 0, Q̃(−∞) = −1, Q̃(+∞) = 1

è ðåøàåòñÿ òî÷íî:

Q̃ = tanh

(
ξ√
2

)
Äëÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà ñëåäóåò çàïèñàòü

çàäà÷ó (59) èëè (60), íà ïðàâîì � (63) èëè (64). Ýòè óðàâíåíèÿ â äàííîì
ñëó÷àå ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11.

a) ȳ0(x) á) ȳ0(x) +Q0 â)
ȳ0(x) +Q0 +Π0 +R0

Ðèñ. 11
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Ãëàâà 4. Íåñòàöèîíàðíûå êîíòðàñòíûå ñòðóêòóðû: äâèæå-

íèå ôðîíòîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ ñ
âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì ñëîåì òèïà äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà â çàäà÷å äëÿ
óðàâíåíèÿ ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
à) äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ

ε2
∂2u

∂x2
− ε

∂u

∂t
= f(u, x, ε), x ∈ (0; 1), t ∈ (0, T ],

ux(0, t, ε) = 0, ux(1, t, ε) = 0,

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0, 1];

á) â çàäà÷å ñ àäâåêöèåé

ε
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= A(u, x)

∂u

∂x
+B(u, x), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

u(0, t, ε) = u0, u(1, t, ε) = u1,

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0, 1].

Â îòëè÷èå îò ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåé
ãëàâå, çäåñü íå âûïîëíåíî óñëîâèå áàëàíñà ðåàêöèè (èëè àäâåêöèè) íè â
îäíîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ïîýòîìó ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
ñ âíóòðåííèìè ñëîÿìè íå ñóùåñòâóåò, à äâèæåíèå ôðîíòà îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ:
â ñëó÷àå à) � äèñáàëàíñîì ðåàêöèè;
â ñëó÷àå â) � äèñáàëàíñîì àäâåêöèè.

Ëîêàëèçàöèÿ, ñêîðîñòü è ñòðóêòóðà ôðîíòà çàðàíåå íåèçâåñòíû, è
îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè.

�1. Äâèæóùèåñÿ ôðîíòû â óðàâíåíèè ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ: ïðåä-

âàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
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�2. Äâèæóùèåñÿ ôðîíòû â óðàâíåíèè ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ: àë-

ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

Ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîìåðíîå óðàâíåíèå ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ.

ε2
∂2u

∂x2
− ε

∂u

∂t
= f(u, x, ε), x ∈ (0; 1), t ∈ (0, T ],

ux(0, t, ε) = 0, ux(1, t, ε) = 0,

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0, 1]

(112)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà, ò.å. òàêîå, êîòî-
ðîå áëèçêî ê íåêîòîðûì ðàçëè÷íûì óðîâíÿì ñïðàâà è ñëåâà îò íåêîòîðîé
òî÷êè x̂(t, ε), à â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íàáëþäàåòñÿ óçêèé âíóòðåííèé
ïåðåõîäíûé ñëîé (ñì. Ðèñ. 1)

Ðèñ. 1

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä óñëîâèé.

Óñëîâèå 1. Ôóíêöèÿ f(u, x, ε) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ (èëè áåñêî-

íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà) â îáëàñòè D = {y ∈ (A;B), x ∈ (0; 1)}.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ïîðÿäêà N íåîáõîäèìî ïî-
òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè f(u, x, ε) äî ïîðÿäêà
N + 1.

Óñëîâèå 2. Âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(u, x, 0) = 0 èìååò íà îò-

ðåçêå x ∈ [0; 1] òðè êîðíÿ φ(−)(x), φ(+)(x) è φ(x), ïðè÷åì

1) φ(−)(x) < φ(x) < φ(+)(x)

2) fu(φ
(±)(x), x, 0) > 0, fu(φ(x), x, 0) < 0

Óñëîâèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò t = 0 ôðîíò óæå ñôîð-

ìèðîâàëñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x00 ∈ (0; 1), ò.å. ôóíêöèÿ uinit(x, ε)
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èìååò âèä

uinit(x, ε) =

{
φ(−)(x) +O(ε), x ∈ [0, x00)

φ(+)(x) +O(ε), x ∈ (x00, 1]
(ñì. Ðèñ. 2)

Ðèñ. 2

Óñëîâèå 3 îçíà÷àåò, ÷òî x̂(0, ε) = x00

Çàìå÷àíèå. Âîïðîñû ôîðìèðîâàíèÿ ôðîíòà èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà èçó÷àëèñü â [?????], [?????].

Óñëîâèå 4. Ïóñòü

φ(+)(x)∫
φ(−)(x)

f(u, x, 0)du > 0 ïðè x ∈ [0; 1]

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå 4 îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-
íèé çàäà÷è (112) íà îòðåçêå [0; 1].
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âñïîìíèòü ôàçîâóþ ïëîñêîñòü ïðèñîåäèíåííîãî
óðàâíåíèÿ (ñì. Ãëàâó 2)

d2ũ

dξ2
= f(ũ, x, 0), x� ïàðàìåòð, (113)

òî ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèÿ 4 îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì
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Ðèñ. 3

ò.å. íè ïðè êàêîì x ∈ [0; 1] "ÿ÷åéêà"íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íå íàáëþ-
äàåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à

d2ũ

dξ2
= f(ũ, x, 0), x� ïàðàìåòð, (114)

ũ(0, x) = φ(x), ũ(−∞, x) = φ(−)(x), ũ(+∞, x) = φ(+)(x),

ðåøåíèé íå èìååò, è ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì
ñëîåì òàêæå íå ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãóþ çàäà÷ó

d2ũ

dξ2
+ v0 ·

dũ

dξ
= f(ũ, x, 0), x è v0 � ïàðàìåòðû, (115)

ũ(0, x) = φ(x), ũ(−∞, x) = φ(−)(x), ũ(+∞, x) = φ(+)(x),

ãäå f(ũ, x, 0) óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 2.

Âîçìîæíûé âèä ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 4
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à) á)

Ðèñ. 4 Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü óðàâíåíèÿ (115).

Òåïåðü òî÷êè ïîêîÿ (φ(±)(x), 0) óðàâíåíèÿ (115) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ïîêîÿ òèïà ñåäëà, à (φ(x), 0) â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî â
ïðåäûäóùåé ãëàâå � òî÷êà ïîêîÿ òèïà íåóñòîé÷èâîãî ôîêóñà (èëè óçëà),
à íå öåíòðà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåïåðü ïîäáîðîì ïàðàìåòðà v0 ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñåïàðàòðèñû, ñâÿçûâàþùèå 2 ñåäëà.

Çàìåòèì, ÷òî âûïèñàòü òî÷íîå ðåøåíèå (115) íå âñåãäà âîçìîæíî. Â
ñëåäóþùåì ïðèìåðå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ñåïàðàòðèñà, ñîåäèíÿþ-
ùàÿ ñåäëà, è ïàðàìåòð v0(x) íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå.

Ïðèìåð.

Ïóñòü f(u, x, ε) = (u2 − 1)(u− φ(x)), ò.å. φ(−)(x) = −1, φ(+)(x) = 1, è
ïóñòü −1 < φ(x) < 1 ïðè x ∈ [0; 1]. Òîãäà

fu(φ
(±)(x), x, 0) > 0, fy(φ(x), x, 0) < 0

è çàäà÷à (115) èìååò âèä

d2ũ

dξ2
+ v0 ·

dũ

dξ
= (ũ2 − 1)(ũ− φ(x)), (116)

ũ(0, x) = φ(x), ũ(−∞, x) = −1, ũ(+∞, x) = 1,
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Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (116) â âèäå ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû

dũ

dξ
= z

dz

dξ
= −v0 · z + (ũ2 − 1)(ũ− φ(x))

ũ(±∞) = ±1

(117)

Óðàâíåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

z
dz

dũ
+ v0 · z = (ũ2 − 1)(ũ− φ(x)).

Òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìû (117) (ũ = −1; z = 0) è (ũ = 1; z = 0) � òèïà ñåäëà;
óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñû, èõ ñîåäèíÿþùåé, áóäåì èñêàòü â âèäå

z = A · (ũ2 − 1), ãäå A < 0.

Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì

2A2 = 1, A·v0 = −φ(x) ⇒ A = − 1√
2
, v0(x) = φ(x)

√
2.

Äëÿ çàäà÷è (115) õîðîøî èçâåñòåí [6] ñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò:
äëÿ êàæäîãî x ∈ [0; 1] ñóùåñòâóåò ïàðà v0(x) è ũ(ξ;x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå (115), ïðè÷åì

|ũ(ξ;x)− φ(±)(x)| ≤ Ce−κ|ξ| ïðè ξ → ±∞.

Çàìå÷àíèå. Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî, êîãäà äëÿ ôàçîâîé ïëîñêîñòè
óðàâíåíèÿ (115) (Ðèñ. 3) ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé à).

Óñëîâèå 5. Ïóñòü v0(x) òàêîâî, ÷òî çàäà÷à (115), ãäå f(ũ, x, 0)
óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèþ 2

d2ũ

dξ2
+ v0 ·

dũ

dξ
= f(ũ, x, 0), x è v0 � ïàðàìåòðû,

ũ(0, x) = φ(x), ũ(−∞, x) = φ(−)(x), ũ(+∞, x) = φ(+)(x),

èìååò ðåøåíèå, ò.å. ñóùåñòâóåò ñåïàðàòðèñà, èäóùàÿ èç ñåäëà â ñåäëî

(Ðèñ 3à)).

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû çàäà÷à Êîøè

dx

dt
= v0(x) x(0) = x00 ∈ (0; 1)

67



èìåëà ðåøåíèå x(t) ∈ (0; 1).

Çàìåòèì, ÷òî âûïèñàòü òî÷íîå ðåøåíèå (115) è íàéòè ïàðàìåòð v0, à
çíà÷èò, ýôôåêòèâíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå â Óñëîâèè 5, íå âñåãäà âîçìîæ-
íî. Â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ýòî ìîæíî
ñäåëàòü â ÿâíîì âèäå.

Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå ôðîíòà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êàê òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ ðåøåíèÿ u(x, t, ε) è ñðåäíåãî êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíå-
íèÿ φ(x) è áóäåì îïèñûâàòü åãî êîîðäèíàòó ôóíêöèåé x̂(t, ε) (Ðèñ. 1).

Ðèñ. 5

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå u(x̂(t, ε), t, ε) = φ(x̂(t, ε)).

Ëîêàëèçàöèÿ ôðîíòà x̂(t, ε) çàðàíåå íåèçâåñòíà, è ïðåäñòàâèì ôóíê-
öèþ x̂(t, ε) â âèäå ðÿäà

x̂(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . . . (118)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ (112) ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è

ε2
∂2u(−)

∂x2
− ε

∂u(−)

∂t
= f(u(−), x, ε), x ∈ (0; x̂(t, ε)),

u(−)
x (0, t, ε) = 0, u(−)(x̂(t, ε), t, ε) = φ(x̂(t, ε)),

u(−)(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [0; x̂(t))

(119)

è

ε2
∂2u(+)

∂x2
− ε

∂u(+)

∂t
= f(u(+), x, ε), x ∈ (x̂(t, ε)); 1),

u(+)(x̂(t, ε)), t, ε) = φ(x̂(t, ε)), u(+)
x (1, t, ε) = 0,

u(+)(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ (x̂(t, ε); 1]

(120)
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Àñèìïòîòèêó êàæäîé èç çàäà÷ (119) è (120) ñòðîèì â âèäå

u(±) = ū(±)(x, t, ε) +Q(±)(ξ, t, ε) + Π(±)(τ (±), ε), (121)

ãäå

ξ =
x− x̂(t, ε)

ε
, τ (−) =

x

ε
, τ (+) =

x− 1

ε
è íàçíà÷åíèå êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ î÷åâèäíî.

Ïîãðàíè÷íûåΠ(±)(τ (±), ε)ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà ñòðîÿòñÿ îáû÷-
íûì ñïîñîáîì è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò âäàëè îò ãðàíèö. Ïîýòîìó
ðàññìîòðèì ïîäðîáíî òîëüêî ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèéQ(±)(ξ, t, ε),
îïèñûâàþùèõ äâèæóùèéñÿ ôðîíò.

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå x̂(t, ε) ðåøåíèÿ (119) è (120) ñîãëàñîâàíû äî
íåïðåðûâíîñòè. Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ C(1)-ñøèâàíèÿ (íåïðå-
ðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé) â ýòîé òî÷êå:

ε
dū(−)

dx
(x̂(t, ε), ε) +

∂Q(−)

∂ξ
(0, t, ε) = ε

dū(+)

dx
(x̂(t, ε), ε) +

∂Q(+)

∂ξ
(0, t, ε).

(122)
Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ñëàãàåìûå (121) â âèäå ðÿäîâ

ū(±)(x, ε) = ū
(±)
0 (x) + εū

(±)
1 (x) + . . .+ εnū(±)

n (x) + . . . , (123)

Q(±)(ξ, t, ε) = Q
(±)
0 (ξ, t) + εQ

(±)
1 (ξ, t) + . . .+ εnQ(±)

n (ξ, t) + . . . . (124)

Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå C(1) - ñøèâàíèÿ, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà-
÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì

H(x̂, ε) ≡ ε
dū(−)

dx
(x̂, ε)+

dQ(−)

dξ
(0, t, ε)−ε

dū(+)

dx
(x̂, ε)− dQ(+)

dξ
(0, t, ε), (125)

òîãäà óñëîâèå C(1) - ñøèâàíèÿ ïðèìåò âèä

H(x̂, ε) = 0 (126)

Ïîäñòàâèâ ñþäà (123) è (124), à òàêæå x̂(t, ε) = x0(t)+εx1(t)+ε2x2(t)+
. . . , ïðåäñòàâèì (126) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε

H(x̂, ε) = H0(x̂)+εH1(x̂)+· · · = H0(x0(t))+ε

[
H1(x0(t)) +

dH0

dx̂
(x0(t)) · x1

]
+. . . ,

(127)
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ãäå

H0(x0(t)) =
dQ̃

(−)
0

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

− dQ̃
(+)
0

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

H1(x0(t)) =
dQ̃

(−)
1

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

− dQ̃
(+)
1

dξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

+
dū

(−)
0

dx
(x0(t))−

dū
(+)
0

dx
(x0(t))

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå C(1) - ñøèâàíèÿ íà êàæäîì
øàãå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü îáðàùåíèÿ â íîëü
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ðÿäà (127).

Ãëàâíûå ÷ëåíû ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè îïðåäåëèì òàê:

ū0(x, t) =

{
ū
(−)
0 (x) = φ(−)(x), 0 ≤ x ≤ x̂(t, ε),

ū
(+)
0 (x) = φ(+)(x), x̂(t, ε) ≤ x ≤ 1.

(128)

Ôóíêöèè ū
(±)
k (x) ïðè k ≥ 1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé:

fu(φ
(±)(x), x, 0) · ū(±)

k = h
(±)
k (x) (129)

ãäå h
(±)
k (x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ (129) îáåñïå÷è-

âàåòñÿ Óñëîâèåì 2. Â ÷àñòíîñòè, h
(±)
1 (x) = −fε(φ

(±)(x), x, 0) è

ū
(±)
1 (x) = − fε(φ

(±)(x), x, 0)

fu(φ(±)(x), x, 0)
.

Ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ: íóëåâîå ïðèáëèæåíèå.

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Q(±), ïåðåïèøåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â óðàâíåíèè (112) â ïåðåìåííûå (ξ, t), ãäå

ξ =
x− x̂(t, ε)

ε
.

Ïðîäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

ε2
∂2

∂x2
− ε

∂

∂t
−→ ∂2

∂ξ2
+

dx̂

dt
· ∂

∂ξ
− ε

∂

∂t
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå, à òàêæå (123) - (124) â çàäà÷è (119) -
(120) è ïðèðàíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ε, âûïèøåì óðàâíåíèÿ

äëÿ ôóíêöèé Q
(±)
i (ξ, t), i = 0, 1, . . ..
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Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì:

∂2Q
(−)
0

∂ξ2
+

dx̂

dt
· ∂Q

(−)
0

∂ξ
= f(φ(−)(x̂(t, ε)) +Q

(−)
0 , x̂(t, ε), 0), ξ < 0

Q
(−)
0 (0, t) = φ(x̂(t, ε))− φ(−)(x̂(t, ε)), Q

(−)
0 (−∞, t) = 0,

(130)
è

∂2Q
(+)
0

∂ξ2
+

dx̂

dt
· ∂Q

(+)
0

∂ξ
= f(φ(+)(x̂(t, ε)) +Q

(+)
0 , x̂(t, ε), 0), ξ > 0

Q
(+)
0 (0, t) = φ(x̂(t, ε))− φ(+)(x̂(t, ε)), Q

(+)
0 (+∞, t) = 0,

(131)
Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ

Q̃(ξ, x̂(t, ε)) =

{
Q̃(−)(ξ, x̂(t, ε)) = φ(−)(x̂(t, ε)) +Q

(−)
0 (ξ, t), ξ < 0

Q̃(+)(ξ, x̂(t, ε)) = φ(+)(x̂(t, ε)) +Q
(+)
0 (ξ, t), ξ > 0

Î÷åâèäíî, ÷òî Q̃(ξ, x̂(t, ε))� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òåïåðü çàäà÷è (130)
è (131) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂2Q̃

∂ξ2
+

dx̂

dt
· ∂Q̃
∂ξ

= f(Q̃, x̂(t, ε), 0) (132)

Q̃(0, x̂(t, ε)) = φ(x̂(t, ε)),

Q̃(−∞, x̂(t, ε)) = φ(−)(x̂(t, ε)), Q̃(+∞, x̂(t, ε)) = φ(+)(x̂(t, ε))

Çàäà÷à (132) ñîâïàäàåò ñ (115) (ñì. Óñëîâèå 5).

Óñëîâèå 5. Ïóñòü v0(x) òàêîâî, ÷òî çàäà÷à

d2ũ

dξ2
+ v0 ·

dũ

dξ
= f(ũ, x, 0), x è v0 � ïàðàìåòðû,

ũ(0, x) = φ(x), ũ(−∞, x) = φ(−)(x), ũ(+∞, x) = φ(+)(x),

èìååò ðåøåíèå, ò.å. ñóùåñòâóåò ñåïàðàòðèñà, èäóùàÿ èç ñåäëà â ñåäëî.
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Ðèñ. 6

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü
dx̂

dt
= v0 , íàéäåííîìó â (115), òî

óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé áóäåò âûïîëíåíî.

Èòàê, íóëåâîå ïðèáëèæåíèå êîîðäèíàòû ôðîíòà îïðåäåëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è Êîøè

dx0
dt

= v0(x0), x0(0) = x00, (133)

êîòîðàÿ ðàçðåøèìà â ñèëó Óñëîâèÿ 5.

Ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ: àñèìïòîòèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ ū
(±)
1 (x) ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

fu(φ
(±)(x), x, 0) · ū(±)

1 + fε(φ
(±)(x), x, 0) = 0, êîòîðûå ðàçðåøèìû â ñèëó

Óñëîâèÿ 2.

Äëÿ ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ Q
(±)
1 èìååì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

∂2Q
(±)
1

∂ξ2
+

dx̂

dt
· ∂Q

(±)

1

∂ξ
− f̃u ·Q(±)

1 = q1(ξ, t) ≡ (134)

≡ ∂Q
(±)

0 (ξ, t)

∂t
+

[
f̃x + f̃u · dφ

(±)

dx
(x̂)

]
· ξ + f̃u · ū(±)

1 (x̂) + f̃ε

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè

Q
(±)
1 (0, t) = −u

(±)
1 (x̂(t, ε), Q

(±)

1 (±∞, t) = 0. (135)
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Â (134) ñèìâîë g̃ îçíà÷àåò ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò àðãóìåíòà
(
Q̃(ξ), x̂, 0

)
.

Îáîçíà÷èâ Φ(ξ, t) =
∂Q̃

∂ξ
, v =

dx̂

dt
çàïèøåì ðåøåíèå (134) ñ óñëî-

âèÿìè (135) â ÿâíîì âèäå (ôóíêöèÿ q1(ξ, t) îïðåäåëåíà â (134)):

Q
(±)
1 (ξ, t) =

Φ(ξ, t)

Φ(0, t)
Q

(±)
1 (0, l)− Φ(ξ, t)

ξ∫
0

e−v0η

Φ2(η, t)

±∞∫
η

Φ(τ, t)ev0τq1(τ, t)dτdη

(136)
Óñëîâèå C(1) - ñøèâàíèÿ (127) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ε äàåò

∂Q
(+)
1 (ξ, l)

∂ξ
− ∂Q

(−)
1 (ξ, l)

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=0

=
dφ(−)

dx
− dφ(+)

dx

∣∣∣∣∣
x=x̂

. (137)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíûå
∂Q

(±)
1 (ξ,l)
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

, âû÷èñëåííûå èç (136) â (137),

ïîëó÷èì ëèíåéíóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ x1(t):

dx1
dt

= B(t) · x1 +R(t), λ1(0) = 0, (138)

ãäå B(t) è R(t) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, íå çàâèñÿùèå îò x1(t) è åå ïðîèç-
âîäíûõ.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåäóðó, â ñëåäóþùèõ ïîðÿäêàõ ïî ε ïîëó÷èì ëèíåé-

íûå çàäà÷è äëÿ Q
(±)
i (ξ, t), i = 2, 3, ... , à òàêæå ëèíåéíûå çàäà÷è Êîøè

òèïà (138) äëÿ xi(t), i = 2, 3, ...

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Îáîçíà÷èì Xn(t, ε) =
n∑

k=0

εkxk(t), Yn(x, t, ε) =
n∑

k=0

εk(ȳ
(±)
k +

Q
(±)
k +Πk +Rk).

Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèé 1-5 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùå-
ñòâóåò ðåøåíèå y(x, ε) çàäà÷è (112), èìåþùåå âèä êîíòðàñòíîé ñòðóê-
òóðû, ïðè÷åì

y(x, t, ε) = Yn(x, t, ε) +O(εn+1).

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 7.
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Ðèñ. 7 Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

�3. Äâèæóùèåñÿ ôðîíòû â çàäà÷àõ ñ àäâåêöèåé

74



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Áóòóçîâ Â.Ô. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
çàäà÷àõ. ßðîñëàâëü: ßðÃÓ, 2014.

[2] Âàñèëüåâà À.Á., Áóòóçîâ Â.Ô. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøå-
íèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà, 1973.

[3] Âàñèëüåâà À.Á., Áóòóçîâ Â.Ô. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè
ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1990.

[4] Âàñèëüåâà À.Á.. Áóòóçîâ Â.Ô., Íåôåäîâ Í.Í. Êîíòðàñòíûå ñòðóê-
òóðû â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ // Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è
ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà. 1998. T.4, �3, ñ. 799�851.

[5] Òèõîíîâ À.Í. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå
ìàëûå ïàðàìåòðû. // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. 1952. T. 31(73), �3,
ñ. 147�156.

[6] Âàñèëüåâà À.Á., Áóòóçîâ Â.Ô., Íåôåäîâ Í.Í. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð, //Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà, 1997, �7,
C. 4�32.

[7] Íåôåäîâ Í.Í.Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ íåêîòîðûõ
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ // Äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1995. T.31, �4, ñ. 718�722.

[8] Í.Í. Íåôåäîâ, Þ. Â. Áîæåâîëüíîâ. Äâèæåíèå ôðîíòà â ïàðàáî-
ëè÷åñêîé çàäà÷å ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ. Æ. Âû÷. Ìàò. è Ìàò. Ôèç.,
2010, òîì 50, �2, cc. 276�285.

[9] Í.Ò. Ëåâàøîâà, Í.Í. Íåô¼äîâ, À.Â. ßãðåìöåâ Êîíòðàñòíûå ñòðóê-
òóðû â óðàâíåíèÿõ ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ â ñëó÷àå ñáàëàíñè-
ðîâàííîé àäâåêöèè. Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè, 2013, òîì 53, �3, ñ. 365-376.

[10] Áóòóçîâ Â.Ô. Êîíòðàñòíûå ñòðóêòóðû òèïà âñïëåñêà â ïàðàáîëè-
÷åñêîé ñèñòåìå äâóõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé. //Æ. âû-
÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 1997. Ò. 37. �4. Ñ. 415�428.

[11] Íåôåäîâ Í.Í.Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ñ âíóòðåííèìè
ñëîÿìè. //Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 1995. Ò.31. �7. Ñ. 1142�1149.

75



[12] Sattinger, D.H., Monotone Methods in Elliptic and Parabolic Boundary
Value Problems, Indiana Univ. Math. J., vol. 21. no. 11. pp. 979�1001
(1972)

[13] Íåôåäîâ Í.Í. Îáùàÿ ñõåìà àñèìïòîòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ óñòîé-
÷èâûõ êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð. //Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2010. Ò.6.
�1. Ñ.181�186.

[14] Âàñèëüåâà À.Á., Áóòóçîâ Â.Ô., Íåôåäîâ Í.Í. Ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûå çàäà÷è ñ ïîãðàíè÷íûìè è âíóòðåííèìè ñëîÿìè // Òðóäû
Ìàòåìàòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà, 2010, ò. 268, ñ.
268-283.

[15] Nefedov N.N., Recke L., Schnieder K.R. Existence and asymptotic
stability of periodic solutions with an interior layer of reaction-
advection-di�usion equations. Journal of Mathematical Analysis and
Applications 405 (2013), pp. 90-103.

76


