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Ó÷åÆíîå ïîæîÆŁå, ïðåäºàªàåìîå âíŁìàíŁþ ÷ŁòàòåºåØ, íàïŁæàíî íà îæ-
íîâå ìíîªîºåòíåªî îïßòà ÷òåíŁÿ ºåŒöŁØ Ł âåäåíŁÿ æåìŁíàðæŒŁı çàíÿòŁØ
ïî äŁæöŁïºŁíàì ¾ÀíàºŁòŁ÷åæŒàÿ ªåîìåòðŁÿ¿ Ł ¾¸ŁíåØíàÿ àºªåÆðà¿ íà
ïåðâîì Œóðæå ôŁçŁ÷åæŒîªî ôàŒóºüòåòà ÌˆÓ Łì. Ì. ´. ¸îìîíîæîâà.

˜âå ïåðâßå ªºàâß íå Łìåþò ïðÿìîªî îòíîłåíŁÿ Œ Œóðæàì ºŁíåØ-
íîØ àºªåÆðß Ł àíàºŁòŁ÷åæŒîØ ªåîìåòðŁŁ, âıîäÿøŁì â ó÷åÆíßØ ïºàí
æòóäåíòîâ-ôŁçŁŒîâ. ˛äíàŒî æîäåðæàøŁØæÿ â íŁı ìàòåðŁàº æîâåðłåííî
íåîÆıîäŁì äºÿ ðàæłŁðåíŁÿ íàó÷íîªî Œðóªîçîðà Ł ôîðìŁðîâàíŁÿ ïðà-
âŁºüíîªî ìàòåìàòŁ÷åæŒîªî ìŁðîâîççðåíŁÿ. ´ ªºàâå 1 îÆæóæäàþòæÿ ïðî-
æòåØłŁå ïîíÿòŁÿ ºîªŁŒŁ � âßæŒàçßâàíŁÿ Ł ïðåäŁŒàòß, Łç Œîòîðßı æòðî-
ÿòæÿ âæå ìàòåìàòŁ÷åæŒŁå ŒîíæòðóŒöŁŁ, Ł ºîªŁ÷åæŒŁå îïåðàöŁŁ íàä íŁ-
ìŁ; ðàææìàòðŁâàþòæÿ îæíîâíßå ðàçíîâŁäíîæòŁ òåîðåì: íåîÆıîäŁìßå Ł
äîæòàòî÷íßå óæºîâŁÿ (ïðåïîäàâàòåºü äîºæåí äîÆŁòüæÿ îò æòóäåíòà ÷…ò-
Œîªî ïîíŁìàíŁÿ ýòŁı ïîíÿòŁØ!). ˆºàâà 2 ïî æóøåæòâó ïðåäæòàâºÿåò æî-
ÆîØ ªºîææàðŁØ îæíîâíßı îÆøåìàòåìàòŁ÷åæŒŁı ïîíÿòŁØ: ìíîæåæòâî, æîîò-
âåòæòâŁå, îòíîłåíŁå, îòîÆðàæåíŁå. ÑîîòâåòæòâóþøŁå òåðìŁíß Łæïîºüçó-
þòæÿ âî âæåı ðàçäåºàı ìàòåìàòŁŒŁ Ł å… ïðŁºîæåíŁÿı, îäíàŒî ÆîºüłŁí-
æòâî ó÷åÆíŁŒîâ ïðåíåÆðåªàåò Łı àŒŒóðàòíßì ŁçºîæåíŁåì. Àâòîð óÆåæ-
ä…í, ÷òî æâîÆîäíîå âºàäåíŁå ïîíÿòŁÿìŁ Ł ôàŒòàìŁ, æîäåðæàøŁìŁæÿ â
ïåðâßı äâóı ªºàâàı ïîæîÆŁÿ, ÿâºÿåòæÿ íåïðåìåííßì óæºîâŁåì óæïåłíî-
ªî îæâîåíŁÿ äàºüíåØłŁı äŁæöŁïºŁí ôŁçŁŒî-ìàòåìàòŁ÷åæŒîªî öŁŒºà.

Ñ òðåòüåØ ªºàâß íà÷Łíàåòæÿ æŁæòåìàòŁ÷åæŒîå ŁçºîæåíŁå ìàòåðŁà-
ºà, âıîäÿøåªî â æòàíäàðòíßØ Œóðæ àºªåÆðß Ł ªåîìåòðŁŁ äºÿ ôŁçŁŒîâ, â
óæºîâŁÿı æ…æòŒîªî öåØòíîòà, âßçâàííîªî óìåíüłåíŁåì ŒîºŁ÷åæòâà àóäŁ-
òîðíßı ÷àæîâ â æâÿçŁ æ ïåðåıîäîì âßæłåØ łŒîºß íà Œîìïåòåíòíîæòíóþ
ìîäåºü îÆðàçîâàíŁÿ, â ŒîòîðîØ ïðàŒòŁŒà Ł æàìîæòîÿòåºüíàÿ ðàÆîòà îÆœ-
ÿâºåíß äîìŁíàíòîØ ó÷åÆíîªî ïðîöåææà. ˝àçíà÷åíŁå äàííîªî ïîæîÆŁÿ �
îÆºåª÷Łòü æàìîæòîÿòåºüíóþ ðàÆîòó æòóäåíòîâ, íàó÷Łòü Łı ïðàâŁºüíî å…
ïºàíŁðîâàòü, à òàŒæå îÆåæïå÷Łòü ïðåïîäàâàòåºåØ, âåäóøŁı æåìŁíàðæŒŁå
çàíÿòŁÿ, äîæòàòî÷íîØ ïî ŒîºŁ÷åæòâó Ł ðàçíîîÆðàçŁþ ïîäÆîðŒîØ çàäà÷.

´ ªºàâàı 3 Ł 4 Łçó÷àþòæÿ ŒîìïºåŒæíßå ÷Łæºà Ł ìíîªî÷ºåíß; ýòŁ òå-
ìß, íåŒîªäà âıîäŁâłŁå â łŒîºüíßØ Œóðæ (îÆøŁØ ŁºŁ ôàŒóºüòàòŁâíßØ),
íßíå íå Łçâåæòíß äàæå ìíîªŁì âßïóæŒíŁŒàì ôŁçŁŒî-ìàòåìàòŁ÷åæŒŁı
æïåöłŒîº. ˝åò íóæäß äîºªî ªîâîðŁòü î ìíîªî÷Łæºåííßı ïðŁºîæåíŁÿı
îÆåŁı ýòŁı òåì.
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×òîÆß æäåºàòü ŁçºîæåíŁå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁı æþæåòîâ, âıîäÿøŁı â Œóðæ
àíàºŁòŁ÷åæŒîØ ªåîìåòðŁŁ Ł ºŁíåØíîØ àºªåÆðß, âîçìîæíî Æîºåå ŒðàòŒŁì
Ł ïîíÿòíßì, à òàŒæå ŁçÆåæàòü æŒó÷íßı ïîâòîðîâ âïîæºåäæòâŁŁ, æíà÷à-
ºà òðåÆóåòæÿ äîâîºüíî ªºóÆîŒî ðàçðàÆîòàòü íåîÆıîäŁìßØ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁØ
àïïàðàò: òåîðŁþ ìàòðŁö, îïðåäåºŁòåºåØ Ł æŁæòåì ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ;
ýòŁì âîïðîæàì ïîæâÿøåíß ªºàâß 5�8. ˇîäðîÆíîå îïŁæàíŁå âß÷ŁæºŁòåºü-
íßı àºªîðŁòìîâ æîïðîâîæäàåòæÿ ÆîºüłŁì ÷Łæºîì äåòàºüíî ðàçîÆðàííßı
ïðŁìåðîâ; çàŁíòåðåæîâàííßØ æòóäåíò ºåªŒî ðàçÆåð…òæÿ â ïðåäæòàâºåííîì
ìàòåðŁàºå.

Ñ ªºàâß 9 íà÷Łíàåòæÿ ŁçºîæåíŁå ªåîìåòðŁ÷åæŒîØ ÷àæòŁ Œóðæà â òðà-
äŁöŁîííîØ ïîæºåäîâàòåºüíîæòŁ: âåŒòîðíàÿ àºªåÆðà (ªºàâà 9), ïðÿìßå íà
ïºîæŒîæòŁ (ªºàâà 10), ïðÿìßå Ł ïºîæŒîæòŁ â ïðîæòðàíæòâå (ªºàâà 11), ºŁ-
íŁŁ âòîðîªî ïîðÿäŒà (ªºàâà 12), ïðåîÆðàçîâàíŁÿ æŁæòåì ŒîîðäŁíàò (ªºà-
âà 13), ïðŁâåäåíŁå óðàâíåíŁÿ ºŁíŁŁ âòîðîªî ïîðÿäŒà Œ ŒàíîíŁ÷åæŒîìó
âŁäó (ªºàâà 14), ïîâåðıíîæòŁ âòîðîªî ïîðÿäŒà (ªºàâà 15). ˚ æîæàºåíŁþ,
ïîºíîæòüþ çà ðàìŒàìŁ Œóðæà îæòàþòæÿ ìíîªŁå âîïðîæß àôôŁííîØ ªåî-
ìåòðŁŁ, îÆøàÿ òåîðŁÿ ºŁíŁØ Ł ïîâåðıíîæòåØ âòîðîªî ïîðÿäŒà Ł âæÿ ïðî-
åŒòŁâíàÿ ªåîìåòðŁÿ.

˚îºŁ÷åæòâî ªºàâ ïîæîÆŁÿ � 15 � ïðŁìåðíî æîîòâåòæòâóåò ŒîºŁ÷åæòâó
íåäåºü â îæåííåì æåìåæòðå. ˇîýòîìó, ïî ìíåíŁþ àâòîðà, îïòŁìàºüíßì
Æßºî Æß ïºàíŁðîâàíŁå ðàÆîòß, ïðŁ Œîòîðîì â òå÷åíŁå îäíîØ íåäåºŁ Łçó-
÷àåòæÿ îäíà ªºàâà; òàŒàÿ ŁíòåíæŁâíîæòü ðàÆîòß ïðåäæòàâºÿåòæÿ ðàçóìíîØ
Ł íåîÆðåìåíŁòåºüíîØ.

Àâòîð ïîºàªàåò, ÷òî äîæòàòî÷íßì óæºîâŁåì äºÿ âîçìîæíîæòŁ äàºü-
íåØłåªî îÆó÷åíŁÿ æòóäåíòà ìîæåò æ÷Łòàòüæÿ åªî æïîæîÆíîæòü ðåłŁòü ºþ-
Æóþ çàäà÷ó Łç äàííîªî ŒîìïåíäŁóìà; íåîÆıîäŁìßì æå óæºîâŁåì ïðåä-
æòàâºÿåòæÿ óìåíŁå âîæïðîŁçâåæòŁ ðåłåíŁå ºþÆîØ çàäà÷Ł, ðàçîÆðàííîØ â
òåŒæòå.

ˇðŁ ïîäÆîðå çàäà÷ àâòîð Łæïîºüçîâàº Łçâåæòíßå ó÷åÆíŁŒŁ Ł çàäà÷-
íŁŒŁ ïî àºªåÆðå Ł àíàºŁòŁ÷åæŒîØ ªåîìåòðŁŁ, îäíàŒî ïîäàâºÿþøåå Æîºü-
łŁíæòâî âß÷ŁæºŁòåºüíßı çàäà÷ ÿâºÿþòæÿ íîâßìŁ.

Àâòîð æ÷Łòàåò æâîŁì ïðŁÿòíßì äîºªîì âßðàçŁòü ªºóÆîŒóþ ïðŁçíà-
òåºüíîæòü çà ïîìîøü ïðŁ ðàÆîòå íàä ŒíŁªîØ À. ´. `àäüŁíó, Ñ. ¸. ¨÷Łðî
˜åºŁð-ÌàªðŁôó, ´. ´. ˚îºßÆàæîâîØ, ˝. ×. ˚ðóòŁöŒîØ, Ñ. À. ˛â÷ŁííŁŒî-
âîØ, ´. Þ. ˇîïîâó, Ì. ×Łíî, Ì. À. ×Łíî, ˝. ¯. ØàïŒŁíîØ, À. À. ØŁðîíŁ-
íó, À. À. ØŁłŒŁíó, âæåì Œîººåªàì ïî Œàôåäðå ìàòåìàòŁŒŁ ôŁçŁ÷åæŒî-
ªî ôàŒóºüòåòà ÌˆÓ, ïðŁíŁìàâłŁì ó÷àæòŁå â àóäŁòîðíßı ŁæïßòàíŁÿı
ýòîªî ïîæîÆŁÿ, à â îæîÆåííîæòŁ àŒàäåìŁŒó —À˝ —åâàçó ´àºåðŁàíîâŁ÷ó
à̂ìŒðåºŁäçå, îŒàçàâłåìó íåîöåíŁìîå âºŁÿíŁå íà ïðåäæòàâºåíŁÿ àâòîðà

î ïðåïîäàâàíŁŁ ìàòåìàòŁŒŁ.

Àâòîð



ÑïŁæîŒ îÆîçíà÷åíŁØ

N ìíîæåæòâî íàòóðàºüíßı ÷Łæåº: N = f1; 2; : : :g;
N0 ìíîæåæòâî íàòóðàºüíßı ÷Łæåº æ íóº…ì: N0 = f0; 1; 2; : : :g;
Z ìíîæåæòâî öåºßı ÷Łæåº;
Q ìíîæåæòâî ðàöŁîíàºüíßı ÷Łæåº;
R ìíîæåæòâî âåøåæòâåííßı (äåØæòâŁòåºüíßı) ÷Łæåº;
C ìíîæåæòâî ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº;
K ïðîŁçâîºüíîå ÷Łæºîâîå ïîºå (æì. æ. 35), â ÷àæòíîæòŁ, Q, R ŁºŁ C;
K[x] ìíîæåæòâî âæåı ìíîªî÷ºåíîâ îò ïåðåìåííîØ x æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ

Łç ÷Łæºîâîªî ïîºÿ K;
Kn ìíîæåæòâî æòîºÆöîâ âßæîòß n æ ýºåìåíòàìŁ Łç ÷Łæºîâîªî ïîºÿ K;
Kn�m ìíîæåæòâî ìàòðŁö ðàçìåðà n�m (ò.å. æîæòîÿøŁı Łç n æòðîŒ Ł m

æòîºÆöîâ) æ ýºåìåíòàìŁ Łç ÷Łæºîâîªî ïîºÿ K;
def
== çíàŒ ¾ðàâåíæòâà ïî îïðåäåºåíŁþ¿: A

def
== B ÷Łòàåòæÿ ¾A ïî îïðå-

äåºåíŁþ ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ B¿.
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ˆ¸À´À 1

ˇðîæòåØłŁå ïîíÿòŁÿ ºîªŁŒŁ

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ´ßæŒàçßâàíŁÿ Ł îïåðàöŁŁ íàä íŁìŁ. ´ßæŒàçßâàíŁå � ýòî
ïîâåæòâîâàòåºüíîå ïðåäºîæåíŁå, ïðåäæòàâºÿþøåå æîÆîØ óòâåðæäåíŁå,
Œîòîðîìó ìîæíî ïîæòàâŁòü â æîîòâåòæòâŁå îäíî Łç äâóı ºîªŁ÷åæŒŁı çíà-
÷åíŁØ: ºîæü (0) ŁºŁ ŁæòŁíà (1). ´ßæŒàçßâàíŁÿ Æóäåì îÆîçíà÷àòü ïðîïŁæ-
íßìŁ ºàòŁíæŒŁìŁ ÆóŒâàìŁ.

˛æíîâíßå ºîªŁ÷åæŒŁå îïåðàöŁŁ íàä âßæŒàçßâàíŁÿìŁ � îòðŁöàíŁå,
ŒîíœþíŒöŁÿ, äŁçœþíŒöŁÿ, ŁìïºŁŒàöŁÿ Ł ýŒâŁâàºåíòíîæòü. ˛íŁ çàäàþò-
æÿ æ ïîìîøüþ òàÆºŁö ŁæòŁííîæòŁ.

˛òðŁöàíŁå � ºîªŁ÷åæŒàÿ îïåðàöŁÿ, â ðåçóºüòàòå ŒîòîðîØ Łç äàííîªî
âßæŒàçßâàíŁÿ A ïîºó÷àåòæÿ íîâîå âßæŒàçßâàíŁå :A (¾íå-A¿, ¾íåâåðíî,
÷òî A¿, ¾A íå Łìååò ìåæòà¿). ÒàÆºŁöà ŁæòŁííîæòŁ äºÿ îïåðàöŁŁ îòðŁöà-
íŁÿ:

A :A
0 1

1 0

˚îíœþíŒöŁÿ � ºîªŁ÷åæŒàÿ îïåðàöŁÿ, çàŒºþ÷àþøàÿæÿ â æîåäŁíåíŁŁ
äâóı âßæŒàçßâàíŁØA Ł B â íîâîå âßæŒàçßâàíŁå A^B (¾A Ł B¿), Œîòîðîå
ŁæòŁííî òîºüŒî â òîì æºó÷àå, Œîªäà îÆà âßæŒàçßâàíŁÿ A Ł B ŁæòŁííß.

˜ŁçœþíŒöŁÿ � ºîªŁ÷åæŒàÿ îïåðàöŁÿ, çàŒºþ÷àþøàÿæÿ â æîåäŁíåíŁŁ
äâóı âßæŒàçßâàíŁØ A Ł B â íîâîå âßæŒàçßâàíŁå A_B (¾A ŁºŁ B¿), Œî-
òîðîå ºîæíî òîºüŒî â òîì æºó÷àå, Œîªäà îÆà âßæŒàçßâàíŁÿ A Ł B ºîæíß.

¨ìïºŁŒàöŁÿ � ºîªŁ÷åæŒàÿ îïåðàöŁÿ, çàŒºþ÷àþøàÿæÿ â æîåäŁíåíŁŁ
äâóı âßæŒàçßâàíŁØ A Ł B â íîâîå âßæŒàçßâàíŁå A) B (¾åæºŁ A, òî B¿),
Œîòîðàÿ ºîæíà ºŁłü â îäíîì æºó÷àå � Œîªäà A ŁæòŁííî, à B ºîæíî. ´ß-
æŒàçßâàíŁå A íàçßâàåòæÿ ïîæßºŒîØ âßæŒàçßâàíŁÿ A) B, âßæŒàçßâàíŁå
B � åªî çàŒºþ÷åíŁåì. ¨ìïºŁŒàöŁÿ æ ºîæíîØ ïîæßºŒîØ ïî îïðåäåºåíŁþ
ŁæòŁííà.

ÝŒâŁâàºåíòíîæòü � ºîªŁ÷åæŒàÿ îïåðàöŁÿ, çàŒºþ÷àþøàÿæÿ â æîåäŁ-
íåíŁŁ äâóı âßæŒàçßâàíŁØ A Ł B â íîâîå âßæŒàçßâàíŁå A () B (¾A
òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà B¿, ¾A ýŒâŁâàºåíòíî B¿), Œîòîðîå ŁæòŁííî
â òîì Ł òîºüŒî òîì æºó÷àå, Œîªäà âßæŒàçßâàíŁÿ A Ł B îÆà ŁæòŁííß ŁºŁ
îÆà ºîæíß.
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ÒàÆºŁöà ŁæòŁííîæòŁ äºÿ ºîªŁ÷åæŒŁı îïåðàöŁØ:

A B A ^B A _B A) B A () B

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

1.1. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà ºîªŁ÷åæŒŁı îïåðàöŁØ:

(1) ŒîììóòàòŁâíîæòü:
A _B = B _ A;
A ^B = B ^ A;

(2) àææîöŁàòŁâíîæòü:

(A _B) _ C = A _ (B _ C);

(A ^B) ^ C = A ^ (B ^ C);

(3) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü:

A _ (B ^ C) = (A _B) ^ (A _C);

A ^ (B _ C) = (A ^B) _ (A ^C);

(4) çàŒîíß ïîªºîøåíŁÿ:

A _ (A ^B) = A;

A ^ (A _B) = A;

(5) Łäåìïîòåíòíîæòü:

A _A = A; A ^ A = A;

(6) æâîØæòâà Œîíæòàíò:

A _ 1 = 1; A _ 0 = A;

A ^ 1 = A; A ^ 0 = 0;

(7) çàŒîí ŁæŒºþ÷…ííîªî òðåòüåªî:

A _ :A = 1; A ^ :A = 0;

(8) çàŒîí äâîØíîªî îòðŁöàíŁÿ:

::A = A;

(9) çàŒîíß äå Ìîðªàíà:

:(A ^B) = :A _ :B;
:(A _B) = :A ^ :B;

(10) çàŒîí ŒîíòðàïîçŁöŁŁ:

(A) B) = (:B ) :A);
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(11) æîîòíîłåíŁÿ

(A) 1) = 1; (0) A) = 1;

(1) A) = A; (A) 0) = :A;

(12) æîîòíîłåíŁÿ

:(A) B) = (A ^ :B); (A _B) = (:A) B):

`. ˇðåäŁŒàòß Ł Œâàíòîðß. ˇðåäŁŒàò � ýòî âßðàæåíŁå, æîäåð-
æàøåå ïåðåìåííßå Ł ïðåâðàøàþøååæÿ â âßæŒàçßâàíŁå ïðŁ ïîäæòàíîâŒå
âìåæòî ýòŁı ïåðåìåííßı ŒàŒŁı-ºŁÆî îÆœåŒòîâ.

˚âàíòîð � ýòî ºîªŁ÷åæŒàÿ îïåðàöŁÿ, Œîòîðàÿ ïî ïðåäŁŒàòó P (x)
æòðîŁò âßæŒàçßâàíŁå, äàþøåå ŒîºŁ÷åæòâåííóþ ıàðàŒòåðŁæòŁŒó îÆºàæòŁ
ŁæòŁííîæòŁ ïðåäŁŒàòà P (x). ˝àŁÆîºåå óïîòðåÆŁòåºüíß Œâàíòîð îÆøíî-
æòŁ 8 Ł Œâàíòîð æóøåæòâîâàíŁÿ 9.
1.2. ˛ïðåäåºåíŁå. ˇóæòü P (x) � îäíîìåæòíßØ ïðåäŁŒàò, X � îÆºàæòü
âîçìîæíßı çíà÷åíŁØ ïåðåìåííîØ x. ˛Æîçíà÷Łì ÷åðåç

(8x 2 X)P (x) (1.1)

æºåäóþøåå âßæŒàçßâàíŁå: ¾äºÿ ºþÆîªî x 2 X âßæŒàçßâàíŁå P (x) ŁæòŁí-
íî¿. ÑŁìâîº 8 íàçßâàåòæÿ Œâàíòîðîì îÆøíîæòŁ, à ïåðåıîä îò ïðåäŁŒàòà
P Œ âßæŒàçßâàíŁþ (1.1) � íàâåłŁâàíŁåì íà ïðåäŁŒàò P Œâàíòîðà îÆø-
íîæòŁ ïî ïåðåìåííîØ x.

1.3. ˛ïðåäåºåíŁå. ˇóæòü P (x) � îäíîìåæòíßØ ïðåäŁŒàò, X � îÆºàæòü
âîçìîæíßı çíà÷åíŁØ ïåðåìåííîØ x. ˛Æîçíà÷Łì ÷åðåç

(9x 2 X)P (x) (1.2)

æºåäóþøåå âßæŒàçßâàíŁå: ¾æóøåæòâóåò òàŒîå x 2 X , ÷òî âßæŒàçßâàíŁå
P (x) ŁæòŁííî¿. ÑŁìâîº 9 íàçßâàåòæÿ Œâàíòîðîì æóøåæòâîâàíŁÿ, à ïåðå-
ıîä îò ïðåäŁŒàòà P Œ âßæŒàçßâàíŁþ (1.2) � íàâåłŁâàíŁåì íà ïðåäŁŒàò
P Œâàíòîðà æóøåæòâîâàíŁÿ ïî ïåðåìåííîØ x.

1.4. Òåîðåìà. ÑïðàâåäºŁâß æºåäóþøŁå àíàºîªŁ çàŒîíîâ äå Ìîðªàíà:

:(8x 2 X)P (x) == (9x 2 X):P (x); (1.3)

:(9x 2 X)P (x) == (8x 2 X):P (x); (1.4)

ˇðàâŁºî, âßðàæàåìîå æîîòíîłåíŁÿìŁ (1.3), (1.4), ìîæíî æôîðìóºŁ-
ðîâàòü æºåäóþøŁì îÆðàçîì: ÷òîÆß ïîºó÷Łòü îòðŁöàíŁå âßæŒàçßâàíŁÿ,
íà÷Łíàþøåªîæÿ æ Œâàíòîðà, íóæíî Œâàíòîð çàìåíŁòü íà äâîØæòâåí-
íßØ (ò.å. Œâàíòîð îÆøíîæòŁ íà Œâàíòîð æóøåæòâîâàíŁÿ Ł íàîÆîðîò) Ł
ïåðåíåæòŁ çíàŒ îòðŁöàíŁÿ çà Œâàíòîð.

˛äíîŁìåííßå Œâàíòîðß ìîæíî ïåðåæòàâºÿòü. ¾—àçíîŁìåííßå¿ Œâàí-
òîðß ìîæíî ïåðåæòàâºÿòü òîºüŒî â îäíó æòîðîíó: óòâåðæäåíŁå

(9x)(8y)P (x; y) ) (8y)(9x)P (x; y)

ŁæòŁííî, à óòâåðæäåíŁå

(8y)(9x)P (x; y) ) (9x)(8y)P (x; y)
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ºîæíî. ÒàŒŁì îÆðàçîì, âßæŒàçßâàíŁÿ

(9x)(8y)P (x; y) Ł (8y)(9x)P (x; y)

íå ýŒâŁâàºåíòíß.

´. Òåîðåìß Ł äîŒàçàòåºüæòâà. ´ ìàòåìàòŁŒå äîŒàçàòåºüæòâîì
íàçßâàåòæÿ öåïî÷Œà ºîªŁ÷åæŒŁı óìîçàŒºþ÷åíŁØ, ïîŒàçßâàþøàÿ, ÷òî ïðŁ
íåŒîòîðîì íàÆîðå àŒæŁîì Ł ïðàâŁº âßâîäà âåðíî íåŒîòîðîå óòâåðæäåíŁå.
˜îŒàçàííßå óòâåðæäåíŁÿ íàçßâàþò òåîðåìàìŁ; åæºŁ íŁ óòâåðæäåíŁå,
íŁ åªî îòðŁöàíŁå åø… íå äîŒàçàíß, òî òàŒîå óòâåðæäåíŁå íàçßâàþò ªŁ-
ïîòåçîØ.

¨ìïºŁŒàòŁâíàÿ òåîðåìà Łìååò âŁä

A) B;

âßæŒàçßâàíŁå A íàçßâàþò óæºîâŁåì (ïîæßºŒîØ) òåîðåìß, B � çàŒºþ÷å-
íŁåì.

˙àŒºþ÷åíŁå B ŁìïºŁŒàòŁâíîØ òåîðåìß ¾A) B¿ íàçßâàåòæÿ óæºîâŁ-
åì, íåîÆıîäŁìßì äºÿ ŁæòŁííîæòŁ ïîæßºŒŁ A. `åç âßïîºíåíŁÿ B óòâåð-
æäåíŁå A íå ìîæåò Æßòü ŁæòŁííßì. Òåîðåìà, âßðàæàþøàÿ íåîÆıîäŁìîå
óæºîâŁå, íàçßâàåòæÿ æâîØæòâîì.

ˇîæßºŒà A òåîðåìß ¾A ) B¿ íàçßâàåòæÿ óæºîâŁåì, äîæòàòî÷íßì
äºÿ âßïîºíåíŁÿ çàŒºþ÷åíŁÿ B. ¯æºŁ A ŁæòŁííî, òî óòâåðæäåíŁå B çà-
âåäîìî âåðíî. Òåîðåìà, âßðàæàþøàÿ äîæòàòî÷íîå óæºîâŁå, íàçßâàåòæÿ
ïðŁçíàŒîì.

Òåîðåìà âŁäà A () B, âßðàæàþøàÿ ýŒâŁâàºåíòíîæòü äâóı âß-
æŒàçßâàíŁØ A Ł B, ò.å. ÿâºÿþøàÿæÿ îäíîâðåìåííî íåîÆıîäŁìßì Ł äîæòà-
òî÷íßì óæºîâŁåì, íàçßâàåòæÿ ŒðŁòåðŁåì. ´àæíî ïîíŁìàòü, ÷òî ŒàæäßØ
ŒðŁòåðŁØ ïî æóøåæòâó æîäåðæŁò äâà óòâåðæäåíŁÿ A) B Ł B ) A, Œàæ-
äîå Łç Œîòîðßı äîŒàçßâàåòæÿ îòäåºüíî.

—àææìîòðŁì æºåäóþøŁå ÷åòßðå òåîðåìß, îÆðàçîâàííßå Łç âßæŒàçß-
âàíŁØ A Ł B:

A) B; (1.5)

B ) A; (1.6)

:A) :B; (1.7)

:B ) :A: (1.8)

Òåîðåìß (1.5) Ł (1.6) (Ł æîîòâåòæòâåííî, òåîðåìß (1.7) Ł (1.8)) íàçßâàþòæÿ
âçàŁìíî îÆðàòíßìŁ òåîðåìàìŁ. Òåîðåìß (1.5) Ł (1.7) (Ł æîîòâåòæòâåííî,
òåîðåìß (1.6) Ł (1.8)) íàçßâàþòæÿ âçàŁìíî ïðîòŁâîïîºîæíßìŁ òåîðå-
ìàìŁ. ´çàŁìíî îÆðàòíßå òåîðåìß (1.5) Ł (1.6) ïî÷òŁ íå çàâŁæÿò äðóª îò
äðóªà: ŁæòŁííîæòü îäíîØ Łç íŁı íå âºå÷åò íŁ ŁæòŁííîæòŁ, íŁ ºîæíîæòŁ
äðóªîØ, îäíàŒî ýòŁ òåîðåìß íå ìîªóò Æßòü îäíîâðåìåííî ºîæíßìŁ.
´çàŁìíî ïðîòŁâîïîºîæíßå òåîðåìß (1.5) Ł (1.7) æâÿçàíß àíàºîªŁ÷íî.

´ æŁºó çàŒîíà ŒîíòðàïîçŁöŁŁ (æì. òåîðåìó 1.1(10))

(:B ) :A) == (A) B)
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òåîðåìà, ïðîòŁâîïîºîæíàÿ Œ îÆðàòíîØ, ðàâíîæŁºüíà ŁæıîäíîØ. Ìåòîä
äîŒàçàòåºüæòâà, îæíîâàííßØ íà ýòîì ôàŒòå (¾äîŒàçàòåºüæòâî îò ïðîòŁâ-
íîªî¿), ìîæåò Æßòü Łæïîºüçîâàí â æºó÷àå, Œîªäà òåîðåìà, ïðîòŁâîïîºîæ-
íàÿ Œ îÆðàòíîØ, äîŒàçßâàåòæÿ ïðîøå, ÷åì Łæıîäíàÿ òåîðåìà.

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ×òî òàŒîå âßæŒàçßâàíŁå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
2. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ºîªŁ÷åæŒŁı îïåðàöŁØ îòðŁöàíŁÿ, Œîíœ-

þíŒöŁŁ, äŁçœþíŒöŁŁ, ŁìïºŁŒàöŁŁ, ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ. ˙àïŁłŁòå äºÿ
ýòŁı îïåðàöŁØ òàÆºŁöß ŁæòŁííîæòŁ.

3. ÑôîðìóºŁðóØòå Ł çàïŁłŁòå æ ïîìîøüþ æŁìâîºîâ ìàòåìàòŁ÷åæŒîØ ºî-
ªŁŒŁ çàŒîí ŁæŒºþ÷…ííîªî òðåòüåªî.

4. ˜àíß âßæŒàçßâàíŁÿ A = ¾ÿ ó÷óæü â óíŁâåðæŁòåòå¿, B = ¾ÿ ºþÆ-
ºþ ìàòåìàòŁŒó¿. ˇðî÷òŁòå æºåäóþøŁå æŁìâîºŁ÷åæŒŁå âßðàæåíŁÿ:
(à) :A; (Æ) ::A; (â) A ^ B; (ª) A ^ :B; (ä) :A ^ B; (å) :A ^ :B;
(æ) :(A ^B).

5. ˜àíß âßæŒàçßâàíŁÿ A = ¾ýòîò òðåóªîºüíŁŒ ðàâíîæòîðîííŁØ¿,
B = ¾ýòîò òðåóªîºüíŁŒ ðàâíîÆåäðåííßØ¿. ˇðî÷òŁòå æºåäóþøŁå æŁì-
âîºŁ÷åæŒŁå âßðàæåíŁÿ: (à) A_B; (Æ) A_:A; (â) :A_B; (ª) :A_:B;
(ä) :(A _B).

6. ÑôîðìóºŁðóØòå Ł çàïŁłŁòå æ ïîìîøüþ æŁìâîºîâ ìàòåìàòŁ÷åæŒîØ ºî-
ªŁŒŁ çàŒîí äâîØíîªî îòðŁöàíŁÿ.

7. ÑôîðìóºŁðóØòå Ł çàïŁłŁòå æ ïîìîøüþ æŁìâîºîâ ìàòåìàòŁ÷åæŒîØ ºî-
ªŁŒŁ çàŒîíß äå Ìîðªàíà.

8. ˙àïŁłŁòå çàŒîí ŒîíòðàïîçŁöŁŁ.
9. ×òî òàŒîå ïðåäŁŒàò? ×òî òàŒîå îÆºàæòü ŁæòŁííîæòŁ ïðåäŁŒàòà? ˇðŁ-

âåäŁòå ïðŁìåðß.
10. ×òî òàŒîå Œâàíòîð îÆøíîæòŁ? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð åªî ŁæïîºüçîâàíŁÿ.
11. ×òî òàŒîå Œâàíòîð æóøåæòâîâàíŁÿ? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð åªî Łæïîºüçî-

âàíŁÿ.
12. ×åìó ýŒâŁâàºåíòíî âßæŒàçßâàíŁå :(8x 2 X)P (x)?
13. ×åìó ýŒâŁâàºåíòíî âßæŒàçßâàíŁå :(9x 2 X)P (x)?
14. ÑôîðìóºŁðóØòå ïðàâŁºî ïîæòðîåíŁÿ îòðŁöàíŁÿ âßðàæåíŁÿ, íà÷Łíà-

þøåªîæÿ æ Œâàíòîðîâ. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
15. Ìîæíî ºŁ ïåðåæòàâŁòü Œâàíòîðß â âßæŒàçßâàíŁŁ (8x)(8y)P (x; y)?
16. Ìîæíî ºŁ ïåðåæòàâŁòü Œâàíòîðß â âßæŒàçßâàíŁŁ (9x)(9y)P (x; y)?
17. Ìîæíî ºŁ ïåðåæòàâŁòü Œâàíòîðß â âßæŒàçßâàíŁŁ (9x)(8y)P (x; y)?
18. Ìîæíî ºŁ ïåðåæòàâŁòü Œâàíòîðß â âßæŒàçßâàíŁŁ (8y)(9x)P (x; y)?
19. ×òî òàŒîå òåîðåìà? ×òî òàŒîå ªŁïîòåçà?
20. ×òî òàŒîå íåîÆıîäŁìîå óæºîâŁå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
21. ×òî òàŒîå äîæòàòî÷íîå óæºîâŁå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
22. ×òî òàŒîå ïðîòŁâîïîºîæíàÿ òåîðåìà?
23. ×òî òàŒîå îÆðàòíàÿ òåîðåìà?
24. ˚àŒîâà æâÿçü ìåæäó ïðîòŁâîïîºîæíîØ Ł îÆðàòíîØ òåîðåìàìŁ?
25. ×òî òàŒîå ¾äîŒàçàòåºüæòâî îò ïðîòŁâíîªî¿?
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3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 1.1. ˜àíî âßæŒàçßâàíŁå: ¾´îŒðóª ïðÿìîóªîºüíŁŒà ìîæíî îïŁ-
æàòü îŒðóæíîæòü¿. ˙àïŁłŁòå åªî â âŁäå ŁìïºŁŒàöŁŁ A ) B. ˇîæòðîØòå
âßæŒàçßâàíŁÿ B ) A, :A) :B, :B ) :A. ˚àŒŁå Łç íŁı ŁæòŁííß?

—åłåíŁå. ´âåä…ì æºåäóþøŁå âßæŒàçßâàíŁÿ:

A = ¾äàííßØ ÷åòßð…ıóªîºüíŁŒ ÿâºÿåòæÿ ïðÿìîóªîºüíŁŒîì¿,

B = ¾âîŒðóª äàííîªî ÷åòßð…ıóªîºüíŁŒà ìîæíî îïŁæàòü îŒðóæíîæòü¿.

Òîªäà A) B � ŁæòŁííîå âßæŒàçßâàíŁå. ´ßæŒàçßâàíŁå B ) A (¾åæºŁ âî-
Œðóª ÷åòßð…ıóªîºüíŁŒà ìîæíî îïŁæàòü îŒðóæíîæòü, òî îí ÿâºÿåòæÿ ïðÿ-
ìîóªîºüíŁŒîì¿) ºîæíî (íàïðŁìåð, îŒðóæíîæòü ìîæíî îïŁæàòü âîŒðóª
òðàïåöŁŁ).

´ßæŒàçßâàíŁå :A ) :B (¾åæºŁ ÷åòßð…ıóªîºüíŁŒ íå ÿâºÿåòæÿ ïðÿ-
ìîóªîºüíŁŒîì, òî âîŒðóª íåªî íåºüçÿ îïŁæàòü îŒðóæíîæòü¿) ºîæíî (æì.
ïðåäßäóøŁØ ïðŁìåð).

´ßæŒàçßâàíŁå :B ) :A (¾åæºŁ âîŒðóª ÷åòßð…ıóªîºüíŁŒà íåºüçÿ
îïŁæàòü îŒðóæíîæòü, òî îí íå ÿâºÿåòæÿ ïðÿìîóªîºüíŁŒîì¿) ŁæòŁííî, ïî-
æŒîºüŒó ïîºó÷åíî Łç Łæıîäíîªî ŁæòŁííîªî âßæŒàçßâàíŁÿ A) B æ ïîìî-
øüþ ŒîíòðàïîçŁöŁŁ.

ˇðŁìåð 1.2. ˜îŒàæŁòå, ÷òî âßæŒàçßâàíŁå A ) (B ) A) ÿâºÿåòæÿ Łæ-
òŁííßì íåçàâŁæŁìî îò òîªî, ŁæòŁííî ŁºŁ ºîæíî âßæŒàçßâàíŁå A.

—åłåíŁå. ˇîæòðîŁì òàÆºŁöó ŁæòŁííîæòŁ äºÿ âßæŒàçßâàíŁÿA) (B ) A):

A B B ) A A) (B ) A)

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 1 1

1 1 1 1

ˇîæºåäíŁØ æòîºÆåö ïîŒàçßâàåò, ÷òî âßæŒàçßâàíŁå A) (B ) A) ŁæòŁííî
ïðŁ ºþÆßı A Ł B.

ˇðŁìåð 1.3. ˜îŒàæŁòå æ ïîìîøüþ òàÆºŁö ŁæòŁííîæòŁ çàŒîí Œîíòðàïî-
çŁöŁŁ.

—åłåíŁå. ˙àïîºíŁì òàÆºŁöß ŁæòŁííîæòŁ äºÿ âßæŒàçßâàíŁØ A ) B Ł
:B ) :A (âî âòîðîØ Łç ýòŁı òàÆºŁö ââåäåíß âæïîìîªàòåºüíßå æòîºÆöß
äºÿ îòðŁöàíŁØ :A Ł :B):

A B A) B

0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

A B :A :B :B ) :A
0 0 1 1 1

0 1 1 0 1

1 0 0 1 0

1 1 0 0 1
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(çäåæü Łæïîºüçîâàíß òàÆºŁöß ŁæòŁííîæòŁ äºÿ îïåðàöŁØ îòðŁöàíŁÿ Ł Łì-
ïºŁŒàöŁŁ). ˛Æß÷íî ïðŁ ðåłåíŁŁ çàäà÷ æîæòàâºÿåòæÿ åäŁíàÿ òàÆºŁöà, æî-
äåðæàøàÿ âæþ íåîÆıîäŁìóþ ŁíôîðìàöŁþ:

A B A) B :A :B :B ) :A
0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 0 1

1 0 0 0 1 0

1 1 1 0 0 1

ÑðàâíŁâàÿ ŁæòŁííîæòíßå çíà÷åíŁÿ âßæŒàçßâàíŁØ A ) B Ł :B ) :A,
âŁäŁì, ÷òî îíŁ æîâïàäàþò ïðŁ ºþÆßı ŁæòŁííîæòíßı çíà÷åíŁÿı âßæŒàçß-
âàíŁØ A Ł B.

ˇðŁìåð 1.4. ˜îŒàæŁòå æ ïîìîøüþ òàÆºŁö ŁæòŁííîæòŁ çàŒîí ïîªºîøå-
íŁÿ A _ (A ^B) = A.

—åłåíŁå. ˜îŒàçàòåºüæòâî æâîäŁòæÿ Œ çàïîºíåíŁþ òàÆºŁöß ŁæòŁííîæòŁ

A B A ^B A _ (A ^B)

0 0 0 0

0 1 0 0

1 0 0 1

1 1 1 1

(çäåæü Łæïîºüçîâàíß òàÆºŁöß ŁæòŁííîæòŁ äºÿ îïåðàöŁØ ŒîíœþíŒöŁŁ
Ł äŁçœþíŒöŁŁ). ÑðàâíŁâàÿ ŁæòŁííîæòíßå çíà÷åíŁÿ âßæŒàçßâàíŁØ A Ł
A _ (A ^B), âŁäŁì, ÷òî îíŁ æîâïàäàþò ïðŁ ºþÆßı ŁæòŁííîæòíßı çíà÷å-
íŁÿı âßæŒàçßâàíŁØ A Ł B.

ˇðŁìåð 1.5. —àææìîòðŁì æºåäóþøóþ òåîðåìó: ¾¯æºŁ ôóíŒöŁÿ f äŁô-
ôåðåíöŁðóåìà â òî÷Œå x0, òî îíà íåïðåðßâíà â ýòîØ òî÷Œå¿. ´ßïîºíŁòå
æºåäóþøŁå çàäàíŁÿ:

(à) ïåðåôîðìóºŁðóØòå ýòó òåîðåìó, Łæïîºüçóÿ òåðìŁí ¾íåîÆıîäŁìî¿;
(Æ) ïåðåôîðìóºŁðóØòå ýòó òåîðåìó, Łæïîºüçóÿ òåðìŁí ¾äîæòàòî÷íî¿;
(â) æôîðìóºŁðóØòå ŒîíòðàïîçŁöŁþ ïðŁâåä…ííîØ òåîðåìß â òåðìŁíàı

¾åæºŁ... òî...¿;
(ª) æôîðìóºŁðóØòå ŒîíòðàïîçŁöŁþ ïðŁâåä…ííîØ òåîðåìß, Łæïîºüçóÿ

òåðìŁí ¾íåîÆıîäŁìî¿;
(ä) æôîðìóºŁðóØòå ŒîíòðàïîçŁöŁþ ïðŁâåä…ííîØ òåîðåìß, Łæïîºüçóÿ

òåðìŁí ¾äîæòàòî÷íî¿.

—åłåíŁå. —àææìîòðŁì âßæŒàçßâàíŁÿ

A = ¾ôóíŒöŁÿ f äŁôôåðåíöŁðóåìà â òî÷Œå x0¿;

B = ¾ôóíŒöŁÿ f íåïðåðßâíà â òî÷Œå x0¿.

¨æıîäíàÿ òåîðåìà Łìååò âŁä A ) B. ˝àïîìíŁì, ÷òî â ŁìïºŁŒàöŁŁ
A ) B âßæŒàçßâàíŁå A íàçßâàåòæÿ äîæòàòî÷íßì äºÿ B, à B � íåîÆ-
ıîäŁìßì äºÿ A.
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(à) Ñ ŁæïîºüçîâàíŁåì òåðìŁíà ¾íåîÆıîäŁìî¿ äàííàÿ òåîðåìà ôîð-
ìóºŁðóåòæÿ òàŒ: ¾äºÿ òîªî, ÷òîÆß ôóíŒöŁÿ f Æßºà äŁôôåðåíöŁðóåìà
â x0, íåîÆıîäŁìî, ÷òîÆß îíà Æßºà íåïðåðßâíà â ýòîØ òî÷Œå¿. Ýòî óæºî-
âŁå íå ÿâºÿåòæÿ äîæòàòî÷íßì: æóøåæòâóþò íåïðåðßâíßå, íî íå äŁôôå-
ðåíöŁðóåìßå ôóíŒöŁŁ. ˛äíàŒî äŁôôåðåíöŁðóåìîæòŁ íå ìîæåò Æßòü Æåç
íåïðåðßâíîæòŁ.

(Æ) ˇåðåôîðìóºŁðóåì òåîðåìó, Łæïîºüçóÿ òåðìŁíà ¾äîæòàòî÷íî¿:
¾äºÿ òîªî, ÷òîÆß ôóíŒöŁÿ f Æßºà íåïðåðßâíà â x0, äîæòàòî÷íî, ÷òî-
Æß îíà Æßºà äŁôôåðåíöŁðóåìà â ýòîØ òî÷Œå¿. Ýòî óæºîâŁå íå ÿâºÿåòæÿ
íåîÆıîäŁìßì: æóøåæòâóþò íå äŁôôåðåíöŁðóåìßå ôóíŒöŁŁ, ÿâºÿþøŁåæÿ
íåïðåðßâíßìŁ.

(â) ˚îíòðàïîçŁöŁåØ ŁìïºŁŒàöŁŁ A ) B ÿâºÿåòæÿ ŁìïºŁŒàöŁÿ
:B ) :A. ÒàŒŁì îÆðàçîì, äºÿ íàłåØ òåîðåìß ïîºó÷àåì: ¾åæºŁ ôóíŒöŁÿ
f íå ÿâºÿåòæÿ íåïðåðßâíîØ â òî÷Œå x0, òî îíà â ýòîØ òî÷Œå íå äŁôôåðåí-
öŁðóåìà¿.

(ª) ÔîðìóºŁðîâŒà æ ïîìîøüþ òåðìŁíà ¾íåîÆıîäŁìî¿: ¾äºÿ òîªî, ÷òî-
Æß ôóíŒöŁÿ f íå Æßºà íåïðåðßâíîØ â x0, íåîÆıîäŁìî, ÷òîÆß îíà íå Æßºà
äŁôôåðåíöŁðóåìîØ â x0¿.

(ä) ÔîðìóºŁðîâŒà æ ïîìîøüþ òåðìŁíà ¾äîæòàòî÷íî¿: ¾äºÿ òîªî, ÷òî-
Æß ôóíŒöŁÿ f íå Æßºà äŁôôåðåíöŁðóåìîØ â x0, äîæòàòî÷íî, ÷òîÆß îíà
íå Æßºà íåïðåðßâíîØ â x0¿.

4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

1.1. ÓŒàæŁòå, ŒàŒŁå Łç æºåäóþøŁı âßðàæåíŁØ ÿâºÿþòæÿ âßæŒàçßâàíŁ-
ÿìŁ, Ł îïðåäåºŁòå Łı ŁæòŁííîæòíßå çíà÷åíŁÿ:

(à) àçîò � ªàç;
(Æ) ÿ ó÷óæü â óíŁâåðæŁòåòå;
(â) æíåª ÆåºßØ;
(ª) ÆåºßØ æíåª;

(ä) x > 0;
(å) (x+ y)2;

(æ) (x+ y)2 = x2 + y2;
(ç) (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2.

1.2. ßâºÿåòæÿ ºŁ âßæŒàçßâàíŁåì æºåäóþøåå ïðåäºîæåíŁå: ¾Ýòî ïðåä-
ºîæåíŁå ºîæíî.¿?

1.3. —àæ÷ºåíŁòå æºåäóþøŁå æºîæíßå âßæŒàçßâàíŁÿ íà ïðîæòßå Ł çàïŁ-
łŁòå æ ïîìîøüþ ºîªŁ÷åæŒîØ æŁìâîºŁŒŁ:

(à) æåªîäíÿłíŁØ äåíü æîºíå÷íßØ Ł ò…ïºßØ;
(Æ) æåªîäíÿłíŁØ äåíü æîºíå÷íßØ, íî íå ò…ïºßØ;
(â) äàííßØ ÷åòßð…ıóªîºüíŁŒ � Œâàäðàò ŁºŁ ðîìÆ;
(ª) ˇåòÿ Ł ´àæÿ ðåłŁºŁ çàäà÷ó;
(ä) àâòîðîì ýòîØ ŒíŁªŁ ÿâºÿåòæÿ ¨âàíîâ ŁºŁ ˇåòðîâ;
(å) ýòî íŁ íåîÆıîäŁìî, íŁ æåºàòåºüíî.

1.4. ˇóæòü A Ł B � äâà äàííßı âßæŒàçßâàíŁÿ. Ñ ïîìîøüþ îïåðàöŁØ :
Ł ^ ïîæòðîØòå Łç A Ł B òàŒîå æºîæíîå âßæŒàçßâàíŁå C, ÷òî

(à) C ŁæòŁííî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A Ł B îÆà ŁæòŁííß;
(Æ) C ŁæòŁííî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A ŁæòŁííî, à B ºîæíî;
(â) C ŁæòŁííî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A Ł B îÆà ºîæíß;
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(ª) C ºîæíî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A Ł B îÆà ŁæòŁííß.

1.5. ¨ç ïðîæòßı âßæŒàçßâàíŁØ A, B, C ïîæòðîØòå æîæòàâíîå âßæŒàçßâà-
íŁå, Œîòîðîå Æßºî Æß ŁæòŁííî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà ŁæòŁííà òîºüŒî
îäíà (ÆåçðàçºŁ÷íî ŒàŒàÿ) Łç Œîìïîíåíò.

1.6. ˚àŒŁå Łç æºåäóþøŁı ŁìïºŁŒàöŁØ ŁæòŁííß:

(à) åæºŁ 2 � 2 = 4, òî 2 < 3;
(Æ) åæºŁ 2 � 2 = 4, òî 2 > 3;
(â) åæºŁ 2 � 2 = 5, òî 2 < 3;
(ª) åæºŁ 2 � 2 = 5, òî 2 > 3;
(ä) åæºŁ æåªîäíÿ ïîíåäåºüíŁŒ, òî çàâòðà âòîðíŁŒ;
(å) åæºŁ æåªîäíÿ ïîíåäåºüíŁŒ, òî çàâòðà æóÆÆîòà.

1.7. ˇóæòü A Ł B � äâà äàííßı âßæŒàçßâàíŁÿ. Ñ ïîìîøüþ îïåðàöŁØ :
Ł ) ïîæòðîØòå Łç A Ł B òàŒîå æºîæíîå âßæŒàçßâàíŁå C, ÷òî

(à) C ºîæíî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A Ł B îÆà ŁæòŁííß;
(Æ) C ºîæíî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A ŁæòŁííî, à B ºîæíî;
(â) C ºîæíî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A ºîæíî, à B ŁæòŁííî;
(ª) C ŁæòŁííî òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A ºîæíî, à B ŁæòŁííî.

1.8. ˙àïŁłŁòå æ ïîìîøüþ ºîªŁ÷åæŒîØ æŁìâîºŁŒŁ æºåäóþøŁå âßæŒàçß-
âàíŁÿ Ł óæòàíîâŁòå Łı ŁæòŁííîæòíßå çíà÷åíŁÿ:

(à) äºÿ òîªî ÷òîÆß òðåóªîºüíŁŒ Æßº ðàâíîæòîðîííŁì, íåîÆıîäŁìî, ÷òî-
Æß åªî óªºß ÆßºŁ ðàâíß;

(Æ) äºÿ òîªî ÷òîÆß òðåóªîºüíŁŒ Æßº ðàâíîæòîðîííŁì, äîæòàòî÷íî, ÷òî-
Æß åªî óªºß ÆßºŁ ðàâíß;

(â) äºÿ òîªî ÷òîÆß ÷Łæºî äåºŁºîæü íà òðŁ, íåîÆıîäŁìî, ÷òîÆß îíî äå-
ºŁºîæü íà łåæòü;

(ª) äºÿ òîªî ÷òîÆß ÷Łæºî äåºŁºîæü íà òðŁ, äîæòàòî÷íî, ÷òîÆß îíî äåºŁ-
ºîæü íà łåæòü.

1.9. ˙àïŁłŁòå æ ïîìîøüþ ºîªŁ÷åæŒîØ æŁìâîºŁŒŁ æºåäóþøŁå âßæŒàçß-
âàíŁÿ Ł îïðåäåºŁòå Łı ŁæòŁííîæòíßå çíà÷åíŁÿ:

(à) äºÿ òîªî ÷òîÆß ïðîŁçâåäåíŁå ÷Łæåº îÆðàøàºîæü â íóºü, íåîÆıîäŁìî
Ł äîæòàòî÷íî, ÷òîÆß îäŁí Łç æîìíîæŁòåºåØ Æßº ðàâåí íóºþ;

(Æ) æóììà ÷Łæåº äåºŁòæÿ íà 3 òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà âæå æºàªàåìßå
äåºÿòæÿ íà 3;

(â) åæºŁ ÷åòßðåıóªîºüíŁŒ ÿâºÿåòæÿ Œâàäðàòîì, òî âæå óªºß åªî ïðÿìßå,
Ł îÆðàòíî.

¨æïðàâüòå ºîæíßå âßæŒàçßâàíŁÿ òàŒ, ÷òîÆß ïîºó÷ŁºŁæü ŁæòŁííßå âß-
æŒàçßâàíŁÿ.

1.10. ˜àíà òåîðåìà: ¾åæºŁ ðÿä æıîäŁòæÿ, òî åªî îÆøŁØ ÷ºåí æòðåìŁòæÿ
Œ íóºþ¿ (æìßæº òåðìŁíîâ, âıîäÿøŁı â ýòó ôîðìóºŁðîâŒó, íåæóøåæòâåí
äºÿ ðåłåíŁÿ çàäà÷Ł). ´ßïîºíŁòå æºåäóþøŁå çàäàíŁÿ:

(à) ïåðåôîðìóºŁðóØòå ýòó òåîðåìó, Łæïîºüçóÿ òåðìŁí ¾íåîÆıîäŁìî¿;
(Æ) ïåðåôîðìóºŁðóØòå ýòó òåîðåìó, Łæïîºüçóÿ òåðìŁí ¾äîæòàòî÷íî¿;
(â) æôîðìóºŁðóØòå ŒîíòðàïîçŁöŁþ ïðŁâåä…ííîØ òåîðåìß â òåðìŁíàı

¾åæºŁ... òî...¿;
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(ª) æôîðìóºŁðóØòå ŒîíòðàïîçŁöŁþ ïðŁâåä…ííîØ òåîðåìß, Łæïîºüçóÿ
òåðìŁí ¾íåîÆıîäŁìî¿;

(ä) æôîðìóºŁðóØòå ŒîíòðàïîçŁöŁþ ïðŁâåä…ííîØ òåîðåìß, Łæïîºüçóÿ
òåðìŁí ¾äîæòàòî÷íî¿.

1.11. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß òàŒŁı âßæŒàçßâàíŁØ A Ł B, ÷òîÆß

(à) ïðÿìàÿ Ł îÆðàòíàÿ ŁìïºŁŒàöŁÿ Łı ÆßºŁ ŁæòŁííß;
(Æ) ïðÿìàÿ ŁìïºŁŒàöŁÿ Æßºà ŁæòŁííîØ, à îÆðàòíàÿ ºîæíîØ;
(â) ïðÿìàÿ ŁìïºŁŒàöŁÿ Æßºà ºîæíîØ, à îÆðàòíàÿ ŁæòŁííîØ.

1.12. ˜îŒàæŁòå æ ïîìîøüþ òàÆºŁö ŁæòŁííîæòŁ çàŒîí äâîØíîªî îòðŁöà-
íŁÿ Ł çàŒîí ŁæŒºþ÷…ííîªî òðåòüåªî.

1.13. ˜îŒàæŁòå æ ïîìîøüþ òàÆºŁö ŁæòŁííîæòŁ çàŒîíß äå Ìîðªàíà

:(A ^B) = :A _ :B; :(A _B) = :A ^ :B:
1.14. ˜îŒàæŁòå æ ïîìîøüþ òàÆºŁö ŁæòŁííîæòŁ æîîòíîłåíŁÿ

:(A) B) = (A ^ :B); (A _B) = (:A) B):



ˆ¸À´À 2

Ìíîæåæòâà Ł îòîÆðàæåíŁÿ

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. Ìíîæåæòâà. ´ òåîðŁŁ ìíîæåæòâ Łìååòæÿ äâà íåîïðåäåºÿåìßı
ïîíÿòŁÿ � ìíîæåæòâî Ł ýºåìåíò, Ł îäíî îòíîłåíŁå ìåæäó ýòŁìŁ ïî-
íÿòŁÿìŁ � îòíîłåíŁå ïðŁíàäºåæíîæòŁ, âßðàæàåìîå æºîâàìŁ ¾ýºåìåíò
ïðŁíàäºåæŁò ìíîæåæòâó¿ ŁºŁ ¾ìíîæåæòâî æîäåðæŁò ýºåìåíò¿. Ìíîæå-
æòâà îÆß÷íî îÆîçíà÷àþò ïðîïŁæíßìŁ ÆóŒâàìŁ A, B, . . . , X , Y , . . . , ýºå-
ìåíòß � æòðî÷íßìŁ ÆóŒâàìŁ a, b, . . . , x, y, . . . . ¯æºŁ ýºåìåíò a ïðŁíàä-
ºåæŁò ìíîæåæòâó A, ïŁłåì a 2 A (A 3 a), à åæºŁ íå ïðŁíàäºåæŁò � òî
a =2 A (A 63 a).

˙àïŁæü A = fa; b; c; dg îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåæòâî A æîæòîŁò Łç ýºå-
ìåíòîâ a; b; c; d, à çàïŁæü A = fa j P (a)g� ÷òî ìíîæåæòâî A æîæòîŁò Łç
âæåı ýºåìåíòîâ, îÆºàäàþøŁı æâîØæòâîì P (a) (ıàðàŒòåðŁæòŁ÷åæŒŁì æâîØ-

æòâîì); íàïðŁìåð, [�2; 2] = fx j x2 6 4g. ßæíî, ÷òî ıàðàŒòåðŁæòŁ÷åæŒîå
æâîØæòâî ýºåìåíòîâ ìíîæåæòâà ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ íåŒîòîðßØ ïðåäŁŒàò.

ˇóæòîå ìíîæåæòâî ? íå æîäåðæŁò ýºåìåíòîâ.
Ìíîæåæòâà A Ł B íàçßâàþòæÿ ðàâíßìŁ (çàïŁæü A = B), åæºŁ îíŁ

æîæòîÿò Łç îäíŁı Ł òåı æå ýºåìåíòîâ.
Ìíîæåæòâî B íàçßâàåòæÿ ïîäìíîæåæòâîì ìíîæåæòâà A (çàïŁæü

B � A ŁºŁ A � B), åæºŁ ŒàæäßØ ýºåìåíò B ÿâºÿåòæÿ òàŒæå ýºåìåí-
òîì A:

(B � A)
def
== (8x 2 B ) x 2 A):

˛òíîłåíŁå ìåæäó ìíîæåæòâàìŁ, âßðàæàåìîå æºîâàìŁ ¾B ÿâºÿåòæÿ ïîä-
ìíîæåæòâîì A¿, íàçßâàåòæÿ îòíîłåíŁåì âŒºþ÷åíŁÿ. Ìíîæåæòâî âæåı
ïîäìíîæåæòâ äàííîªî ìíîæåæòâà A îÆîçíà÷àåòæÿ P(A) ŁºŁ 2A.

ˇî îïðåäåºåíŁþ, ? � A äºÿ ºþÆîªî ìíîæåæòâà A. Ìíîæåæòâà A Ł ?
íàçßâàþòæÿ íåæîÆæòâåííßìŁ ïîäìíîæåæòâàìŁ ìíîæåæòâà A. ¯æºŁ æå
B � A Ł æóøåæòâóåò òàŒîØ ýºåìåíò a 2 A, ÷òî a =2 B, òî ìíîæåæòâî
B íàçßâàåòæÿ æîÆæòâåííßì ïîäìíîæåæòâîì ìíîæåæòâà A; ýòîò ôàŒò
îÆîçíà÷àåòæÿ B � A.

`. ˛ïåðàöŁŁ íàä ìíîæåæòâàìŁ. ˇåðåæå÷åíŁåì A \ B ìíîæåæòâ
A Ł B íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî, æîæòîÿøåå Łç âæåı ýºåìåíòîâ, Œîòîðßå îä-
íîâðåìåííî ïðŁíàäºåæàò ŒàŒ ìíîæåæòâó A, òàŒ Ł ìíîæåæòâó B:

A \B def
== fx j x 2 A ^ x 2 Bg:

19
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(à) ïåðåæå÷åíŁå ìíîæåæòâ (Æ) îÆœåäŁíåíŁå ìíîæåæòâ

(â) ðàçíîæòü ìíîæåæòâ (ª) æŁììåòðŁ÷åæŒàÿ ðàçíîæòü
ìíîæåæòâ

—Łæ. 2.1. ˜Łàªðàììß ÝØºåðà, ŁººþæòðŁðóþøŁå îæíîâíßå
îïåðàöŁŁ íàä ìíîæåæòâàìŁ

ˇóæòîå ìíîæåæòâî ÿâºÿåòæÿ ïîäìíîæåæòâîì æàìîªî æåÆÿ, íî ïðŁ ýòîì
æàìî æ æîÆîØ íå ïåðåæåŒàåòæÿ: ? � ?, ? \? = ?.

˛ÆœåäŁíåíŁåì A [ B ìíîæåæòâ A Ł B íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî, æîæòî-
ÿøåå Łç âæåı ýºåìåíòîâ, Œîòîðßå ïðŁíàäºåæàò ºŁÆî ìíîæåæòâó A, ºŁÆî
ìíîæåæòâó B, ºŁÆî îÆîŁì ýòŁì ìíîæåæòâàì:

A [B def
== fx j x 2 A _ x 2 Bg:

—àçíîæòüþ A nB ìíîæåæòâ A Ł B íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî, æîæòîÿøåå
Łç âæåı ýºåìåíòîâ, ïðŁíàäºåæàøŁı ìíîæåæòâó A, íî íå ïðŁíàäºåæàøŁı
ìíîæåæòâó B:

A nB def
== fx j x 2 A ^ x =2 Bg:

CŁììåòðŁ÷åæŒîØ ðàçíîæòüþ A4B ìíîæåæòâ A Ł B íàçßâàåòæÿ ìíî-
æåæòâî

A4B def
== (A [B) n (A \B):

˜îïîºíåíŁåì ìíîæåæòâà A íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî A0, æîæòîÿøåå Łç
âæåı ýºåìåíòîâ, íå ïðŁíàäºåæàøŁı A. ×àæòî Æßâàåò óäîÆíî æ÷Łòàòü
âæå ìíîæåæòâà, ó÷àæòâóþøŁå â íåŒîòîðîì ðàææóæäåíŁŁ, ïîäìíîæåæòâà-
ìŁ íåŒîòîðîªî ìíîæåæòâà U , íàçßâàåìîªî óíŁâåðæàºüíßì ìíîæåæòâîì
(óíŁâåðæóìîì); â ýòîì æºó÷àå äîïîºíåíŁå A0 ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ ðàç-
íîæòü U nA. ˜îïîºíåíŁå ìíîæåæòâà A îÆîçíà÷àþò òàŒæå A, {A.

˜ºÿ íàªºÿäíîªî ŁçîÆðàæåíŁÿ ìíîæåæòâ Ł îòíîłåíŁØ ìåæäó íŁìŁ
Łæïîºüçóþòæÿ äŁàªðàììß ÝØºåðà�´åííà (æì. ðŁæ. 2.1).

`óäåì ªîâîðŁòü, ÷òî äâà ìíîæåæòâà A Ł B íàıîäÿòæÿ â îÆøåì ïîºî-
æåíŁŁ, åæºŁ æóøåæòâóþò òàŒŁå ýºåìåíòß a; b; c, ÷òî a 2 A, a =2 B, b 2 B,
b =2 A, c 2 A, c 2 B. ˜âà ìíîæåæòâà â îÆøåì ïîºîæåíŁŁ ŁçîÆðàæåíß
íà ðŁæ. 2.2, ªäå æŁìâîº a, íàïðŁìåð, îÆîçíà÷àåò æïŁæîŒ âæåı ýºåìåíòîâ,
æîäåðæàøŁıæÿ â ìíîæåæòâå A, íî íå æîäåðæàøŁıæÿ â ìíîæåæòâå B Ł ò. ä.
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—Łæ. 2.2. Ìíîæåæòâà â îÆøåì ïîºîæåíŁŁ

ÀíàºîªŁ÷íî ââîäŁòæÿ ïîíÿòŁå òð…ı ìíîæåæòâ â îÆøåì ïîºîæåíŁŁ
(æì. ðŁæ. 2.2).

ˇóæòü fA� j � 2 Ag� íåŒîòîðàÿ æŁæòåìà ìíîæåæòâ. ˇåðåæå÷åíŁå Ł
îÆœåäŁíåíŁå ýòŁı ìíîæåæòâ îïðåäåºÿþòæÿ Ł îÆîçíà÷àþòæÿ æºåäóþøŁì
îÆðàçîì:

\

�2A

A�
def
== fx j 8� 2 A : x 2 A�g;

[

�2A

A�
def
== fx j 9� 2 A : x 2 A�g:

¨æïîºüçóþòæÿ òàŒæå îÆîçíà÷åíŁÿ
nT

k=m

Ak,
nS

k=m

Ak Ł Łì ïîäîÆíßå.

2.1. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îïåðàöŁØ íàä ìíîæåæòâàìŁ:

(1) ŒîììóòàòŁâíîæòü:

A \B = B \A; A [B = B [ A;

(2) àææîöŁàòŁâíîæòü:

(A \B) \ C = A \ (B \ C);

(A [B) [ C = A [ (B [ C);

(3) âçàŁìíàÿ äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü:

(A \B) [ C = (A [ C) \ (B [ C);

(A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C);

(4) çàŒîíß ïîªºîøåíŁÿ:

(A \B) [B = B; (A [B) \B = B;

(5) çàŒîíß äîïîºíŁòåºüíîæòŁ:

A \ A0 = ?; A [ A0 = U ;

(6) A nB = A \B0 ;
(7) ?0 = U ; U 0 = ?;
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(8) çàŒîíß äå Ìîðªàíà:

(A \B)0 = A0 [B0; (A [B)0 = A0 \B0: (2.1)

˜åŒàðòîâßì (ïðÿìßì) ïðîŁçâåäåíŁåì A�B ìíîæåæòâ A Ł B íàçß-
âàåòæÿ ìíîæåæòâî, æîæòîÿøåå Łç âæåı óïîðÿäî÷åííßı ïàð (a; b), ªäå a 2 A,
b 2 B:

A�B = f(a; b) j a 2 A; b 2 Bg:
˜åŒàðòîâî ïðîŁçâåäåíŁå íåæŒîºüŒŁı ìíîæåæòâ A1, : : : , An � ýòî ìíîæå-
æòâî âæåı óïîðÿäî÷åííßı ïîæºåäîâàòåºüíîæòåØ, îÆðàçîâàííßı ýºåìåíòà-
ìŁ ìíîæåæòâ A1, : : : , An:

A1 � � � � �An =
n�

i=1
Ai = f(a1; : : : ; an) j a1 2 A1; : : : ; an 2 Ang:

˜åŒàðòîâà (ïðÿìàÿ) æòåïåíü ìíîæåæòâà A îïðåäåºÿåòæÿ æîîòíîłå-
íŁÿìŁ

A1 = A; An+1 = A�An; n 2 N:

´. ÑîîòâåòæòâŁÿ Ł îòíîłåíŁÿ. ÑîîòâåòæòâŁåì R, çàäàííßì íà
óïîðÿäî÷åííîØ ïàðå ìíîæåæòâ A Ł B, íàçßâàåòæÿ ºþÆîå ïîäìíîæåæòâî
R äåŒàðòîâà ïðîŁçâåäåíŁÿ ýòŁı ìíîæåæòâ A � B. ¯æºŁ (a; b) 2 R, òî
ªîâîðÿò, ÷òî ýºåìåíòß a 2 A Ł b 2 B íàıîäÿòæÿ â ðàææìàòðŁâàåìîì
æîîòâåòæòâŁŁR. ´ìåæòî çàïŁæŁ (a; b) 2 R îÆß÷íî Łæïîºüçóþò ŁíôŁŒæíóþ1

çàïŁæü: a R b.
˜ºÿ æîîòâåòæòâŁÿ R � A�B ââåä…ì æºåäóþøŁå òåðìŁíß:

(i) îÆºàæòü îòïðàâºåíŁÿ æîîòâåòæòâŁÿ R� ìíîæåæòâî A;
(ii) îÆºàæòü ïðŁÆßòŁÿ æîîòâåòæòâŁÿ R� ìíîæåæòâî B;
(iii) îÆºàæòü îïðåäåºåíŁÿ DomR æîîòâåòæòâŁÿ R� ìíîæåæòâî âæåı ïåð-

âßı ýºåìåíòîâ ïàð Łç R:

DomR
def
== fa j 9b : (a; b) 2 Rg;

(iv) îÆºàæòü çíà÷åíŁØ ImR æîîòâåòæòâŁÿ R� ìíîæåæòâî âæåı âòîðßı
ýºåìåíòîâ ïàð Łç R:

ImR
def
== fb j 9a : (a; b) 2 Rg:

´ æºó÷àå Œîíå÷íßı ìíîæåæòâ A Ł B æîîòâåòæòâŁå R � A� B óäîÆíî
ŁººþæòðŁðîâàòü æ ïîìîøüþ ªðàôŁŒà: ýºåìåíòß ìíîæåæòâ A Ł B ŁçîÆðà-
æàþòæÿ òî÷ŒàìŁ ïºîæŒîæòŁ; òî÷ŒŁ a 2 A Ł b 2 B æîåäŁíÿþòæÿ æòðåºŒîØ,
åæºŁ a R b (æì. ðŁæ. 2.3).

´ßäåºÿþòæÿ æºåäóþøŁå âàæíßå òŁïß æîîòâåòæòâŁØ.
ÑîîòâåòæòâŁå R � A�B íàçßâàåòæÿ

(i) âæþäó îïðåäåº…ííßì, åæºŁ îÆºàæòü îïðåäåºåíŁÿ æîâïàäàåò æ îÆºà-
æòüþ îòïðàâºåíŁÿ: DomR = A; íà ªðàôŁŒå Łç ŒàæäîØ òî÷ŒŁ îÆºà-
æòŁ îòïðàâºåíŁÿ ŁæıîäŁò ıîòÿ Æß îäíà æòðåºŒà (æì. ðŁæ. 2.3(à));

1Ò.å. çàïŁæü, ïðŁ Œîòîðîì çíàŒ æîîòâåòæòâŁÿ R æòàâŁòæÿ ìåæäó æŁìâîºàìŁ ýºå-
ìåíòîâ a Ł b.
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(à) âæþäó îïðåäåº…ííîå (Æ) æþðœåŒòŁâíîå

(â) ôóíŒöŁîíàºüíîå (ª) ŁíœåŒòŁâíîå

—Łæ. 2.3. ÒŁïß æîîòâåòæòâŁØ

(ii) æþðœåŒòŁâíßì, åæºŁ îÆºàæòü çíà÷åíŁØ æîâïàäàåò æ îÆºàæòüþ ïðŁ-
ÆßòŁÿ: ImR = B; íà ªðàôŁŒå â Œàæäóþ òî÷Œó îÆºàæòŁ ïðŁÆßòŁÿ
ïðŁıîäŁò ıîòÿ Æß îäíà æòðåºŒà (æì. ðŁæ. 2.3(Æ));

(iii) ôóíŒöŁîíàºüíßì, åæºŁ â í…ì íåò ïàð æ îäŁíàŒîâßìŁ ïåðâßìŁ Ł
ðàçºŁ÷íßìŁ âòîðßìŁ ŒîìïîíåíòàìŁ, ò.å.

8(a1; b1); (a2; b2) 2 R : b1 6= b2 =) a1 6= a2

ŁºŁ, ïî ŒîíòðàïîçŁöŁŁ,

8(a1; b1); (a2; b2) 2 R : a1 = a2 =) b1 = b2;

íà ªðàôŁŒå Łç ŒàæäîØ òî÷ŒŁ îÆºàæòŁ îòïðàâºåíŁÿ ŁæıîäŁò íå Æîºåå

îäíîØ æòðåºŒŁ, ò.å. çàïðåøåíß æŁòóàöŁŁ âŁäà �%& (æì. ðŁæ. 2.3(â));

(iv) ŁíœåŒòŁâíßì, åæºŁ â í…ì íåò ïàð æ ðàçºŁ÷íßìŁ ïåðâßìŁ Ł îäŁíà-
ŒîâßìŁ âòîðßìŁ ŒîìïîíåíòàìŁ, ò.å.

8(a1; b1); (a2; b2) 2 R : a1 6= a2 =) b1 6= b2

ŁºŁ, ïî ŒîíòðàïîçŁöŁŁ,

8(a1; b1); (a2; b2) 2 R : b1 = b2 =) a1 = a2;

íà ªðàôŁŒå â Œàæäóþ òî÷Œó îÆºàæòŁ ïðŁÆßòŁÿ ïðŁıîäŁò íå Æîºåå

îäíîØ æòðåºŒŁ, ò.å. çàïðåøåíß æŁòóàöŁŁ âŁäà
&
%� (æì. ðŁæ. 2.3(ª));
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(v) âçàŁìíî îäíîçíà÷íßì æîîòâåòæòâŁåì, ŁºŁ ÆŁåŒòŁâíßì æîîòâåò-
æòâŁåì, ŁºŁ ÆŁåŒöŁåØ ìåæäó ìíîæåæòâàìŁ A Ł B åæºŁ îíî âæþäó
îïðåäåºåíî, ôóíŒöŁîíàºüíî, æþðœåŒòŁâíî Ł ŁíœåŒòŁâíî.

˝åôîðìàºüíî ÆŁåŒöŁÿ (âçàŁìíî îäíîçíà÷íîå æîîòâåòæòâŁå) ìåæäó
ìíîæåæòâàìŁ A Ł B ìîæåò Æßòü îïŁæàíà æºåäóþøŁì îÆðàçîì: Œàæäî-
ìó ýºåìåíòó ìíîæåæòâà A (îïðåäåº…ííîæòü âæþäó) ïîæòàâºåí â æîîòâåò-
æòâŁå îäŁí ýºåìåíò ìíîæåæòâà B (ôóíŒöŁîíàºüíîæòü), ïðŁ÷…ì ðàçíßì
ýºåìåíòàì ìíîæåæòâà A æîîòâåòæòâóþò ðàçíßå ýºåìåíòß ìíîæåæòâà B
(ŁíœåŒòŁâíîæòü) Ł ŒàæäßØ ýºåìåíò ìíîæåæòâà B æîîòâåòæòâóåò ıîòÿ Æß
îäíîìó ýºåìåíòó ìíîæåæòâà A (æþðœåŒòŁâíîæòü).

ÑîîòâåòæòâŁÿ R � A � A íàçßâàþò îòíîłåíŁÿìŁ íà ìíîæåæòâå A.
ˇðŁìåðàìŁ îòíîłåíŁØ íà ìíîæåæòâå âåøåæòâåííßı ÷Łæåº ìîªóò æºóæŁòü
îòíîłåíŁÿ =, >, >.

ˆ. ˛òîÆðàæåíŁÿ. ˇîíÿòŁå îòîÆðàæåíŁÿ Łªðàåò â ìàòåìàòŁŒå öåí-
òðàºüíóþ ðîºü. ÒåðìŁíß ¾îòîÆðàæåíŁå¿, ¾ôóíŒöŁÿ¿, ¾ôóíŒöŁîíàº¿,
¾îïåðàòîð¿, ¾ïðåîÆðàçîâàíŁå¿ ÿâºÿþòæÿ æŁíîíŁìàìŁ; Łı óïîòðåÆºåíŁå
îïðåäåºÿåòæÿ ºŁłü òðàäŁöŁåØ, æºîæŁâłåØæÿ â ðàçíßı ðàçäåºàı ìàòåìà-
òŁŒŁ.

ˇóæòü f � æîîòâåòæòâŁå, îïðåäåº…ííîå íà ìíîæåæòâàı A Ł Y , ò.å. ïîä-
ìíîæåæòâî äåŒàðòîâà ïðîŁçâåäåíŁÿ A�Y , îÆºàäàþøåå æâîØæòâîì ôóíŒ-
öŁîíàºüíîæòŁ: â í…ì íåò ïàð æ îäŁíàŒîâßìŁ ïåðâßìŁ Ł ðàçíßìŁ âòîðßìŁ
ŒîìïîíåíòàìŁ, ò.å.

8(a1; y1); (a2; y2) 2 f : y1 6= y2 =) a1 6= a2:

ˇóæòü X � îÆºàæòü îïðåäåºåíŁÿ æîîòâåòæòâŁÿ f , ò.å. ìíîæåæòâî

X = Dom f
def
== fx 2 A j 9y : (x; y) 2 fg:

Òîªäà óïîðÿäî÷åííàÿ òðîØŒà (f;X; Y ) íàçßâàåòæÿ îòîÆðàæåíŁåì, îïðå-
äåº…ííßì íà ìíîæåæòâå X Ł ïðŁíŁìàþøŁì çíà÷åíŁÿ â ìíîæåæòâå Y .1

ˇðŁâåä…ííîå îïðåäåºåíŁå æîªºàæóåòæÿ æ ïðåäæòàâºåíŁåì î ôóíŒöŁŁ,
ââåä…ííîì â łŒîºüíîì Œóðæå, ŒàŒ î ïðàâŁºå, ïîæðåäæòâîì Œîòîðîªî Œàæ-
äîìó ýºåìåíòó îäíîªî ìíîæåæòâà æòàâŁòæÿ â æîîòâåòæòâŁå åäŁíæòâåííßØ
ýºåìåíò äðóªîªî ìíîæåæòâà.

Ñ ïîíÿòŁåì îòîÆðàæåíŁÿ (ôóíŒöŁŁ) æâÿçàíß æºåäóþøŁå òåðìŁíß Ł
îÆîçíà÷åíŁÿ:

(1) åæºŁ (x; y) 2 f , òî ªîâîðÿò, ÷òî y � çíà÷åíŁå îòîÆðàæåíŁÿ f íà ýºå-
ìåíòå x (â òî÷Œå x), ŁºŁ y � îÆðàç ýºåìåíòà x ïðŁ îòîÆðàæåíŁŁ f ,

Ł Łæïîºüçóþò çàïŁæŁ y = f(x), f : x 7! y Ł x
f7�! y; ªîâîðÿò òàŒæå,

÷òî îòîÆðàæåíŁå f ïåðåâîäŁò (ïðåîÆðàçóåò, ïðåâðàøàåò; ôóíŒöŁÿ f
îòîÆðàæàåò) ýºåìåíò x â ýºåìåíò y;2

1ˇðåäºîªŁ ¾íà¿ Ł ¾â¿ â ýòîì îïðåäåºåíŁŁ óïîòðåÆºÿþòæÿ íå ïðîŁçâîºüíî, à Łª-
ðàþò æàìîæòîÿòåºüíóþ ðîºü, Łìåþò òåðìŁíîºîªŁ÷åæŒîå çíà÷åíŁå.

2ÑŁìâîº f(x) îÆîçíà÷àåò çíà÷åíŁå îòîÆðàæåíŁÿ íà ýºåìåíòå x; îòîÆðàæåíŁ-
åì ÿâºÿåòæÿ Łìåííî f , à íå f(x). ´ßðàæåíŁå ¾ôóíŒöŁÿ y = f(x)¿ íåŒîððåŒòíî: îíî
çàäà…ò ôóíŒöŁþ, íî íå ÿâºÿåòæÿ åþ. ˛äíàŒî âî ìíîªŁı ðàçäåºàı ìàòåìàòŁŒŁ ÷à-
æòî îÆîçíà÷àþò ÷åðåç f(x) ŒàŒ æàìó ôóíŒöŁþ, òàŒ Ł âßðàæåíŁå, å… çàäàþøåå. ÒàŒîå
æîªºàłåíŁå ÿâºÿåòæÿ â ÆîºüłŁíæòâå æºó÷àåâ óäîÆíßì Ł âïîºíå îïðàâäàííßì.
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(2) îÆðàç ìíîæåæòâà C � A ïðŁ îòîÆðàæåíŁŁ f � ýòî ìíîæåæòâî

f(C)
def
== ff(c) j c 2 Cg = fy 2 Y j 9c 2 C : (c; y) 2 fg;

(3) X � îÆºàæòü îïðåäåºåíŁÿ îòîÆðàæåíŁÿ f ; ªîâîðÿò, ÷òî îòîÆðàæåíŁå
f îïðåäåºåíî íà X ;

(4) A� îÆºàæòü îòïðàâºåíŁÿ1 îòîÆðàæåíŁÿ f ; ªîâîðÿò, ÷òî îòîÆðàæåíŁå
f îïðåäåºåíî â A;

(5) Y � îÆºàæòü ïðŁÆßòŁÿ îòîÆðàæåíŁÿ f ; ªîâîðÿò, ÷òî îòîÆðàæåíŁå f
ïðŁíŁìàåò çíà÷åíŁÿ â ìíîæåæòâå Y ;

(6) Im f
def
== fy 2 Y j 9x : y = f(x)g � Y � îÆºàæòü çíà÷åíŁØ îòîÆðàæå-

íŁÿ f ; ªîâîðÿò, ÷òî îòîÆðàæåíŁå f ïðŁíŁìàåò çíà÷åíŁÿ íà ìíîæå-
æòâå Im f ;

(7) çàïŁæŁ f : X ! Y , X
f��! Y îçíà÷àþò, ÷òî f � îòîÆðàæåíŁå æ îÆºà-

æòüþ îïðåäåºåíŁÿ X Ł îÆºàæòüþ ïðŁÆßòŁÿ Y ;
(8) îòîÆðàæåíŁå f : X ! X ÷àæòî íàçßâàþò (îæîÆåííî â ªåîìåòðŁŁ) ïðå-

îÆðàçîâàíŁåì ìíîæåæòâà X ;
(9) ïðîîÆðàç ýºåìåíòà y 2 Y � ýòî ìíîæåæòâî

f�1(y)
def
== fx 2 X j f(x) = yg;

æŁìâîº f�1(y) íå æºåäóåò àææîöŁŁðîâàòü æ îÆðàòíßì îòîÆðàæåíŁåì
(æì. íŁæå), Œîòîðîå ìîæåò Ł íå æóøåæòâîâàòü;

(10) ïðîîÆðàç ïîäìíîæåæòâà B � Y � ýòî ìíîæåæòâî

f�1(B)
def
== fx 2 X j f(x) 2 Bg =

[

y2B

f�1(y):

˛÷åâŁäíî, åæºŁ y 2 Y n Im f , òî f�1(y) íå æóøåæòâóåò ŁºŁ, ýŒâŁâà-
ºåíòíî, f�1(fyg) = ?.

Ìíîæåæòâî âæåı îòîÆðàæåíŁØ f : X ! Y ÷àæòî îÆîçíà÷àåòæÿ Y X .
˛òîÆðàæåíŁå f : X ! Y íàçßâàåòæÿ

(1) æþðœåŒòŁâíßì (æþðœåŒöŁåØ, îòîÆðàæåíŁåì ¾íà¿2), åæºŁ Im f = Y ;
(2) ŁíœåŒòŁâíßì (ŁíœåŒöŁåØ), åæºŁ Łç íåðàâåíæòâà x1 6= x2 æºåäóåò

f(x1) 6= f(x2) ŁºŁ, ïî ŒîíòðàïîçŁöŁŁ, Łç f(x1) = f(x2) æºåäóåò
x1 = x2;

(3) ÆŁåŒòŁâíßì (âçàŁìíî îäíîçíà÷íßì, ÆŁåŒöŁåØ), åæºŁ îíî îäíîâðå-
ìåííî æþðœåŒòŁâíî Ł ŁíœåŒòŁâíî.

˜âà îòîÆðàæåíŁÿ f Ł g íàçßâàþòæÿ ðàâíßìŁ, åæºŁ Łı æîîòâåòæòâóþ-

øŁå îÆºàæòŁ æîâïàäàþò: X
f�! Y , X

g�! Y , ïðŁ÷…ì f(x) = g(x) äºÿ ºþÆîªî
x 2 X .

˚îìïîçŁöŁåØ (æóïåðïîçŁöŁåØ) îòîÆðàæåíŁØ f : X ! Y Ł g : Y ! Z
íàçßâàåòæÿ îòîÆðàæåíŁå g � f : X ! Z, îïðåäåº…ííîå ïðàâŁºîì

8x 2 X : (g � f)(x)
def
== g

�
f(x)

�

1ˇîíÿòŁå îÆºàæòŁ îòïðàâºåíŁÿ Łæïîºüçóåòæÿ ðåäŒî.
2˛òîÆðàæåíŁÿ, íå ÿâºÿþøŁåæÿ æþðœåŒòŁâíßìŁ, íàçßâàþò îòîÆðàæåíŁÿìŁ ¾â¿.
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(ïðàâåå ïŁłåòæÿ òî îòîÆðàæåíŁå, Œîòîðîå ïðŁìåíÿåòæÿ ïåðâßì). Òî æå
æàìîå íàªºÿäíî ŁçîÆðàæàåòæÿ ïðŁ ïîìîøŁ äŁàªðàììß

X
g�f

//

f
  @

@@
@@

@@
@ Z

Y

g

??~~~~~~~

ˇðî ýòó äŁàªðàììó ªîâîðÿò, ÷òî îíà ŒîììóòàòŁâíà, ò.å. ðåçóºüòàò ïåðå-
ıîäà îò X Œ Z íå çàâŁæŁò îò òîªî, æäåºàåì ìß ýòî íåïîæðåäæòâåííî ïðŁ
ïîìîøŁ g � f ŁºŁ âîæïîºüçóåìæÿ ïðîìåæóòî÷íßì ýòàïîì Y .

2.2. Òåîðåìà. ˚îìïîçŁöŁÿ îòîÆðàæåíŁØ àææîöŁàòŁâíà, ò.å. äºÿ îòîÆ-
ðàæåíŁØ f : X ! Y , g : y ! Z, h : Z !W Łìååò ìåæòî æîîòíîłåíŁå

(h � g) � f = h � (g � f);

÷òî ïîçâîºÿåò íå æòàâŁòü æŒîÆŒŁ Ł ïŁæàòü h � g � f .

Òîæäåæòâåííßì îòîÆðàæåíŁåì íà ìíîæåæòâå X íàçßâàåòæÿ îòîÆ-
ðàæåíŁå

idX : X ! X; x 7! x:

ˇóæòü f : X ! Y Ł g : Y ! X � îòîÆðàæåíŁÿ. ¯æºŁ

g � f = idX ;

òî îòîÆðàæåíŁå g íàçßâàåòæÿ ºåâßì îÆðàòíßì äºÿ f , à f � ïðàâßì îÆ-
ðàòíßì äºÿ g.

¯æºŁ
g � f = idX Ł f � g = idY ; (2.2)

òî îòîÆðàæåíŁå g íàçßâàåòæÿ äâóæòîðîííŁì îÆðàòíßì (ŁºŁ ïðîæòî îÆ-

ðàòíßì) Œ îòîÆðàæåíŁþ f Ł îÆîçíà÷àåòæÿ f�1. ÒàŒŁì îÆðàçîì,

f(x) = y () f�1(y) = x:

˛òîÆðàæåíŁÿ f Ł f�1 íàçßâàþò âçàŁìíî îÆðàòíßìŁ.
˛Æðàòíîå îòîÆðàæåíŁå îÆîçíà÷àåòæÿ òåì æå æŁìâîºîì f�1, ÷òî Ł îïå-

ðàöŁÿ âçÿòŁÿ ïðîîÆðàçà; æºåäóåò ŁçÆåªàòü æìåłåíŁÿ ýòŁı ïîíÿòŁØ: ïðî-
îÆðàç ýºåìåíòà (ŁºŁ ìíîæåæòâà) æóøåæòâóåò äàæå â òîì æºó÷àå, Œîªäà
îòîÆðàæåíŁå íå Łìååò îÆðàòíîªî.

2.3. Òåîðåìà. ¯æºŁ äºÿ îòîÆðàæåíŁÿ æóøåæòâóåò (äâóæòîðîííåå) îÆ-
ðàòíîå, òî îíî åäŁíæòâåííî.

2.4. Òåîðåìà. ˛òîÆðàæåíŁå f : X ! Y Łìååò îÆðàòíîå òîªäà Ł òîºü-
Œî òîªäà, Œîªäà îíî ÆŁåŒòŁâíî.

2.5. ˇðåäºîæåíŁå.

1. ¯æºŁ îòîÆðàæåíŁå f : X ! Y ÆŁåŒòŁâíî, òî f�1 : Y ! X òàŒæå
ÆŁåŒòŁâíî, ïðŁ÷…ì

(f�1)�1 = f: (2.3)
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2. ¯æºŁ f : X ! Y , h : Y ! Z � ÆŁåŒòŁâíßå îòîÆðàæåíŁÿ, òî Łı Œîì-
ïîçŁöŁÿ h � f : X ! Z òàŒæå ÆŁåŒòŁâíà, ïðŁ÷…ì

(h � f)�1 = f�1 � h�1: (2.4)

˜. ˛òíîłåíŁå ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ. ˛òíîłåíŁåì R íà ìíîæåæòâå
X íàçßâàåòæÿ ïîäìíîæåæòâî R â X2 � X �X ; åæºŁ ýºåìåíò (x; y) Łç X2

ïðŁíàäºåæŁò R, òî ªîâîðÿò, ÷òî ýºåìåíòß x Ł y ìíîæåæòâà X íàıîäÿò-
æÿ â îòíîłåíŁŁ R Ł îÆîçíà÷àþò ýòîò ôàŒò x � y, ªäå �� æïåöŁàºüíßØ
æŁìâîº, âßÆðàííßØ â Œà÷åæòâå çíàŒà ðàææìàòðŁâàåìîªî îòíîłåíŁÿ. ˇðŁ-
ìåðàìŁ îòíîłåíŁØ ìîªóò æºóæŁòü æºåäóþøŁå îòíîłåíŁÿ íà ìíîæåæòâå
âåøåæòâåííßı ÷Łæåº: =, >, > Ł ò. ï.

˛òíîłåíŁå � íà ìíîæåæòâå X íàçßâàåòæÿ

(i) ðåôºåŒæŁâíßì, åæºŁ äºÿ ºþÆîªî x 2 X Łìååì x � x;
(ii) æŁììåòðŁ÷íßì, åæºŁ äºÿ ºþÆßı x; y 2 X Łç x � y æºåäóåò y � x;
(iii) òðàíçŁòŁâíßì, åæºŁ äºÿ ºþÆßı x; y; z 2 X Łç x � y Ł y � z æºåäóåò

x � z.

˛òíîłåíŁå, îÆºàäàþøåå æâîØæòâàìŁ ðåôºåŒæŁâíîæòŁ, æŁììåòðŁ÷íî-
æòŁ Ł òðàíçŁòŁâíîæòŁ, íàçßâàåòæÿ îòíîłåíŁåì ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ.

ˇóæòü íà ìíîæåæòâå X çàäàíî îòíîłåíŁå ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ �. ˚ºàæ-
æîì ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ [x] ýºåìåíòà x íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî âæåı ýºåìåí-
òîâ, ýŒâŁâàºåíòíßı ýºåìåíòó x:

[x]
def
== fy 2 X j y � xg:

2.6. Òåîðåìà. ¸þÆîå îòíîłåíŁå ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ � ïîðîæäàåò ðàç-
ÆŁåíŁå ìíîæåæòâà A íà íåïåðåæåŒàþøŁåæÿ Œºàææß ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ
æâîŁı ýºåìåíòîâ:

X =
[

a2A

[a]:

Ìíîæåæòâî

X=� def
== f[a] j a 2 Ag;

ýºåìåíòàìŁ Œîòîðîªî ÿâºÿþòæÿ Œºàææß ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ [x] îòíîæŁòåºüíî
�, íàçßâàåòæÿ ôàŒòîð-ìíîæåæòâîì ìíîæåæòâà X ïî îòíîłåíŁþ �.

¯. ˚îíå÷íßå Ł ÆåæŒîíå÷íßå ìíîæåæòâà. ˜âà ìíîæåæòâà A Ł B
íàçßâàþòæÿ ðàâíîìîøíßìŁ, åæºŁ ìåæäó íŁìŁ ìîæíî óæòàíîâŁòü âçàŁì-
íî îäíîçíà÷íîå æîîòâåòæòâŁå.

Ìíîæåæòâî íàçßâàåòæÿ ÆåæŒîíå÷íßì, åæºŁ îíî ðàâíîìîøíî íåŒîòîðî-
ìó æâîåìó æîÆæòâåííîìó ïîäìíîæåæòâó. ´ ïðîòŁâíîì æºó÷àå ìíîæåæòâî
íàçßâàåòæÿ Œîíå÷íßì.

˚àæäîå Œîíå÷íîå ìíîæåæòâî A ðàâíîìîøíî íåŒîòîðîìó ìíîæåæòâó
íàòóðàºüíßı ÷Łæåº âŁäà f1; 2; : : : ; ng; â ýòîì æºó÷àå n íàçßâàåòæÿ ÷Łæºîì
ýºåìåíòîâ ìíîæåæòâà A.

`åæŒîíå÷íîå ìíîæåæòâî íàçßâàåòæÿ æ÷…òíßì, åæºŁ îíî ðàâíîìîøíî
ìíîæåæòâó íàòóðàºüíßı ÷Łæåº N; â ïðîòŁâíîì æºó÷àå ÆåæŒîíå÷íîå ìíî-
æåæòâî íàçßâàåòæÿ íåæ÷…òíßì.
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2.7. Òåîðåìà. Ìíîæåæòâà Z öåºßı ÷Łæåº Ł Q ðàöŁîíàºüíßı ÷Łæåº
æ÷…òíß. Ìíîæåæòâî R âåøåæòâåííßı ÷Łæåº íåæ÷…òíî.

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. Ñîæòàâüòå æïŁæîŒ ýºåìåíòîâ ìíîæåæòâà, çàäàííîªî ıàðàŒòåðŁæòŁ÷å-
æŒŁì æâîØæòâîì:
(à) A = fx j x 2 Z; jxj < 3g; (Æ) B = fx j x 2 N; jxj < 3g.

2. ˇóæòüA, B � çàäàííßå òî÷ŒŁ ïºîæŒîæòŁ (ïðîæòðàíæòâà). ˛ïŁłŁòå æºå-
äóþøŁå ìíîæåæòâà òî÷åŒ ïºîæŒîæòŁ (ïðîæòðàíæòâà):
(à) A = fM j AM = 3g; (Æ) B = fM j AM = BMg.

3. ˚àŒàÿ ðàçíŁöà ìåæäó çàïŁæÿìŁ A 2 B Ł A � B?
4. —àâíß ºŁ ìíîæåæòâà f1; 2; 3g Ł f1; f2; 3gg?
5. ´åðíî ºŁ, ÷òî f1; 2g 2 f1; 2; f1; 3gg? ´åðíî ºŁ, ÷òî f1; 2g � f1; 2; f1; 3gg?
6. ´åðíî ºŁ, ÷òî f1; 3g 2 f1; 2; f1; 3gg? ´åðíî ºŁ, ÷òî f1; 3g � f1; 2; f1; 3gg?
7. ßâºÿåòæÿ ºŁ ìíîæåæòâî f0g ïóæòßì?
8. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð òàŒŁı A Ł B, ÷òî: (à) âßæŒàçßâàíŁå A 2 B ŁæòŁííî,
A � B ºîæíî; (Æ) A 2 B ºîæíî, A � B ŁæòŁííî; (â) îÆà âßæŒàçßâàíŁÿ
A 2 B Ł A � B ŁæòŁííß.

9. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð òàŒŁı A, B, C, ÷òî A 2 B, B 2 C, A � C.
10. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð òàŒŁı A, B, C, ÷òî A 2 B, B 2 C, A =2 C.
11. ˜ºÿ ŒàæäîØ ïàðß ìíîæåæòâ Łç ïðŁâåä…ííîªî æïŁæŒà óŒàæŁòå, ÿâºÿ-

åòæÿ ºŁ îäíî Łç íŁı ïîäìíîæåæòâîì äðóªîªî: A = f1g, B = f1; 2g,
C = f1; 2; 3g, D = ff1g; 2; 3g, E = ff1; 2g; 3g.

12. ˝àØäŁòå ïåðåæå÷åíŁå, îÆœåäŁíåíŁå, ðàçíîæòü Ł æŁììåòðŁ÷åæŒóþ ðàç-
íîæòü ìíîæåæòâ A Ł B, åæºŁ (à) A = f1; 2; 3; 4; 5g, B = f2; 4; 6; 8; 10g;
(Æ) A = (�4; 2], B = [�2; 4).

13. Ìíîæåæòâî A æîæòîŁò Łç ÷…òíßı íàòóðàºüíßı ÷Łæåº, ìíîæåæòâî B �
Łç íàòóðàºüíßı ÷Łæåº, äåºÿøŁıæÿ íà 3, ìíîæåæòâî C � Łç íàòóðàºü-
íßı ÷Łæåº, äåºÿøŁıæÿ íà 12. ¨çîÆðàçŁòå ìíîæåæòâà æ ïîìîøüþ äŁà-
ªðàììß ÝØºåðà.

14. ˜àíî ìíîæåæòâî A = f1; 2; 3g. ˇåðå÷ŁæºŁòå âæå ýºåìåíòß ìíîæåæòâà
A�A.

15. ˜àíß ìíîæåæòâà A = f1; 2; 3g, B = fa; bg. ˇåðå÷ŁæºŁòå âæå ýºåìåíòß
ìíîæåæòâ A�B Ł B �A. ´åðíî ºŁ, ÷òî A�B = B �A?

16. ×òî òàŒîå æîîòâåòæòâŁå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
17. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ îÆºàæòŁ îòïðàâºåíŁÿ, îÆºàæòŁ ïðŁÆß-

òŁÿ, îÆºàæòŁ îïðåäåºåíŁÿ Ł îÆºàæòŁ çíà÷åíŁØ æîîòâåòæòâŁÿ.
18. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ ŁíœåŒòŁâíîªî, æþðœåŒòŁâíîªî, âæþäó

îïðåäåº…ííîªî, ôóíŒöŁîíàºüíîªî æîîòâåòæòâŁÿ. ˇðîŁººþæòðŁðóØòå
ýòŁ ïîíÿòŁÿ ªðàôŁ÷åæŒŁ.

19. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ÆŁåŒòŁâíîªî (âçàŁìíî îäíîçíà÷íîªî) æî-
îòâåòæòâŁÿ. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.

20. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå îòîÆðàæåíŁÿ, åªî îÆºàæòŁ îòïðàâºåíŁÿ,
îÆºàæòŁ ïðŁÆßòŁÿ, îÆºàæòŁ îïðåäåºåíŁÿ Ł îÆºàæòŁ çíà÷åíŁØ.

21. ˛ÆœÿæíŁòå æºåäóþøŁå òåðìŁíß: îÆðàç ýºåìåíòà, îÆðàç ìíîæåæòâà,
ïðîîÆðàç ýºåìåíòà, ïðîîÆðàç ìíîæåæòâà.
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22. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ ºåâîªî îÆðàòíîªî, ïðàâîªî îÆðàòíîªî, îÆ-
ðàòíîªî îòîÆðàæåíŁÿ. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.

23. ÑôîðìóºŁðóØòå íåîÆıîäŁìîå Ł äîæòàòî÷íîå óæºîâŁå æóøåæòâîâàíŁÿ
îÆðàòíîªî îòîÆðàæåíŁÿ.

24. ×òî òàŒîå îòíîłåíŁå íà ìíîæåæòâå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
25. ×òî òàŒîå ðåôºåŒæŁâíîå îòíîłåíŁå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß ðåôºåŒæŁâ-

íßı Ł íåðåôºåŒæŁâíßı îòíîłåíŁØ.
26. ×òî òàŒîå æŁììåòðŁ÷íîå îòíîłåíŁå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß æŁììåòðŁ÷-

íßı Ł íåæŁììåòðŁ÷íßı îòíîłåíŁØ.
27. ×òî òàŒîå òðàíçŁòŁâíîå îòíîłåíŁå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß òðàíçŁòŁâ-

íßı Ł íåòðàíçŁòŁâíßı îòíîłåíŁØ.
28. —àææìîòðŁì îòíîłåíŁå A 

 B íà ìíîæåæòâå ºþäåØ, çàäàííîå æºå-

äóþøŁì îÆðàçîì: A

 B â òîì Ł òîºüŒî òîì æºó÷àå, åæºŁ A Ł B �
æóïðóªŁ ŁºŁ ÆßºŁ æóïðóªàìŁ â ïðîłºîì. ßâºÿåòæÿ ºŁ ýòî îòíîłåíŁå
ðåôºåŒæŁâíßì? æŁììåòðŁ÷íßì? òðàíçŁòŁâíßì?

29. ×òî òàŒîå îòíîłåíŁå ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ?
30. ×òî òàŒîå Œºàææ ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ ýºåìåíòà?
31. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ðàçÆŁåíŁŁ ìíîæåæòâà íà Œºàææß ýŒâŁâà-

ºåíòíßı ýºåìåíòîâ.
32. ×òî òàŒîå ôàŒòîð-ìíîæåæòâî?
33. ˝à ìíîæåæòâå âæåı ìíîªîóªîºüíŁŒîâ çàäàäŁì îòíîłåíŁå ’ æºåäóþ-

øŁì îÆðàçîì: A ’ B â òîì Ł òîºüŒî òîì æºó÷àå, Œîªäà ìíîªîóªîºüíŁ-
ŒŁ A Ł B Łìåþò îäŁíàŒîâîå ÷Łæºî æòîðîí. ßâºÿåòæÿ ºŁ ýòî îòíîłåíŁå
îòíîłåíŁåì ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ? ¯æºŁ ÿâºÿåòæÿ, îïŁłŁòå Œºàææß ýŒâŁ-
âàºåíòíîæòŁ Ł ôàŒòîð-ìíîæåæòâî.

34. ×òî òàŒîå ðàâíîìîøíßå ìíîæåæòâà?
35. ×òî òàŒîå æ÷…òíîå ìíîæåæòâî?
36. ×òî òàŒîå íåæ÷…òíîå ìíîæåæòâî?

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 2.1. ˇóæòü Ak � ìíîæåæòâî âæåı òî÷åŒ ïºîæŒîæòŁ, ºåæàøŁı
âíóòðŁ Œðóªà ðàäŁóæà 2k æ öåíòðîì â ôŁŒæŁðîâàííîØ òî÷Œå O, n 2 Z.

˝àØäŁòå
1T

k=�1

Ak Ł
1S

k=�1

Ak.

—åłåíŁå. Ìíîæåæòâî
1T

k=�1

Ak æîäåðæŁò åäŁíæòâåííóþ òî÷Œó � îÆøŁØ

öåíòð O ðàææìàòðŁâàåìßı Œðóªîâ, ïîæŒîºüŒó äºÿ ŒàæäîØ òî÷ŒŁ A 6= O
íàØä…òæÿ Œðóª, íå æîäåðæàøŁØ å… (à Łìåííî, ºþÆîØ Œðóª ðàäŁóæà < AO).

Ìíîæåæòâî
1S

k=�1

Ak æîâïàäàåò æî âæåØ ïºîæŒîæòüþ, ïîæŒîºüŒó äºÿ

ŒàæäîØ òî÷ŒŁ B ïºîæŒîæòŁ íàØä…òæÿ Œðóª, æîäåðæàøŁØ ýòó òî÷Œó (à
Łìåííî, ºþÆîØ Œðóª ðàäŁóæà > BO).

ˇðŁìåð 2.2. ˜îŒàæŁòå ðàâåíæòâî

A4B = (A nB) [ (B nA):
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1 2 3

A B

—Łæ. 2.4. ˚ ïðŁìåðó 2.2

a
b

c

d

e
f

g

A B

C
—Łæ. 2.5. ˚ ïðŁìåðó 2.3

—åłåíŁå. —àææìîòðŁì äâà ìíîæåæòâà A Ł B â îÆøåì ïîºîæåíŁŁ (æì.
ðŁæ. 2.4); A = f1; 2g, B = f2; 3g, ªäå æŁìâîºß 1, 2, 3 îçíà÷àþò æîîòâåò-
æòâóþøŁå æïŁæŒŁ ýºåìåíòîâ (íàïðŁìåð 1 � æïŁæîŒ ýºåìåíòîâ, ºåæàøŁı
â A, íî íå ºåæàøŁı â B Ł ò. ï.). ˇî îïðåäåºåíŁþ

A4B = (A [B| {z }
=f1;2;3g

) n (A \B| {z }
=f2g

) = f1; 3g:

˜àºåå,
(A nB| {z }

=f1g

) [ (B nA| {z }
=f3g

) = f1; 3g;

÷òî æîâïàäàåò æ A4B.

ˇðŁìåð 2.3. ˜îŒàæŁòå ðàâåíæòâî

(A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C):

—åłåíŁå. —àææìîòðŁì òðŁ ìíîæåæòâà A;B;C â îÆøåì ïîºîæåíŁŁ (æì.
ðŁæ. 2.5):

A = fa; b; d; eg; B = fb; c; e; fg; C = fd; e; f; gg:
¨ìååì:

A [B = fa; b; c; d; e; fg; (A [B) \ C = fd; e; fg;
A \ C = fd; eg; B \C = fe; fg; (A \ C) [ (B \ C) = fd; e; fg;

÷òî Ł òðåÆîâàºîæü äîŒàçàòü.

ˇðŁìåð 2.4. ˆðóïïå æòóäåíòîâ Æßº çàäàí âîïðîæ î òîì, ŒàŒŁìŁ Łíî-
æòðàííßìŁ ÿçßŒàìŁ îíŁ âºàäåþò. ´ßÿæíŁºîæü, ÷òî îäŁí ÷åºîâåŒ âºàäååò
àíªºŁØæŒŁì, íåìåöŒŁì Ł ôðàíöóçæŒŁì, äâîå � àíªºŁØæŒŁì Ł íåìåöŒŁì,
òðîå � àíªºŁØæŒŁì Ł ôðàíöóçæŒŁì, ÷åòâåðî � íåìåöŒŁì Ł ôðàíöóçæŒŁì,
ïÿòåðî � òîºüŒî àíªºŁØæŒŁì, łåæòåðî � òîºüŒî íåìåöŒŁì, æåìåðî � òîºü-
Œî ôðàíöóçæŒŁì Ł âîæåìü ÷åºîâåŒ íå âºàäåþò íŁ îäíŁì Łç ýòŁı ÿçßŒîâ.
ÑŒîºüŒî æòóäåíòîâ ïðŁíÿºî ó÷àæòŁå â îïðîæå?
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5
2

6

3

1
4

7

8

À ˝

ÔÔ

—Łæ. 2.6. ˚ ïðŁìåðó 2.4

A B

C

—Łæ. 2.7. ˚ ïðŁìåðó 2.5

—åłåíŁå. ¨çîÆðàçŁâ æ ïîìîøüþ äŁàªðàììß ÝØºåðà äàííßå çàäà÷Ł (æì.
ðŁæ. 2.6), æ ïîìîøüþ ïðÿìîªî ïîäæ÷…òà óÆåæäàåìæÿ, ÷òî â îïðîæå ïðŁíÿºî
ó÷àæòŁå 36 ÷åºîâåŒ.

ˇðŁìåð 2.5. ¨çîÆðàçŁòå íà äŁàªðàììå ÝØºåðà ìíîæåæòâî A [ (B n C).
—åłåíŁå ŁçîÆðàæåíî íà ðŁæ. 2.7.

ˇðŁìåð 2.6. ˛òîÆðàæåíŁÿ f : R! R, g : R! R>0, h : R>0 ! R>0 îïðå-
äåºåíß îäíŁì Ł òåì æå ïðàâŁºîì x 7! x2. Ñîâïàäàþò ýòŁ îòîÆðàæåíŁÿ
ŁºŁ ðàçºŁ÷íß?

—åłåíŁå. ´æå ýòŁ îòîÆðàæåíŁÿ ðàçºŁ÷íß:

(à) f íå ÿâºÿåòæÿ íŁ æþðœåŒòŁâíßì (Im f = R>0), íŁ ŁíœåŒòŁâíßì (÷Łæ-
ºà x Ł �x Łìåþò îäŁí Ł òîò æå îÆðàç);

(Æ) g æþðœåŒòŁâíî, íî íå ÿâºÿåòæÿ ŁíœåŒòŁâíßì;
(â) h ÆŁåŒòŁâíî.

ˇðŁìåð 2.7. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð íåŒîììóòŁðóþøŁı îòîÆðàæåíŁØ, ò.å.
òàŒŁı, ÷òî g � f 6= f � g.

—åłåíŁå. ×Łæºîâßå ôóíŒöŁØ f : x 7! x2 Ł g : x 7! sinx íå ŒîììóòŁðóþò:

(g � f)(x) = g(f(x)) = sin(x2); (f � g)(x) = f(g(x)) = (sinx)2:

ˇðŁìåð 2.8. —àææìîòðŁì ôóíŒöŁŁ

f : R>0 ! R; x 7!
p
x; g : R! R>0; x 7! x2:

˜îŒàæŁòå, ÷òî îíŁ íå ÿâºÿþòæÿ âçàŁìíî îÆðàòíßìŁ. ˇîæòðîØòå âçàŁìíî
îÆðàòíßå ôóíŒöŁŁ, çàäàííßå òåìŁ æå ïðàâŁºàìŁ, ÷òî Ł äàííßå ôóíŒ-
öŁŁ.

—åłåíŁå. —àææìîòðŁì ŒîìïîçŁöŁþ g � f : R>0 ! R>0. ÒàŒ ŒàŒ

(g � f)(x) = g(f(x)) = g(
p
x) = (

p
x)2 = x () (g � f) = idR>0

;

òî ôóíŒöŁÿ g ÿâºÿåòæÿ ºåâîØ îÆðàòíîØ äºÿ f , à ôóíŒöŁÿ f � ïðàâîØ îÆ-
ðàòíîØ äºÿ g(x). ˛äíàŒî g íå ÿâºÿåòæÿ ïðàâîØ îÆðàòíîØ äºÿ f , à ôóíŒ-
öŁÿ f � ºåâîØ îÆðàòíîØ äºÿ g(x), ïîæŒîºüŒó ŒîìïîçŁöŁÿ f � g : R! R íå
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ÿâºÿåòæÿ òîæäåæòâåííîØ ôóíŒöŁåØ íà R:

(f � g)(x) = f(g(x)) = f(x2) =
p
x2 = jxj 6= idR :

ˇîýòîìó ôóíŒöŁŁ f Ł g âçàŁìíî îÆðàòíßìŁ íå ÿâºÿþòæÿ.
—àææìîòðŁì ôóíŒöŁŁ

F : R>0 ! R>0; x 7!
p
x; G : R>0 ! R>0; x 7! x2;

äºÿ íŁı Łìååì

(G � F )(x) = G(F (x)) = G(
p
x) = (

p
x)2 = x;

(F �G)(x) = F (G(x)) = F (x2) =
p
x2 = x:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ôóíŒöŁŁ F Ł G ÿâºÿþòæÿ âçàŁìíî îÆðàòíßìŁ.

ˇðŁìåð 2.9. —àææìîòðŁì æºåäóþøŁå ïðŁìåðß îòíîłåíŁØ:

(i) îòíîłåíŁå ðàâåíæòâà x = y íà ìíîæåæòâå âåøåæòâåííßı ÷Łæåº;
(ii) îòíîłåíŁå x < y íà ìíîæåæòâå âåøåæòâåííßı ÷Łæåº;
(iii) îòíîłåíŁå x 6 y íà ìíîæåæòâå âåøåæòâåííßı ÷Łæåº;

(iv) îòíîłåíŁå x
... y íà ìíîæåæòâå öåºßı ÷Łæåº, âßðàæàåìîå æºîâàìŁ ¾x

Æåç îæòàòŒà äåºŁòæÿ íà y¿;
(v) îòíîłåíŁå a k b ïàðàººåºüíîæòŁ ïðÿìßı;1

(vi) îòíîłåíŁå ïîäîÆŁÿ òðåóªîºüíŁŒîâ: 4ABC � 4PQR;
(vii) îòíîłåíŁå íà ìíîæåæòâå ºþäåØ, çàäàííîå æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

A ./ B òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A Ł B Łìåþò ıîòÿ Æß îäíîªî
îÆøåªî ðîäŁòåºÿ (ò.å. ÿâºÿþòæÿ ÆðàòüÿìŁ ŁºŁ æ…æòðàìŁ ŁºŁ Æðàòîì
Ł æåæòðîØ).

ÝòŁ îòíîłåíŁÿ îÆºàäàþò æºåäóþøŁìŁ æâîØæòâàìŁ:

ðåôºåŒæŁâíîæòü æŁììåòðŁ÷íîæòü òðàíçŁòŁâíîæòü

x = y + + +

x < y � � +

x 6 y + � +

x
... y + � +

a k b + + +

4ABC � 4PQR + + +

A ./ B + + �

1ˇàðàººåºüíßìŁ ïðÿìßìŁ Æóäåì íàçßâàòü ïðÿìßå, ºåæàøŁå â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ
Ł ºŁÆî íå ŁìåþøŁå îÆøŁı òî÷åŒ, ºŁÆî æîâïàäàþøŁå. ˇðåŁìóøåæòâà ýòîªî îïðåäåºåíŁÿ
ïåðåä łŒîºüíßì âæŒîðå âßÿæíÿòæÿ.
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4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

2.1. ˝àØäŁòå
1T

n=1
An Ł

1S
n=1

An, åæºŁ

(à) An =

�
� 1

n
;

1

n

�
; (Æ) An =

�
� 1

n
;

1

n

�
;

(â) An =

�
0;

1

n

�
; (ª) An =

�
0;

1

n

�
:

2.2. ÓæºîâŁìæÿ æ÷Łòàòü òðåóªîºüíŁŒîì ìíîæåæòâî âæåı òî÷åŒ, ºåæàøŁı
íà Œîíòóðå òðåóªîºüíŁŒà Ł âíóòðŁ åªî. ˝àØäŁòå

T
A2A

A Ł
S

A2A

A, ªäå

(à) A � ìíîæåæòâî âæåı òðåóªîºüíŁŒîâ, âïŁæàííßı â äàííßØ Œðóª 
;
(Æ) A � ìíîæåæòâî âæåı ïðàâŁºüíßı òðåóªîºüíŁŒîâ, âïŁæàííßı â äàí-

íßØ Œðóª 
.

2.3. ˜îŒàæŁòå ŁºŁ îïðîâåðªíŁòå æºåäóþøŁå æîîòíîłåíŁÿ:
(à) (A nB) [C = (A [ C) n (B [ C); (Æ) (A nB) n C = (A n C) nB.

2.4. ´ ªðóïïå Łç 35 æïîðòæìåíîâ 24 ÷åºîâåŒà çàíŁìàþòæÿ ôóòÆîºîì, 18
âîºåØÆîºîì, 12 ÆàæŒåòÆîºîì, 10 ôóòÆîºîì Ł âîºåØÆîºîì, 8 ôóòÆîºîì Ł
ÆàæŒåòÆîºîì, 5 âîºåØÆîºîì Ł ÆàæŒåòÆîºîì. ÑŒîºüŒî ÷åºîâåŒ çàíŁìàåòæÿ
âæåìŁ òðåìÿ âŁäàìŁ æïîðòà?

2.5. ˜ºÿ ŒàæäîØ äŁàªðàììß ÝØºåðà íà ðŁæ. 2.8 çàïŁłŁòå æîîòâåòæòâó-
þøåå ìíîæåæòâî.

A B

C

A B

C

A B

C

(à) (Æ) (â)

—Łæ. 2.8. ˚ çàäà÷å 2.5

2.6. ˇóæòü A, B, C � ìíîæåæòâà â îÆøåì ïîºîæåíŁŁ. ¨çîÆðàçŁòå íà äŁà-
ªðàììå ÝØºåðà æºåäóþøŁå ìíîæåæòâà:

(à) A \B \ C;
(Æ) (A \B) n C;
(â) (A \B) [ (B \C) [ (A \ C);
(ª) (A0 \B \ C) [ (A \B0 \ C) [ (A \B \ C0);
(ä) A n (B [ C) = A \B0 \ C0;
(å) A n (B4C).
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2.7. —àææìîòðŁì ôóíŒöŁŁ

f : R! [�1; 1]; x 7! sinx; g : [�1; 1]!
h
��

2
;
�

2

i
; x 7! arcsinx:

˜îŒàæŁòå, ÷òî îíŁ íå ÿâºÿþòæÿ âçàŁìíî îÆðàòíßìŁ. ˇîæòðîØòå ïàðó
âçàŁìíî îÆðàòíßı ôóíŒöŁØ, çàäàííßı òåìŁ æå ïðàâŁºàìŁ, ÷òî Ł äàííßå
ôóíŒöŁŁ.

2.8. ˇóæòü A� ìíîæåæòâî âæåı æòóäåíòîâ íåŒîòîðîªî ó÷åÆíîªî çàâåäå-
íŁÿ. ˛ïðåäåºŁì íà A æºåäóþøåå îòíîłåíŁå �: a � b òîªäà Ł òîºüŒî
òîªäà, Œîªäà a Ł b ó÷àòæÿ â îäíîØ ªðóïïå. ˇðîâåðüòå, ÷òî �� îòíîłåíŁå
ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ íà A. ×òî ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ Œºàææ ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ
ýºåìåíòà a? ×òî ÿâºÿåòæÿ ôàŒòîð-ìíîæåæòâîì A= �?



ˆ¸À´À 3

˚îìïºåŒæíßå ÷Łæºà

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ×Łæºîâîå ïîºå. ×Łæºîâîå ïîºå K � ýòî ìíîæåæòâî ÷Łæåº, â Œî-
òîðîì ŒîððåŒòíî âßïîºíÿþòæÿ ÷åòßðå àðŁôìåòŁ÷åæŒŁå îïåðàöŁŁ: æºî-
æåíŁå, âß÷ŁòàíŁå, óìíîæåíŁå, äåºåíŁå íà íåíóºåâîå ÷Łæºî. ˇðŁìåðàìŁ
÷Łæºîâßı ïîºåØ ìîªóò æºóæŁòü ìíîæåæòâà ðàöŁîíàºüíßı ÷Łæåº Q Ł ìíî-
æåæòâî âåøåæòâåííßı ÷Łæåº R. Ìíîæåæòâà íàòóðàºüíßı ÷Łæåº N Ł öåºßı
÷Łæåº Z íå ÿâºÿþòæÿ ÷ŁæºîâßìŁ ïîºÿìŁ, ïîæŒîºüŒó â íŁı íå âßïîºíÿåòæÿ
îïåðàöŁÿ äåºåíŁÿ (à â N åø… Ł âß÷ŁòàíŁå).

×Łæºîâîå ïîºå K0 íàçßâàåòæÿ ðàæłŁðåíŁåì ÷Łæºîâîªî ïîºÿ K, åæºŁ
K � K0; ïðŁ ýòîì ïîºå K íàçßâàåòæÿ ïîäïîºåì ïîºÿ K0. ˝àïðŁìåð, Q � R,
ò.å. ïîºå Q ÿâºÿåòæÿ ïîäïîºåì ïîºÿ R, à ïîºå R ÿâºÿåòæÿ ðàæłŁðåíŁåì
ïîºÿ Q.

ˇóæòü K � ÷Łæºîâîå ïîºå. `óäåì îÆîçíà÷àòü æŁìâîºîì K[x] ìíîæå-
æòâî âæåı ìíîªî÷ºåíîâ îò ïåðåìåííîØ x æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ Łç ïîºÿ K.

˚îðíåì ìíîªî÷ºåíà f(x) 2 K[x] íàçßâàåòæÿ òàŒîå ÷Łæºî c 2 K, ÷òî
f(c) = 0.

ˇîºå K íàçßâàåòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁ çàìŒíóòßì, åæºŁ ºþÆîØ ìíîªî-
÷ºåí Łç K[x] Łìååò Œîðåíü c 2 K.

ˇîºå ðàöŁîíàºüíßı ÷Łæåº Q íå ÿâºÿåòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁ çàìŒíóòßì,
òàŒ ŒàŒ, íàïðŁìåð, ìíîªî÷ºåí (x2�2) 2 Q[x] íå Łìååò ðàöŁîíàºüíßı Œîð-
íåØ. ¯æºŁ æå ðàææìàòðŁâàòü ýòîò ìíîªî÷ºåí íå ŒàŒ ýºåìåíò ìíîæåæòâà
Q[x], à ŒàŒ ýºåìåíò ìíîæåæòâà R[x], òî îí Łìååò äâà Œîðíÿ �

p
2. ÒàŒŁì

îÆðàçîì, ïåðåıîä îò ïîºÿ Q Œ åªî ðàæłŁðåíŁþ R ïîçâîºÿåò ðàæłŁðŁòü
Œºàææ ìíîªî÷ºåíîâ, ŁìåþøŁı ŒîðíŁ. ÔàŒòŁ÷åæŒŁ ïîæòðîåíŁå óŒàçàííîªî
ðàæłŁðåíŁÿ îæóøåæòâºÿåòæÿ ââåäåíŁåì ŁððàöŁîíàºüíßı ÷Łæåº.

˛äíàŒî ïîºå âåøåæòâåííßı ÷Łæåº R âæ… åø… íå ÿâºÿåòæÿ àºªåÆðàŁ÷å-
æŒŁ çàìŒíóòßì: ìíîªî÷ºåí x2 + 1 íå Łìååò âåøåæòâåííßı ŒîðíåØ.

`. ˇîºå ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº. Ìîæíî ïîæòðîŁòü ðàæłŁðåíŁå ïî-
ºÿ âåøåæòâåííßı ÷Łæåº, â Œîòîðîì ìíîªî÷ºåí x2 + 1 Łìååò ŒîðíŁ. ˜ºÿ
ýòîªî íóæíî ââåæòŁ ¾÷Łæºî¿ i, íàçßâàåìîå ìíŁìîØ åäŁíŁöåØ Ł îÆºàäàþ-
øåå æâîØæòâîì i2 = �1; òîªäà

x2 + 1 = 0 () x = �i:
—àææìîòðŁì äàºåå ìíîæåæòâî, ýºåìåíòàìŁ Œîòîðîªî ÿâºÿþòæÿ îÆœåŒòß
âŁäà x+iy, à àðŁôìåòŁ÷åæŒŁå îïåðàöŁŁ îæóøåæòâºÿþòæÿ òàŒ æå, ŒàŒ îïå-
ðàöŁŁ íàä ìíîªî÷ºåíàìŁ æ ó÷…òîì æîîòíîłåíŁÿ i2 = �1. ÒàŒŁå îÆœåŒòß

35
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íàçßâàþòæÿ ŒîìïºåŒæíßìŁ ÷ŁæºàìŁ. ´åøåæòâåííßå ÷Łæºà x Ł y íàçß-
âàþòæÿ æîîòâåòæòâåííî âåøåæòâåííîØ Ł ìíŁìîØ ÷àæòÿìŁ ŒîìïºåŒæíîªî
÷Łæºà z = x+ iy Ł îÆîçíà÷àþòæÿ

x = Re z; y = Im z:

Ìíîæåæòâî C ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº ÿâºÿåòæÿ ïîºåì; ÷òîÆß óÆåäŁòü-
æÿ â ýòîì, íóæíî ïðîâåðŁòü, ÷òî âæå ÷åòßðå àðŁôìåòŁ÷åæŒŁå îïåðàöŁŁ
âßïîºíŁìß â ýòîì ìíîæåæòâå. ˜åØæòâŁòåºüíî, äºÿ ºþÆßı x + iy 2 C Ł
u+ iv 2 C Łìååì

(x+ iy)� (u + iv) = (x � u) + i(y � v) 2 C; (3.1)

(x+ iy) � (u+ iv) = xu+ xiv + iyu+ iyiv =

= (xu� yv) + i(xv + yu) 2 C;
(3.2)

x+ iy

u+ ix
=

(x+ iy)(u� iv)

(u + iv)(u� iv)
=

(xu + yv) + i(yu� xv)

u2 + v2
=

=
xu + yv

u2 + v2
+ i

yu� xv
u2 + v2

2 C:

(3.3)

3.1. Òåîðåìà (îæíîâíàÿ òåîðåìà àºªåÆðß). ˇîºå ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº C
ÿâºÿåòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁ çàìŒíóòßì. ¨íßìŁ æºîâàìŁ, ºþÆîØ ìíîªî÷ºåí
æ ŒîìïºåŒæíßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ Łìååò ïî ŒðàØíåØ ìåðå îäŁí Œîì-
ïºåŒæíßØ Œîðåíü.

3.2. Òåîðåìà (æâîØæòâà àðŁôìåòŁ÷åæŒŁı îïåðàöŁØ íàä ŒîìïºåŒæíßìŁ
÷ŁæºàìŁ). ˜ºÿ ïðîŁçâîºüíßı z1; z2; z3 2 C âßïîºíÿþòæÿ æºåäóþøŁå æî-
îòíîłåíŁÿ:

(1) ŒîììóòàòŁâíîæòü æºîæåíŁÿ: z1 + z2 = z2 + z1;
(2) àææîöŁàòŁâíîæòü æºîæåíŁÿ: (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3);
(3) ŒîììóòàòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ: z1z2 = z2z1;
(4) àææîöŁàòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ: (z1z2)z3 = z1(z2z3);
(5) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü: z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

˛Æðàøàåì âíŁìàíŁå ÷Łòàòåºÿ íà òîò ôàŒò, ÷òî íà ïîºå ŒîìïºåŒæ-
íßı ÷Łæåº íå ââîäŁòæÿ îòíîłåíŁå ïîðÿäŒà (¾Æîºüłå¿ ŁºŁ ¾ìåíüłå¿),
ò.å. ŒîìïºåŒæíßå ÷Łæºà íåºüçÿ æðàâíŁâàòü.

ˇóæòü z = x+iy. ˚îìïºåŒæíîå ÷Łæºî x�iy íàçßâàåòæÿ æîïðÿæ…ííßì
Œ z Ł îÆîçíà÷àåòæÿ �z = x� iy.

3.3. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îïåðàöŁŁ æîïðÿæåíŁÿ:

(1) ŁíâîºþòŁâíîæòü: ��z = z;
(2) z1 + z2 = �z1 + �z2;
(3) z1 � z2 = �z1 � �z2;

(4)

�
z1

z2

�
=

�z1

�z2
.

˛÷åâŁäíî, âßïîºíÿþòæÿ æºåäóþøŁå æîîòíîłåíŁÿ:

Re z =
z + �z

2
; Im z =

z � �z

2i
:
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´. ÑóøåæòâîâàíŁå ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº. ÑóøåæòâîâàíŁå Œîì-
ïºåŒæíßı ÷Łæåº ìîæíî äîŒàçàòü, ïîæòðîŁâ ìîäåºü ïîºÿ C. —àææìîòðŁì
ìíîæåæòâî R�R âæåı óïîðÿäî÷åííßı ïàð âåøåæòâåííßı ÷Łæåº Ł ââåä…ì
íà í…ì îïåðàöŁŁ æºîæåíŁÿ Ł óìíîæåíŁÿ ôîðìóºàìŁ, ïîäæŒàçàííßìŁ æî-
îòíîłåíŁÿìŁ (3.2) Ł (3.1):

(x; y)� (u; v)
def
== (x� u; y � v); (3.4)

(x; y) � (u; v)
def
== (xu � yv; xv + yu): (3.5)

˝åòðóäíî ïðîâåðŁòü, ÷òî ýòŁ îïåðàöŁŁ îÆºàäàþò âæåìŁ æâîØæòâàìŁ, ïå-
ðå÷ŁæºåííßìŁ â òåîðåìå (3.2).

¨ìååì î÷åâŁäíßå æîîòíîłåíŁÿ

(x; y) + (0; 0) = (x; y); (x; y) � (1; 0) = (x; y);

(x; 0) + (u; 0) = (x + u; 0); (x; 0) � (u; 0) = (xu; 0):

Ýòî ïîçâîºÿåò îòîæäåæòâŁòü ïàðó âŁäà (x; 0) æ âåøåæòâåííßì ÷Łæºîì x;
â ÷àæòíîæòŁ, (0; 0) = 0 Ł (1; 0) = 1.

˝åïîæðåäæòâåííàÿ ïðîâåðŒà äîŒàçßâàåò æïðàâåäºŁâîæòü ôîðìóºß

(x; y)�1 =

�
x

x2 + y2
;
�y

x2 + y2

�
:

´âåä…ì îÆîçíà÷åíŁå i
def
== (0; 1); òîªäà

i2 = �1; (0; y) = (0; 1) � (y; 0) = iy; (x; y) = (x; 0) + (0; y) = x+ iy:

¨òàŒ, ìß ïîæòðîŁºŁ ìîäåºü ïîºÿ ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº, æîæòîÿøóþ Łç
óïîðÿäî÷åííßı ïàð âåøåæòâåííßı ÷Łæåº æ çàäàííßìŁ îïåðàöŁÿìŁ (3.4)
Ł (3.5), ÷òî äîŒàçßâàåò æóøåæòâîâàíŁå ïîºÿ C. ˙àïŁæü ŒîìïºåŒæíîªî ÷Łæ-
ºà (x; y) â âŁäå x+ iy íàçßâàåòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒîØ ôîðìîØ çàïŁæŁ.

ˆ. ÒðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒàÿ ôîðìà çàïŁæŁ.
ÀíàºîªŁ÷íî òîìó, ŒàŒ âåøåæòâåííßå

÷Łæºà ŁçîÆðàæàþòæÿ òî÷ŒàìŁ ŒîîðäŁ-
íàòíîØ îæŁ, Œàæäîå ŒîìïºåŒæíîå ÷Łæ-
ºî z = x + iy ìîæíî ŁçîÆðàçŁòü òî÷-
ŒîØ (x; y) ŒîîðäŁíàòíîØ ïºîæŒîæòŁ Oxy
(ºŁÆî ðàäŁóæ-âåŒòîðîì ýòîØ òî÷ŒŁ). ˚î-
îðäŁíàòíàÿ ïºîæŒîæòü íàçßâàåòæÿ ïðŁ
òàŒîØ ŁíòåðïðåòàöŁŁ ïºîæŒîæòüþ Œîì-
ïºåŒæíßı ÷Łæåº, îæüOx� âåøåæòâåííîØ
îæüþ, îæü Oy � ìíŁìîØ îæüþ. ˚îìïºåŒæ-
íîå ÷Łæºî �z, æîïðÿæ…ííîå Œ z, ŁçîÆðà-
æàåòæÿ ïðŁ ýòîì òî÷ŒîØ, æŁììåòðŁ÷íîØ
òî÷Œå z îòíîæŁòåºüíî âåøåæòâåííîØ îæŁ
(æì. ðŁæ. 3.1).

Re z

Im z

O

z = x+ iy

�z = x� iy

’

�’

r

x

y

�y

—Łæ. 3.1.

Òî÷Œà z = (x; y) íà ïºîæŒîæòŁ ìîæåò Æßòü çàäàíà íå òîºüŒî äåŒàðòî-
âßìŁ, íî Ł ïîºÿðíßìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ (r; ’), ªäå r � ðàææòîÿíŁå îò íà÷àºà
ŒîîðäŁíàò äî òî÷ŒŁ, ’� îðŁåíòŁðîâàííßØ óªîº ìåæäó ïîºîæŁòåºüíßì
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íàïðàâºåíŁåì îæŁ Ox Ł ðàäŁóæ-âåŒòîðîì òî÷ŒŁ. ˛÷åâŁäíî, æâÿçü äåŒàð-
òîâßı Ł ïîºÿðíßı ŒîîðäŁíàò çàäà…òæÿ ôîðìóºàìŁ

x = r cos’; y = r sin’;

0 6 r < +1; 0 6 ’ < 2�:

×Łæºî r íàçßâàåòæÿ ìîäóºåì ÷Łæºà z, ’� åªî àðªóìåíòîì:

r = jzj; ’ = arg z:

Àðªóìåíò îïðåäåº…í æ òî÷íîæòüþ äî æºàªàåìîªî 2�n, ïîýòîìó ðàçºŁ÷àþò

(i) ªºàâíîå çíà÷åíŁå àðªóìåíòà � ÷Łæºî arg z 2 [0; 2�) (â íåŒîòîðßı
çàäà÷àı óäîÆíåå ïîºàªàòü arg z 2 (��; �]);

(ii) (ìíîªîçíà÷íßØ) àðªóìåíò � ìíîæåæòâî Arg z = farg z+2�n j n 2 Zg;
Łæïîºüçóþòæÿ òàŒæå çàïŁæŁ

Arg z � arg z (mod 2�); Arg z = ’ (mod 2�);

ŁìåþøŁå âïîºíå î÷åâŁäíßØ æìßæº.

ÒðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒàÿ ôîðìà çàïŁæŁ ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº Łìååò âŁä

z = x+ iy = r cos’+ i sin’ = r(cos’+ i sin’):

ÒðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒóþ ôîðìó óäîÆíî Łæïîºüçîâàòü ïðŁ óìíîæåíŁŁ Œîì-
ïºåŒæíßı ÷Łæåº:

r1(cos’1 + i sin’1) � r2(cos’2 + i sin’2) =

= r1r2

�
cos’1 cos’2 � sin’1 sin’2 + i cos’1 sin’2 + i sin’1 cos’2

�
=

= r1r
�

cos(’1 + ’2) + i sin(’1 + ’2)
�
:

ÒàŒŁì îÆðàçîì1,

jz1 � z2j = jz1j � jz2j; Arg(z1 � z2) = Arg z1 + Arg z2:

˜. Ôîðìóºà ÝØºåðà.

3.4. ˛ïðåäåºåíŁå. ˇîŒàçàòåºüíàÿ ôóíŒöŁÿ ìíŁìîªî àðªóìåíòà îïðå-
äåºÿåòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

ei’ def
== cos’+ i sin’;

ýòà ôîðìóºà íàçßâàåòæÿ ôîðìóºîØ ÝØºåðà.

˛ÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî ôîðìóºà ÝØºåðà ÿâºÿåòæÿ îïðåäåºåíŁåì
ôóíŒöŁŁ ei’, à ïîòîìó íå íóæäàåòæÿ â äîŒàçàòåºüæòâå. ÌàòåìàòŁ÷åæŒŁØ
àíàºŁç äîæòàâºÿåò ìíîæåæòâî âåæŒŁı àðªóìåíòîâ â ïîºüçó öåºåæîîÆðàç-
íîæòŁ òàŒîªî îïðåäåºåíŁÿ; âîò îäŁí Łç íŁı: ôóíŒöŁÿ f(’) = cos’+i sin’
îÆºàäàåò æâîØæòâîì

f(’1) � f(’2) = f(’1 + ’2);

ıàðàŒòåðíßì äºÿ ïîŒàçàòåºüíîØ ôóíŒöŁŁ.

1´òîðàÿ Łç ýòŁı ôîðìóº îçíà÷àåò, ÷òî äºÿ ºþÆîªî çíà÷åíŁÿ ’ 2 Arg(z1 � z2)
íàØäóòæÿ òàŒŁå ’1 2 Arg z1 Ł ’2 2 Arg z2, ÷òî ’ = ’1 + ’2.
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˚îìïºåŒæíîå ÷Łæºî ìîæíî ïðåäæòàâŁòü â ïîŒàçàòåºüíîØ ôîðìå:

z = rei’; r = jzj; ’ 2 Arg z:

ˇîŒàçàòåºüíàÿ ôóíŒöŁÿ ŒîìïºåŒæíîªî àðªóìåíòà îïðåäåºÿåòæÿ ïðŁ
ïîìîøŁ ôîðìóºß ÝØºåðà: åæºŁ z = x+ iy, òî

ez def
== ex+iy = ex

�
cos y + i sin y

�
:

¯. ´îçâåäåíŁå ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº â öåºóþ æòåïåíü. Ôîðìó-
ºà Ìóàâðà. ÒðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒàÿ Ł ïîŒàçàòåºüíàÿ ôîðìß çàïŁæŁ óäîÆ-
íß ïðŁ âîçâåäåíŁŁ ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº â æòåïåíü:
h
r(cos’+ i sin’)

in

= rn(cosn’+ i sinn’); (rei’)n = rnein’; n 2 Z:

ˇðŁ r = 1 ïîºó÷àåì îòæþäà ôîðìóºó Ìóàâðà:
�

cos’+ i sin’
�n

= cosn’+ i sinn’; (3.6)

Œîòîðàÿ ïîºåçíà ïðŁ ïðåîÆðàçîâàíŁÿı òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒŁı âßðàæåíŁØ.

˘. ¨çâºå÷åíŁå ŒîðíåØ. ×Łæºî w íàçßâàåòæÿ Œîðíåì n-Ø æòåïå-
íŁ Łç ÷Łæºà z, åæºŁ wn = z:

w = n
p
z () wn = z:

ˇðåäæòàâŁì ÷Łæºà w, z â ïîŒàçàòåºüíîØ ôîðìå:

z = rei’; w = Rei�:

˝àłà çàäà÷à � ïî äàííßì r, ’ íàØòŁ R, �. ¨ìååì:

�
Rei�

�n

= rei’ () Rnein� = rei’ ()
�
Rn = r;

n� = ’+ 2�k; k 2 Z;
()

8
<
:

R = r1=n;

� =
’

n
+

2�k

n
; k 2 Z:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ïîºó÷àåòæÿ íå îä-
íî, à íåæŒîºüŒî çíà÷åíŁØ Œîðíÿ,
îäíàŒî ðàçºŁ÷íßìŁ Æóäóò òîºüŒî
òå, Œîòîðßå îòâå÷àþò çíà÷åíŁÿì
k = 0; 1; : : : ; n � 1. å̂îìåòðŁ÷åæŒŁ
ýòŁ ŒîðíŁ ŁçîÆðàæàþòæÿ âåðłŁíàìŁ
ïðàâŁºüíîªî n-óªîºüíŁŒà, âïŁæàííî-
ªî â îŒðóæíîæòü ðàäŁóæà r1=n. ˝à
ðŁæ. 3.2 ïðŁâåäåíà ŁººþæòðàöŁÿ, ïî-
ÿæíÿþøàÿ Łçâºå÷åíŁå Œîðíÿ 5 æòåïå-
íŁ.

Re

Im

rr1=5

’

’
5

—Łæ. 3.2.
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˙. ¨çâºå÷åíŁå Œâàäðàòíîªî Œîðíÿ. ¨çâºå÷åíŁå Œâàäðàòíîªî
Œîðíÿ ìîæíî îæóøåæòâŁòü, íå îÆðàøàÿæü Œ ïîŒàçàòåºüíîØ ôîðìå. ˇóæòüp
a+ ib = x+ iy, ªäå b 6= 0. Òîªäà

a+ ib = (x+ iy)2 = x2 � y2 + 2ixy ()
�
x2 � y2 = a;

2xy = b:

´åøåæòâåííßå ðåłåíŁÿ ýòîØ æŁæòåìß äàþò ŁæŒîìßå çíà÷åíŁÿ Œâàäðàò-
íîªî Œîðíÿ.

¨. ÒðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒŁå ôóíŒöŁŁ ŒîìïºåŒæíîªî àðªóìåíòà.
¨ç ôîðìóºß ÝØºåðà

ei’ = cos’+ i sin’

ïîºó÷àåì, çàìåíÿÿ ’ íà �’ Ł ó÷Łòßâàÿ, ÷òî ŒîæŁíóæ � ÷…òíàÿ ôóíŒöŁÿ,
à æŁíóæ � íå÷…òíàÿ:

e�i’ = cos’� i sin’:

ÑŒºàäßâàÿ ŁºŁ âß÷Łòàÿ ïîºó÷åííßå ðàâåíæòâà, íàıîäŁì

cos’ =
ei’ + e�i’

2
; sin’ =

ei’ � e�i’

2i
:

ÝòŁ ôîðìóºß ïîçâîºÿþò ââåæòŁ îïðåäåºåíŁÿ æŁíóæà Ł ŒîæŁíóæà Œîì-
ïºåŒæíîªî àðªóìåíòà:

cos z
def
==

eiz + e�iz

2
; sin z

def
==

eiz � e�iz

2i
: (3.7)

˛æíîâíîå òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒîå òîæäåæòâî

cos2 z + sin2 z = 1

ºåªŒî ïðîâåðÿåòæÿ. ´æå ôîðìóºß äºÿ òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒŁı ôóíŒöŁØ,
æïðàâåäºŁâßå äºÿ âåøåæòâåííßı çíà÷åíŁØ àðªóìåíòà, îæòàþòæÿ âåðíß-
ìŁ Ł äºÿ ŒîìïºåŒæíßı.

˚. ˆŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁå ôóíŒöŁŁ. ˆŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁå ôóíŒöŁŁ îïðå-
äåºÿþòæÿ ðàâåíæòâàìŁ, ïîıîæŁìŁ íà (3.7):

ch z
def
==

ez + e�z

2
; sh z

def
==

ez � e�z

2
: (3.8)

ÝòŁ ôóíŒöŁŁ íàçßâàþòæÿ æîîòâåòæòâåííî ªŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁì ŒîæŁíóæîì Ł
ªŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁì æŁíóæîì; â çàðóÆåæíîØ ºŁòåðàòóðå Łı ïðŁíÿòî îÆîçíà-
÷àòü cosh z Ł sinh z.

ÑðàâíŁâàÿ ôîðìóºß (3.7) Ł (3.8), íàıîäŁì æâÿçü ìåæäó ªŁïåðÆîºŁ-
÷åæŒŁìŁ Ł òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒŁìŁ ôóíŒöŁÿìŁ:

ch iz = cos z; cos iz = ch z;

sh iz = i sin z; sin iz = i sh z:

ÝòŁ æîîòíîłåíŁÿ ïîçâîºÿþò ïîºó÷Łòü âæå æîîòíîłåíŁÿ äºÿ ªŁïåðÆîºŁ-
÷åæŒŁı ôóíŒöŁØ Łç æîîòâåòæòâóþøŁı æîîòíîłåíŁØ äºÿ òðŁªîíîìåòðŁ÷å-
æŒŁı ôóíŒöŁØ.
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2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ×òî òàŒîå ÷Łæºîâîå ïîºå? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
2. ˚àŒîå ïîºå íàçßâàåòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁ çàìŒíóòßì?
3. ßâºÿþòæÿ ºŁ ïîºÿ ðàöŁîíàºüíßı ÷Łæåº Ł âåøåæòâåííßı ÷Łæåº àºªåÆ-

ðàŁ÷åæŒŁ çàìŒíóòßìŁ? ˛òâåò îÆîæíóØòå.
4. ×òî òàŒîå ŒîìïºåŒæíîå ÷Łæºî? ×òî òàŒîå àºªåÆðàŁ÷åæŒàÿ ôîðìà çàïŁ-

æŁ ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
5. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ àðŁôìåòŁ÷åæŒŁı îïåðàöŁØ íàä Œîì-

ïºåŒæíßìŁ ÷ŁæºàìŁ.
6. ˚àŒ ðàçäåºŁòü îäíî ŒîìïºåŒæíîå ÷Łæºî íà äðóªîå?
7. ˇåðå÷ŁæºŁòå æâîØæòâà àðŁôìåòŁ÷åæŒŁı îïåðàöŁØ íàä ŒîìïºåŒæíßìŁ

÷ŁæºàìŁ.
8. ×òî òàŒîå ŒîìïºåŒæíîå æîïðÿæåíŁå? ˇåðå÷ŁæºŁòå æâîØæòâà ŒîìïºåŒæ-

íîªî æîïðÿæåíŁÿ.
9. ×òî òàŒîå ïîºÿðíàÿ æŁæòåìà ŒîîðäŁíàò íà ïºîæŒîæòŁ? ˙àïŁłŁòå ôîð-

ìóºß æâÿçŁ äåŒàðòîâßı Ł ïîºÿðíßı ŒîîðäŁíàò.
10. ×òî íàçßâàåòæÿ ìîäóºåì Ł àðªóìåíòîì ŒîìïºåŒæíîªî ÷Łæºà? ˇðŁâå-

äŁòå ïðŁìåðß.
11. ×òî òàŒîå òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒàÿ ôîðìà çàïŁæŁ ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº?

ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
12. ˜îŒàæŁòå, ÷òî ìîäóºü ïðîŁçâåäåíŁÿ ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº ðàâåí ïðîŁç-

âåäåíŁþ ìîäóºåØ æîìíîæŁòåºåØ, à àðªóìåíò � æóììå àðªóìåíòîâ.
13. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó ÝØºåðà.
14. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó Ìóàâðà.
15. ×òî íàçßâàåòæÿ Œîðíåì n-Ø æòåïåíŁ Łç ŒîìïºåŒæíîªî ÷Łæºà?
16. ÑŒîºüŒî ðàçºŁ÷íßı çíà÷åíŁØ Łìååò Œîðåíü n-Ø æòåïåíŁ Łç ŒîìïºåŒæ-

íîªî ÷Łæºà? ˚àŒîâà Łı ªåîìåòðŁ÷åæŒàÿ ŁíòåðïðåòàöŁÿ?
17. ˛ïŁłŁòå àºªîðŁòì Łçâºå÷åíŁÿ Œîðíÿ n-Ø æòåïåíŁ Łç ŒîìïºåŒæíîªî

÷Łæºà.
18. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ªŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁı ôóíŒöŁØ.
19. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºß æâÿçŁ ªŁïåðÆîºŁ÷åæŒŁı Ł òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒŁı

ôóíŒöŁØ.

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 3.1. ˜îŒàæŁòå, ÷òî ìíîæåæòâî Q[
p

2] âæåı ÷Łæåº âŁäà a+ b
p

2,
ªäå a; b 2 Q, ÿâºÿåòæÿ ÷Łæºîâßì ïîºåì.

—åłåíŁå. ÒðåÆóåòæÿ ïðîâåðŁòü, ÷òî äºÿ ºþÆßı ÷Łæåº (a+b
p

2) Ł (c+d
p

2)
Łı æóììà, ðàçíîæòü, ïðîŁçâåäåíŁå Ł ÷àæòíîå Łìåþò àíàºîªŁ÷íóþ æòðóŒ-
òóðó. ¨ìååì:

(a+ b
p

2)� (c+ d
p

2) = (a� c) + (b� d)
p

2 2 Q[
p

2];

(a+ b
p

2) � (c+ d
p

2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)
p

2 2 Q[
p

2]:

˜ºÿ ÷àæòíîªî ïðîâåðŒà íåæŒîºüŒî æºîæíåå:

a+ b
p

2

c+ d
p

2
=

(a+ b
p

2)(c� d
p

2)

(c+ d
p

2)(c� d
p

2)
=
ac� 2bd

c2 � 2d2
+

bc� ad
c2 � 2d2

p
2 2 Q[

p
2]:
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ˇðŁìåð 3.2. ´ß÷ŁæºŁòå çíà÷åíŁÿ âßðàæåíŁØ: (à) (3 + 4i)(7 � 2i);

(Æ)
29 + 22i

7� 2i
.

—åłåíŁå:

(3 + 4i)(7� 2i) = 3 � 7� 3 � 2i+ 4i � 7� 4i � 2i = 29 + 22i;

29 + 22i

7� 2i
=

(29 + 22i)(7 + 2i)

(7� 2i)(7 + 2i)
=

=
29 � 7 + 29 � 2i+ 22i � 7 + 22i � 2i

72 � (2i)2
=

159 + 212i

53
= 3 + 4i:

ˇðŁìåð 3.3. ˙àïŁłŁòå â òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒîØ Ł ïîŒàçàòåºüíîØ ôîð-
ìå æºåäóþøŁå ÷Łæºà: (à) z1 = cos �

7 � i sin �
7 ; (Æ) z2 = � cos �

7 + i sin �
7 ;

(â) z3 = sin �
7 + i cos �

7 ; (ª) z4 = � sin �
7 � i cos �

7 .

—åłåíŁå. ˜ºÿ ŒðàòŒîæòŁ ââåä…ì îÆîçíà÷åíŁÿ a = cos �
7 , b = sin �

7 . ˇî-

æŒîºüŒó a2 + b2 = 1, ìîäóºŁ âæåı ÷Łæåº zk, k = 1; 2; 3; 4, ðàâíß 1; íàØä…ì
Łı àðªóìåíòß (æì. ðŁæ. 3.3).

(à) Òî÷Œà, ŁçîÆðàæàþøàÿ ÷Łæºî z1 = a� ib, ðàæïîºîæåíà â IV Œâàä-
ðàíòå, ò.å. ’1 = arg z1 2

�
��

2 ; 0
�
, Ł

cos’1 = cos
�

7
; sin’1 = � sin

�

7
) ’1 = ��

7
;

z1 = cos
�
��

7

�
+ i sin

�
��

7

�
= exp

�
�i�

7

�
:

(Æ) Òî÷Œà, ŁçîÆðàæàþøàÿ ÷Łæºî z2 = �a+ib, ðàæïîºîæåíà âî II Œâàä-
ðàíòå, ò.å. ’2 = arg z2 2

�
�
2 ; �

�
, Ł

cos’2 = � cos
�

7
; sin’2 = sin

�

7
) ’2 = � � �

7
=

6�

7
;

z2 = cos
6�

7
+ i sin

6�

7
= exp

�
i
6�

7

�
:

(â) Òî÷Œà, ŁçîÆðàæàþøàÿ ÷Łæºî z3 = b + ia, ðàæïîºîæåíà â I Œâàä-
ðàíòå, ò.å. ’3 = arg z3 2

�
0; �

2

�
, Ł

cos’3 = sin
�

7
; sin’3 = cos

�

7
) ’3 =

�

2
� �

7
=

5�

14
;

z3 = cos
5�

14
+ i sin

5�

14
= exp

�
i
5�

14

�
:

(ª) Òî÷Œà, ŁçîÆðàæàþøàÿ ÷Łæºî z4 = �b�ia, ðàæïîºîæåíà â III Œâàä-
ðàíòå, ò.å. ’4 = arg z4 2

�
�; 3�

2

�
, Ł

cos’4 = � sin
�

7
; sin’4 = � cos

�

7
) ’4 =

3�

2
� �

7
=

19�

14
;

z4 = cos
19�

14
+ i sin

19�

14
= exp

�
i
19�

14

�
:



3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷ 43

Re z

Im z

O a

�b
� �

7
Re z

Im z

O�a

b
6�
7

Re z

Im z

O

a

b

5�
14

Re z

Im z

O

�a

�b

19�
14

� 9�
14

—Łæ. 3.3. ˚ ïðŁìåðó 3.3

¯æºŁ âßÆŁðàòü ªºàâíîå çíà÷åíŁå àðªóìåíòà íå â ïðîìåæóòŒå [0; 2�), ŒàŒ
ýòî Æßºî òîºüŒî ÷òî æäåºàíî, à â ïðîìåæóòŒå (��; �], òî ïîºó÷Łì

cos’4 = � sin
�

7
; sin’4 = � cos

�

7
) ’4 = ��

2
� �

7
= �9�

14
;

z4 = cos

�
�9�

14

�
+ i sin

�
�9�

14

�
= exp

�
�i9�

14

�
:

ˇðŁìåð 3.4. ˙àïŁłŁòå ÷Łæºà �2 Ł �i â òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒîØ Ł ïîŒàçà-
òåºüíîØ ôîðìå.
—åłåíŁå. ˛÷åâŁäíî, j � 2j = 2, à íàïðàâºåíŁå ðàäŁóæ-âåŒòîðà òî÷ŒŁ
�2 ïðîòŁâîïîºîæíî íàïðàâºåíŁþ îæŁ Ox, òàŒ ÷òî arg(�2) = �. ¨òàŒ,
�2 = 2(cos� + i sin�) = 2ei�. ˇîæŒîºüŒó j � ij = 1 Ł òî÷Œà �i ºåæŁò íà
îòðŁöàòåºüíîØ ïîºóîæŁ Oy, ìîæíî âçÿòü arg(�i) = �=2; æºåäîâàòåºüíî,
�i = cos

�
��

2

�
+ i sin

�
��

2

�
= e�i�=2.
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ˇðŁìåð 3.5. ´ß÷ŁæºŁòå (1 � i)35.

Re z

Im z

O

1 � i

p
2

� �
4

—Łæ. 3.4. ˚ ïðŁìåðó 3.5

—åłåíŁå. ˇðåäæòàâŁì ÷Łæºî 1� i â òðŁªîíî-
ìåòðŁ÷åæŒîØ (ïîŒàçàòåºüíîØ) ôîðìå:

Re(1 � i) = 1; Im(1� i) = �1;

j1� ij =
p

12 + (�1)2 =
p

2;

cos’ =
1p
2
; sin’ = � 1p

2
;

’ = arg(1� i) = ��
4

;

çäåæü äºÿ arg z âßÆðàí äŁàïàçîí çíà÷åíŁØ
(��; �]. ¨ìååì:

(1� i)35 =
�p

2e�i�=4
�35

= 2
35
2 e�i� 35

4 = 2
35
2 e�i�(8+ 3

4 ) =

= 2
35
2 e�i� 3

4 = 2
35
2

�
� 1p

2
� i 1p

2

�
= �217(1 + i):

ˇðŁìåð 3.6. ˇîºó÷Łòå ôîðìóºß äºÿ ŒîæŁíóæà Ł æŁíóæà òðîØíîªî óªºà
ïðŁ ïîìîøŁ ôîðìóºß Ìóàâðà.

—åłåíŁå. ˙àïŁłåì ôîðìóºó Ìóàâðà (3.6) äºÿ n = 3:

(cos’+ i sin’)
3

= cos 3’+ i sin 3’:

—àçâåðí…ì ºåâóþ ÷àæòü ïî ôîðìóºå ÆŁíîìà ˝üþòîíà (æì. ôîðìóºó (4.3),
æ. 56):

cos3 ’+ 3 cos2 ’ � i sin’+ 3 cos’ � i2 sin2 ’+ i3 sin3 ’ = cos 3’+ i sin 3’:

ˇðŁðàâíŁâàÿ âåøåæòâåííßå Ł ìíŁìßå ÷àæòŁ ºåâîØ Ł ïðàâîØ ÷àæòåØ ýòîªî
ðàâåíæòâà, ïîºó÷àåì

cos 3’ = cos3 ’� 3 cos’ sin2 ’; sin 3’ = 3 cos2 ’ sin’� sin3 ’:

ˇðŁìåð 3.7. ´ßðàçŁòå cos5 t ÷åðåç òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒŁå ôóíŒöŁŁ Œðàò-
íßı àðªóìåíòîâ.

—åłåíŁå. ˇîæŒîºüŒó cos t = 1
2 (eit + e�it) (æì. ôîðìóºß (3.7)), ïîºó÷àåì,

ïðŁìåíÿÿ ôîðìóºó ÆŁíîìà ˝üþòîíà:

cos5 t =

�
eit + e�it

2

�5

=

=
1

25

�
e5it + 5e4ite�it + 10e3ite�2it + 10e2ite�3it + 5eite�4it + e�5it

�
=

=
1

24

�
e5it + e�5it

2
+ 5

e3it + e�3it

2
+ 10

eit + e�it

2

�
=

=
1

16
cos 5t+

5

16
cos 3t+

5

8
cos t:
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ˇðŁìåð 3.8. ˇðåîÆðàçóØòå â ïðîŁçâåäåíŁÿ æºåäóþøŁå æóììß:

C =

nX

k=0

cos kt = 1 + cos t+ cos 2t+ � � �+ cosnt;

S =

nX

k=0

sin kt = sin t+ sin 2t+ � � �+ sinnt:

—åłåíŁå. —àææìîòðŁì âßðàæåíŁå C + iS:

C + iS =

nX

k=0

cos kt+ i

nX

k=0

sin kt =

nX

k=0

(cos kt+ i sinkt) =

nX

k=0

eikt:

´ß÷ŁæºŁì æóììó ïîºó÷ŁâłåØæÿ ªåîìåòðŁ÷åæŒîØ ïðîªðåææŁŁ:

nX

k=0

eikt =
1� ei(n+1)t

1� eikt
=
ei n+1

2
t
�
e�i n+1

2
t � ei n+1

2
t
�

ei t
2

�
e�i t

2 � ei t
2

� =

= ei nt
2

�
ei n+1

2
t � e�i n+1

2
t
�
=2i

�
ei t

2 � e�i t
2

�
=2i

= ei nt
2

sin n+1
2 t

sin nt
2

:

˙äåæü ìß âîæïîºüçîâàºŁæü òåì, ÷òî

sin t =
eit � e�it

2i
:

˛òäåºÿÿ â ïîºó÷åííîì âßðàæåíŁŁ âåøåæòâåííóþ Ł ìíŁìóþ ÷àæòŁ, ïðŁ-
ıîäŁì Œ îŒîí÷àòåºüíîìó ðåçóºüòàòó:

C = Re ei nt
2

sin n+1
2 t

sin nt
2

=
cos nt

2 sin n+1
2 t

sin nt
2

;

S = Im ei nt
2

sin n+1
2 t

sin nt
2

=
sin nt

2 sin n+1
2 t

sin nt
2

:

ˇðŁìåð 3.9. ´ß÷ŁæºŁòå (à)
p
i; (Æ)

p
3� 4i.

—åłåíŁå. (à) ˇóæòü
p
i = x+iy. ´îçâîäÿ â Œâàäðàò ýòî ðàâåíæòâî, ïîºó÷Łì

i = x2 + 2ixy � y2, ò.å.
�
x2 � y2 = 0;

2xy = 1
) x = y = � 1p

2
)

p
i = �1 + i

2
:

(Æ) ˇóæòü
p

3� 4i = x+iy. ´îçâîäÿ â Œâàäðàò ýòî ðàâåíæòâî, ïîºó÷Łì
3� 4i = x2 + 2ixy � y2, ò.å.

�
x2 � y2 = 3;

2xy = �4
)

�
x = �2;

y = �1;
)

p
3� 4i = �(2� i):
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ˇðŁìåð 3.10. ˝àØäŁòå âæå çíà÷åíŁÿ 3
p

1.
—åłåíŁå. ˛÷åâŁäíî, j1j = 1, arg 1 = 0, Arg 1 = f2�k; k 2 Zg, ïîýòîìó

3
p

1 =
�

1 � e2i�k
�1=3

= exp i
2�k

3
; k = 0; 1; 2:

Re z

Im z

O

p
3

2

�
p

3

2

� 1

2

� 2�
3

4�
3

2�
3

—Łæ. 3.5. ˚ ïðŁìåðó 3.10

ˇðŁ k = 0 ïîºó÷àåì�
3
p

1
�

0
= e0i = 1:

ˇðŁ k = 1
�

3
p

1
�

1
= exp

2�i

3
= cos

2�

3
+ i sin

2�

3
=

= �1

2
+ i

p
3

2
:

ˇðŁ k = 2
�

3
p

1
�

2
= exp

4�i

3
= cos

4�

3
+ i sin

4�

3
=

= �1

2
� i
p

3

2
:

å̂îìåòðŁ÷åæŒàÿ ŁíòåðïðåòàöŁÿ ðåłåíŁÿ ïðŁâåäåíà íà ðŁæ. 3.5.

ˇðŁìåð 3.11. ´ß÷ŁæºŁòå 3
p
�1.

Re z

Im z
1

2
+ i

p
3

2

1

2
� i

p
3

2

�1

�
3

�

5�
3

—Łæ. 3.6. ˚ ïðŁìåðó 3.11

—åłåíŁå. ¨ìååì

3
p
�1 =

3
p
ei� = exp

�
i
� + 2�k

3

�
;

ªäå k = 0; 1; 2. ˇðŁ k = 0 ïîºó÷àåì
�

3
p
�1
�

0
= exp i

�

3
=

1

2
+ i

p
3

2
;

ïðŁ k = 1
�

3
p
�1
�

0
= exp i� = �1;

ïðŁ k = 2

�
3
p
�1
�

0
= exp i

5�

3
=

1

2
� i
p

3

2
:

å̂îìåòðŁ÷åæŒàÿ ŁíòåðïðåòàöŁÿ ðåłåíŁÿ ïðŁâåäåíà íà ðŁæ. 3.6.

ˇðŁìåð 3.12. ˝àØäŁòå âæå çíà÷åíŁÿ 3
p
�i.

—åłåíŁå. ˇîæŒîºüŒó j � ij = 1, arg(�i) = 3�=2, Łìååì:

3
p
�1 =

�
1 � ei 3�

2

�1=3

= exp i
3�
2 + 2�k

3
; k = 0; 1; 2:
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ˇðŁ k = 0 ïîºó÷àåì
�

3
p
�i
�

0
= exp

i�

2
= i;

ïðŁ k = 1
�

3
p
�i
�

1
= exp

7i�

6
= �
p

3

2
� 1

2
i;

ïðŁ k = 2
�

3
p
�i
�

1
= exp

11i�

6
=

p
3

2
� 1

2
i:

˝àØäåííßå çíà÷åíŁÿ Œîðíÿ ŁçîÆðà-
æåíß íà ðŁæ. 3.7; âŁäíî, ÷òî æîîòâåò-
æòâóþøŁå òî÷ŒŁ ÿâºÿþòæÿ âåðłŁíà-
ìŁ ïðàâŁºüíîªî òðåóªîºüíŁŒà.

Re z

Im z

�
2

7�
6

11�
6

i

�
p

3

2
� 1

2
i

p
3

2
� 1

2
i

�i

3�
2

—Łæ. 3.7. ˚ ïðŁìåðó 3.12

ˇðŁìåð 3.13. ˝àØäŁòå âæå çíà÷åíŁÿ
4

r
�1

2
+ i

p
3

2
.

—åłåíŁå. ÒàŒ ŒàŒ �1

2
+ i

p
3

2
= exp 2i�

3 (æì. ïðŁìåð 3.10), ïîºó÷àåì

4

s

�1

2
+ i

p
3

2
= exp i

2�
3 + 2�k

4
; k = 0; 1; 2; 3:

ˇðŁ k = 0 Łìååì 
4

r
exp

2i�

3

!

0

= exp
i�

6
=

p
3

2
+

1

2
i;

ïðŁ k = 1 
4

r
exp

2i�

3

!

1

= exp
2i�

3
= �1

2
+i

p
3

2
;

ïðŁ k = 2 
4

r
exp

2i�

3

!

2

= exp
7i�

6
=

1

2
� i
p

3

2
;

ïðŁ k = 3 
4

r
exp

2i�

3

!

1

= exp
5i�

3
=

1

2
� i
p

3

2
:

Re z

Im z

p
3

2
+ 1

2
i

� 1

2
+ i

p
3

2

�
p

3

2
� 1

2
i

1

2
� i

p
3

2

�
6

2�
3

7�
6

5�
3

—Łæ. 3.8. ˚ ïðŁìåðó 3.13

å̂îìåòðŁ÷åæŒàÿ ŁíòåðïðåòàöŁÿ ðåłåíŁÿ ïðŁâåäåíà íà ðŁæ. 3.8: íàØ-
äåííßå çíà÷åíŁÿ Œîðíÿ ŁçîÆðàæàþòæÿ òî÷ŒàìŁ, ÿâºÿþøŁìŁæÿ âåðłŁíà-
ìŁ Œâàäðàòà.
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ˇðŁìåð 3.14. ˜îŒàæŁòå òîæäåæòâà:

(à) ch2 x� sh2 x = 1;
(Æ) ch 2x = ch2 x+ sh2 x;

(â) shx+ sh y = 2 sh
x+ y

2
ch
x� y

2
;

(ª) cos(x+ iy) = cosx ch y � i sinx sh y,
(ä) sin(x+ iy) = sinx ch y + i cosx sh y.

—åłåíŁå:

(à) ch2 x� sh2 x = cos2 ix�
�

1

i
sin ix

�2

= cos2 ix+ sin2 ix = 1;

(Æ) ch 2x = cos 2ix = cos2 ix� sin2 ix =

= ch2 x� (i sinx)2 = ch2 x+ sh2 x;

(â) shx+ sh y =
1

i
(sin ix+ sin iy) =

=
1

i
� 2 sin

i(x+ y)

2
cos

i(x� y)

2
=

=
2

i
� i sh

x+ y

2
ch
x� y

2
= 2 sh

x+ y

2
ch
x� y

2
;

(ª) cos(x+ iy) = cosx cos iy � sinx sin iy = cosx ch y � i sinx sh y;

(ä) sin(x+ iy) = sinx cos iy + cosx sin iy = sinx ch y + i cosx sh y:

ˇðŁìåð 3.15. ˝àØäŁòå cos(i ln 3).
—åłåíŁå. ¨ìååì

cos(i ln 3) = ch ln 3 =
1

2

�
eln 3 + e� ln 3

�
=

5

3
:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, çíà÷åíŁÿ ŒîæŁíóæà (Ł æŁíóæà) ŒîìïºåŒæíîªî ÷Łæºà ìîªóò
Æßòü ïî ìîäóºþ Æîºüłå 1.

4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

3.1. ´ß÷ŁæºŁòå:
(à) (3� i)(2 + 5i);

(Æ) (5� 2i)(3 + i);

(â) (5� 2i)(4� i);
(ª) (3 + 2i)(5� i);

(ä) (1� 2i)(2� 3i);

(å) (1 + 2i)(1� 3i);

(æ) (5 + i)(2� i);
(ç) (3 + 5i)(1� i):

3.2. ´ß÷ŁæºŁòå:

(à)
17� i
5� 2i

+
11 + 13i

2 + 5i
;

(Æ)
11� 13i

3 + i
+

18� 13i

5� 2i
;

(â)
17 + 7i

3 + 2i
� 4� 7i

2 + 3i
;

(ª)
4 + 7i

1� 2i
+

7� i
1� 3i

;

(ä)
7 + i

1 + 3i
+

4 + 7i

2� 3i
;

(å)
11� 3i

2� i +
17 + 7i

3 + 2i
:
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3.3. ˇðåäæòàâüòå æºåäóþøŁå ÷Łæºà â òðŁªîíîìåòðŁ÷åæŒîØ Ł ïîŒàçàòåºü-
íîØ ôîðìå:

(à) sin�� i cos�;
�

2
< � < �; (ª)

cos�+ i sin�

cos� + i sin�
;

(Æ) 1 + cos�+ i sin�; �� < � 6 �; (ä) 1� sin�+ i cos�; 0 < � <
�

2
;

(â)
1 + cos�+ i sin�

1 + cos�� i sin�
; 0 < � <

�

2
; (å)

1 + i tg�

1� i tg�
:

3.4. ´ß÷ŁæºŁòå:

(à)
p

8� 6i;

(Æ)
p

21� 20i;

(â)
p

5 + 12i;

(ª)
p
�3� 4i;

(ä)
p
�8� 6i;

(å)
p

24 + 10i;

(æ)
p
�16 + 30i;

(ç)
p
�2i:

3.5. —åłŁòå óðàâíåíŁÿ:

(à) z2 � 4z + 8 = 0;

(Æ) z2 � 6z + 10 = 0;

(â) z2 � (3� 2i)z + 5� i = 0;

(ª) z2 � (1 + 2i)z � 1 + i = 0:

3.6. ´ß÷ŁæºŁòå ŒóÆŁ÷åæŒŁå ŒîðíŁ:

(à) 3

r
7� 22i

3� 2i
� 11 + 17i

3 + i
; (â) 3

r
29� 3i

3� 5i
� 10� 5i

2 + i
;

(Æ) 3

r
17 + 11i

i� 3
� 29 + 15i

1 + 5i
; (ª) 3

p
�46� 9i:

3.7. ´ß÷ŁæºŁòå ŒîðíŁ ÷åòâåðòîØ æòåïåíŁ:

(à)
4

s
5i
p

3� 19

1 + i
p

3
� 8� 11i

p
3

2� i
p

3
; (Æ)

4

s
9� 13i

p
3

3 + i
p

3
� 31� 10i

p
3

1� 2i
p

3
:

3.8. ˝àØäŁòå æóììß

(à) 1� C2
n + C4

n � C6
n + : : : ; (Æ) C1

n � C3
n + C5

n � C7
n + : : : :

[ÓŒàçàíŁå: —àææìîòðŁòå (1 + i)n.]
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Ìíîªî÷ºåíß

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. Ìíîªî÷ºåíß. ˇóæòü K � íåŒîòîðîå ÷Łæºîâîå ïîºå.
˛äíî÷ºåíîì (îò îäíîØ ïåðåìåííîØ x) íàä ïîºåì K íàçßâàåòæÿ âß-

ðàæåíŁå âŁäà axk, ªäå a 2 K � ŒîýôôŁöŁåíò îäíî÷ºåíà (a 6= 0), x�
ïåðåìåííàÿ, Œîòîðàÿ ìîæåò ïðŁíŁìàòü çíà÷åíŁÿ â K. ×Łæºî k 2 N [ f0g
íàçßâàåòæÿ æòåïåíüþ îäíî÷ºåíà.

Ìíîªî÷ºåí æòåïåíŁ n (îò îäíîØ ïåðåìåííîØ x) íàä ïîºåì K � ýòî
æóììà îäíî÷ºåíîâ:

P (x) = a0x
n + a1x

n�1 + a2x
n�2 + � � �+ an�2x

2 + an�1x+ an;

ªäå a0 6= 0. ¯æºŁ a0 = 1, òî ìíîªî÷ºåí íàçßâàåòæÿ íîðìŁðîâàííßì. Ìíî-
æåæòâî âæåı ìíîªî÷ºåíîâ îò ïåðåìåííîØ x íàä ïîºåì K îÆîçíà÷àåòæÿK[x].

Ñòåïåíü ìíîªî÷ºåíà degP (x) � ýòî íàŁÆîºüłàÿ Łç æòåïåíåØ âıîäÿ-
øŁı â åªî æîæòàâ îäíî÷ºåíîâ. Ñòåïåíü íóºåâîªî ìíîªî÷ºåíà (ò.å. ìíî-
ªî÷ºåíà, âæå ŒîýôôŁöŁåíòß Œîòîðîªî íóºåâßå) æ÷Łòàåòæÿ ðàâíîØ �1. ´
äàºüíåØłåì ïðŁ íåîÆıîäŁìîæòŁ Æóäåì óŒàçßâàòü æòåïåíü ìíîªî÷ºåíà ïðŁ
ïîìîøŁ íŁæíåªî ŁíäåŒæà: çàïŁæü Pn(x) îÆîçíà÷àåò ìíîªî÷ºåí æòåïåíŁ n.

˜ºÿ æóììß Ł ïðîŁçâåäåíŁÿ ìíîªî÷ºåíîâ P (x) Ł Q(x) Łìåþò ìåæòî
æîîòíîłåíŁÿ

deg
�
P (x) +Q(x)

�
6 max

�
degP (x); degQ(x)

	
;

deg
�
P (x)Q(x)

�
= degP (x) + degQ(x):

4.1. Òåîðåìà (òåîðåìà î ðàâåíæòâå ìíîªî÷ºåíîâ). ˜âà ìíîªî÷ºåíà

P (x) = a0x
n +a1x

n�1 + � � �+an Ł Q(x) = b0x
n + b1x

n�1 + � � �+ bn íàä ÷Łæ-
ºîâßì ïîºåì K òîæäåæòâåííî ðàâíß òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà îíŁ
Łìåþò ðàâíßå ŒîýôôŁöŁåíòß ïðŁ îäŁíàŒîâßı æòåïåíÿı ïåðåìåííîØ:

a0 = b0; a1 = b1; : : : an = bn:

´ ÷àæòíîæòŁ, òîæäåæòâåííî ðàâíßìŁ ìîªóò Æßòü ºŁłü ìíîªî÷ºåíß
ðàâíßı æòåïåíåØ.

`. ˜åºåíŁå ìíîªî÷ºåíîâ. Ìíîæåæòâî ìíîªî÷ºåíîâ íå ÿâºÿåòæÿ
ïîºåì, ïîæŒîºüŒó â í…ì íå âæåªäà âßïîºíŁìà îïåðàöŁÿ äåºåíŁÿ.

`óäåì ªîâîðŁòü, ÷òî ìíîªî÷ºåí P (x) äåºŁòæÿ íà ìíîªî÷ºåí D(x),
åæºŁ æóøåæòâóåò òàŒîØ ìíîªî÷ºåí Q(x), ÷òî P (x) = D(x)Q(x); ïðŁ ýòîì

50
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Q(x) íàçßâàåòæÿ ÷àæòíßì îò äåºåíŁÿ P (x) íà D(x):

Q(x) =
P (x)

D(x)
() P (x) = D(x)Q(x):

ßæíî, ÷òî

deg
P (x)

D(x)
= degP (x) � degD(x):

˜åºåíŁå ìíîªî÷ºåíîâ îæóøåæòâºÿåòæÿ àºªîðŁòìîì ¾äåºåíŁÿ óªîº-
Œîì¿.

´. ˜åºåíŁå æ îæòàòŒîì. ˜åºåíŁå ìíîªî÷ºåíîâ íàöåºî âßïîºíŁìî
íå âæåªäà, îäíàŒî âæåªäà âîçìîæíî ¾äåºåíŁå æ îæòàòŒîì¿.

4.2. Òåîðåìà (î äåºåíŁŁ ìíîªî÷ºåíîâ æ îæòàòŒîì). ˜ºÿ ºþÆßı ìíîªî-
÷ºåíîâ Pn(x) Ł Dm(x) 6= 0 æóøåæòâóþò òàŒŁå ìíîªî÷ºåíß Qn�m(x) Ł
Rk(x), ÷òî Łìååò ìåæòî òîæäåæòâî

Pn(x) = Dm(x)Qn�m(x) +Rk(x); (4.1)

ïðŁ÷…ì
degRk(x) < degDm(x): (4.2)

Ìíîªî÷ºåíß Qn�m(x) Ł Rk(x), íàçßâàåìßå æîîòâåòæòâåííî íåïîºíßì

÷àæòíßì Ł îæòàòŒîì1 [îò äåºåíŁÿ Pn(x) íà Dm(x)], îïðåäåºåíß åäŁí-
æòâåííßì îÆðàçîì.

¯æºŁ äåºŁòü ìíîªî÷ºåí Pn(x) íà ìíîªî÷ºåí ïåðâîØ æòåïåíŁ (ºŁíåØ-
íßØ ìíîªî÷ºåí) x� c, òî îæòàòîŒ Æóäåò ìíîªî÷ºåíîì íóºåâîØ æòåïåíŁ,
ò.å. ÷Łæºîì:

Pn(x) = (x� c)Qn�1(x) +R0:

4.3. Òåîðåìà (òåîðåìà îÆ îæòàòŒå). ˛æòàòîŒ îò äåºåíŁÿ ìíîªî÷ºåíà
Pn(x) íà x� c ðàâåí Pn(c).

4.4. ÑºåäæòâŁå (òåîðåìà `åçó2). Ìíîªî÷ºåí Pn(x) äåºŁòæÿ íà x� c Æåç
îæòàòŒà òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà c� Œîðåíü ìíîªî÷ºåíà Pn(x), ò.å.
Pn(c) = 0.

˛òæþäà âßòåŒàåò, ÷òî ìíîªî÷ºåí æòåïåíŁ n íå ìîæåò Łìåòü Æîºåå n
ŒîðíåØ.

ˆ. Ñıåìà î̂ðíåðà. ˜åºåíŁå ìíîªî÷ºåíà íà äâó÷ºåí x� c óäîÆíî
ïðîŁçâîäŁòü æ ïîìîøüþ àºªîðŁòìà, Łçâåæòíîªî ïîä íàçâàíŁåì æıåìß î̂ð-
íåðà.

—àææìîòðŁì ìíîªî÷ºåí

Pn(x) = a0x
n + a1x

n�1 + � � �+ an�1x+ an:

×àæòíîå îò äåºåíŁÿ Pn(x) íà x� c ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ ìíîªî÷ºåí æòåïå-
íŁ n� 1:

Qn�1(x) = b0x
n�1 + b1x

n�2 + � � �+ bn�2x+ bn�1;

1D � divisor (äåºŁòåºü), Q � quotient (÷àæòíîå), R � remainder (îæòàòîŒ).
2Òåîðåìó 4.3 òàŒæå ÷àæòî íàçßâàþò òåîðåìîØ `åçó.
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à îæòàòîŒ R ÿâºÿåòæÿ ÷Łæºîì. Ôîðìóºà äåºåíŁÿ æ îæòàòŒîì (4.1) Łìååò â
íàłåì æºó÷àå âŁä

a0x
n + a1x

n�1 + � � �+ an�1x+ an =

= (x � c)
�
b0x

n�1 + b1x
n�2 + � � �+ bn�2x+ bn�1

�
+R:

—àæŒðßâàÿ æŒîÆŒŁ â ïðàâîØ ÷àæòŁ Ł ïðŁâîäÿ ïîäîÆíßå æºàªàåìßå, ïîºó-
÷Łì

a0x
n + a1x

n�1 + � � �+ an�1x+ an =

= b0x
n + (b1 � cb0)xn�1 + � � �+ (bn�1 � cbn�2)x+ (R � cbn�1):

˛òæþäà íàıîäŁì

a0 = b0;

a1 = b1 � cb0;

a2 = b2 � cb1;

: : : : : : : : : : : : : : :

an�1 = bn�1 � cbn�2;

an = R� cbn�1

=)

b0 = a0;

b1 = cb0 + a1;

b2 = cb1 + a2;

: : : : : : : : : : : : : : :

bn�1 = cbn�2 + an�1;

R = cbn�1 + an:

—åçóºüòàòß âß÷ŁæºåíŁØ ïî ýòŁì ôîðìóºàì óäîÆíî çàïŁæßâàòü â òàÆºŁöó,
íàçßâàåìóþ æıåìîØ î̂ðíåðà:

a0 a1 : : : ak : : : an�1 an

c b0 b1 : : : bk = cbk�1 + ak : : : bn�1 R

´ âåðıíåØ æòðîŒå òàÆºŁöß çàïŁæàíß ŒîýôôŁöŁåíòß ìíîªî÷ºåíà Pn(x)
â ïîðÿäŒå óÆßâàíŁÿ æòåïåíåØ, â íŁæíåØ � ŒîýôôŁöŁåíòß bi ÷àæòíîªî
Qn�1(x) Ł îæòàòîŒ R.

ˇîæŒîºüŒó, æîªºàæíî òåîðåìå `åçó, îæòàòîŒ R îò äåºåíŁÿ ìíîªî÷ºåíà
P (x) íà äâó÷ºåí x� c ðàâåí çíà÷åíŁþ P (c), æıåìà î̂ðíåðà äîæòàâºÿåò
òàŒæå óäîÆíßØ æïîæîÆ âß÷ŁæºåíŁÿ çíà÷åíŁÿ ìíîªî÷ºåíà â òî÷Œå.

˜. ˚ðàòíßå ŒîðíŁ ìíîªî÷ºåíà. ¯æºŁ ÷Łæºî c ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì
ìíîªî÷ºåíà Pn(x), ò.å. Pn(c) = 0, òî ìíîªî÷ºåí Pn(x) ìîæåò Æßòü çàïŁæàí
â âŁäå

Pn(x) = (x � c)Qn�1(x):

¯æºŁ ïðŁ ýòîì ÷Łæºî c íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì ìíîªî÷ºåíà Qn�1(x), òî ªîâî-
ðÿò, ÷òî c� ïðîæòîØ Œîðåíü ìíîªî÷ºåíà Pn(x).

´ ïðîòŁâíîì æºó÷àå ìîæíî çàïŁæàòü

Pn(x) = (x� c)pQn�p(x);

ªäå ìíîªî÷ºåí Qn�p(c) 6= 0, ò.å. ÷Łæºî c íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì ìíîªî÷ºåíà
Qn�p(x). ´ ýòîì æºó÷àå ªîâîðÿò, ÷òî ÷Łæºî c ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì Œðàòíî-
æòŁ p ìíîªî÷ºåíà Pn(x).

4.5. Òåîðåìà. ¯æºŁ ÷Łæºî c ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì ŒðàòíîæòŁ p ìíîªî÷ºåíà
P (x), òî îíî ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì ŒðàòíîæòŁ p� 1 åªî ïðîŁçâîäíîØ P 0(x).
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¯. Ìíîªî÷ºåíß íàä ïîºåì ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº.

4.6. Òåîðåìà (îæíîâíàÿ òåîðåìà àºªåÆðß; æì. æ. 36). ¸þÆîØ ìíîªî÷ºåí
P (x) 2 C[x] Łìååò ïî ŒðàØíåØ ìåðå îäŁí ŒîìïºåŒæíßØ Œîðåíü. ¨íß-
ìŁ æºîâàìŁ, ïîºå ŒîìïºåŒæíßı ÷Łæåº C ÿâºÿåòæÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁ çàìŒíó-
òßì.

4.7. ÑºåäæòâŁå. ¸þÆîØ ìíîªî÷ºåí Pn(x) 2 C[x] Łìååò ðîâíî n ŒîðíåØ,
åæºŁ ŒàæäßØ Œîðåíü æ÷Łòàòü æòîºüŒî ðàç, ŒàŒîâà åªî Œðàòíîæòü.

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ŒàæäßØ ìíîªî÷ºåí P (x) 2 C[x] æòåïåíŁ n ìîæåò
Æßòü ðàçºîæåí â ïðîŁçâåäåíŁå ºŁíåØíßı ìíîæŁòåºåØ:

Pn(x) = a0(x � c1)(x� c2) � � � (x� cn);

ïðŁ÷…ì æðåäŁ ŒîðíåØ c1; : : : ; cn ìîªóò Æßòü Ł æîâïàäàþøŁå.

˘. ˝åïðŁâîäŁìßå ìíîªî÷ºåíß. Ìíîªî÷ºåí P (x) 2 K[x] íàçß-
âàåòæÿ íåïðŁâîäŁìßì (íàä ïîºåì K), åæºŁ îí íå ìîæåò Æßòü ðàçºîæåí â
ïðîŁçâåäåíŁå äâóı ìíîªî÷ºåíîâ ìåíüłåØ íåíóºåâîØ æòåïåíŁ.

4.8. Òåîðåìà. ¸þÆîØ ìíîªî÷ºåí P (x) 2 K[x] íåíóºåâîØ æòåïåíŁ ìîæíî

ðàçºîæŁòü â ïðîŁçâåäåíŁå íåïðŁâîäŁìßı ìíîªî÷ºåíîâ1:

P (x) = Q1(x)Q2(x) : : : Qm(x);

ïðŁ÷…ì åæºŁ P (x) = R1(x)R2(x) : : : Rl(x) � äðóªîå ðàçºîæåíŁå òàŒîªî
òŁïà, òî m = l Ł ïðŁ ïîäıîäÿøåØ íóìåðàöŁŁ ìíîæŁòåºåØ Łìåþò ìå-
æòî ðàâåíæòâà Rk(x) = �kQk(x), k = 1; 2; : : : ;m, ªäå �k 2 K, �k 6= 0.

4.9. ˇðåäºîæåíŁå.

1. ¸þÆîØ ìíîªî÷ºåí ïåðâîØ æòåïåíŁ íåïðŁâîäŁì.
2. ´æÿŒŁØ ìíîªî÷ºåí P (x) 2 K[x] æòåïåíŁ >2, ŁìåþøŁØ Œîðåíü â ïî-

ºå K, ïðŁâîäŁì.2

3. ´ ìíîæåæòâå C[x] íåïðŁâîäŁìßìŁ ÿâºÿþòæÿ òîºüŒî ìíîªî÷ºåíß
ïåðâîØ æòåïåíŁ.

4. ´ ìíîæåæòâå R[x] íåïðŁâîäŁìßìŁ ÿâºÿþòæÿ òîºüŒî ìíîªî÷ºåíß
ïåðâîØ æòåïåíŁ Ł ìíîªî÷ºåíß âòîðîØ æòåïåíŁ (Œâàäðàòíßå òð…ı-
÷ºåíß), íå ŁìåþøŁå âåøåæòâåííßı ŒîðíåØ.

5. ´ ìíîæåæòâå Q[x] æóøåæòâóþò íåïðŁâîäŁìßå ìíîªî÷ºåíß ºþÆîØ
æòåïåíŁ.

˙. Ìíîªî÷ºåíß íàä ïîºåì âåøåæòâåííßı ÷Łæåº. ˚àæäßØ
ìíîªî÷ºåí Pn(x) 2 R[x] æòåïåíŁ n æ âåøåæòâåííßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ
ìîæíî ðàææìàòðŁâàòü Ł ŒàŒ ìíîªî÷ºåí æ ŒîìïºåŒæíßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòà-
ìŁ, ò.å. R[x] � K[x]. Ìíîªî÷ºåí, ðàææìàòðŁâàåìßØ ŒàŒ ýºåìåíò ìíîæå-
æòâà R[x], ìîæåò íå Łìåòü âåøåæòâåííßı ŒîðíåØ, îäíàŒî òîò æå ìíîªî-
÷ºåí, ðàææìàòðŁâàåìßØ ŒàŒ ýºåìåíò ìíîæåæòâà C[x], îÆÿçàòåºüíî Łìååò
n ŒîìïºåŒæíßı ŒîðíåØ, åæºŁ æ÷Łòàòü ŒàæäßØ Œîðåíü æòîºüŒî ðàç, ŒàŒîâà
åªî Œðàòíîæòü.

1˙äåæü ŁíäåŒæß îÆîçíà÷àþò íå æòåïåíŁ ìíîªî÷ºåíîâ, à íîìåðà æîìíîæŁòåºåØ.
2˛òìåòŁì, ÷òî îÆðàòíîå óòâåðæäåíŁå íåâåðíî: æóøåæòâóþò ïðŁâîäŁìßå ìíîªî-

÷ºåíß, íå ŁìåþøŁå ŒîðíåØ, íàïðŁìåð, ìíîªî÷ºåí x4 + 2x2 + 1 = (x2 + 1)2 2 R[x]
ïðŁâîäŁì â R[x], íî âåøåæòâåííßı ŒîðíåØ íå Łìååò.
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4.10. Òåîðåìà. ˇóæòü P (z) � ìíîªî÷ºåí æ âåøåæòâåííßìŁ ŒîýôôŁöŁ-
åíòàìŁ, ðàææìàòðŁâàåìßØ ŒàŒ ýºåìåíò ìíîæåæòâà C[z]. Òîªäà äºÿ ºþ-
Æîªî z 2 C Łìååì

P (�z) = P (z):

4.11. Òåîðåìà. ¯æºŁ P (z) 2 C[z] � ìíîªî÷ºåí æ âåøåæòâåííßìŁ Œîýô-
ôŁöŁåíòàìŁ, à ÷Łæºî c� åªî Œîðåíü, òî æîïðÿæ…ííîå ÷Łæºî �z òàŒæå
ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì ìíîªî÷ºåíà P (z).

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ó ìíîªî÷ºåíà æ âåøåæòâåííßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ
ŒîìïºåŒæíßå ŒîðíŁ ìîªóò ïîÿâºÿòüæÿ òîºüŒî æîïðÿæ…ííßìŁ ïàðàìŁ.

ˇóæòü c, �c� ïàðà æîïðÿæ…ííßı ŒîðíåØ (æ íåíóºåâßìŁ ìíŁìßìŁ ÷à-
æòÿìŁ). ´ ðàçºîæåíŁå ìíîªî÷ºåíà íà ìíîæŁòåºŁ âıîäŁò ïðîŁçâåäåíŁå

(z � c)(z � �c) = z2 � (c+ �c)z + c�c = z2 � 2(Re c)z + jcj2;
ÿâºÿþøååæÿ Œâàäðàòíßì òð…ı÷ºåíîì; îòìåòŁì, ÷òî ýòîò òð…ı÷ºåí íåïðŁ-
âîäŁì, ïîæŒîºüŒó åªî äŁæŒðŁìŁíàíò îòðŁöàòåºåí:

D = 4(Re c)2 � 4jcj2 < 0; òàŒ ŒàŒ jcj2 = (Re c)2 + (Im c)2 > (Re c)2:

4.12. Òåîðåìà. ˚àæäßØ ìíîªî÷ºåí æ âåøåæòâåííßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòà-
ìŁ ìîæåò Æßòü ðàçºîæåí â ïðîŁçâåäåíŁå ºŁíåØíßı ìíîæŁòåºåØ Ł
íåïðŁâîäŁìßı Œâàäðàòíßı òð…ı÷ºåíîâ:

P (x) = a(x� c1)�1 � � � (x� cs)�s(x + p1x+ q1)�1 � � � (x+ prx+ qr)�r :

¨. Ìíîªî÷ºåíß íàä ïîºåì ðàöŁîíàºüíßı ÷Łæåº. ˚àæäßØ
ìíîªî÷ºåí Q(x) æ ðàöŁîíàºüíßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ ìîæåò Æßòü ïðåä-
æòàâºåí â âŁäå Q(x) = a

bP (x), ªäå a, b� öåºßå ÷Łæºà, à P (x) � ìíîªî÷ºåí
æ öåºßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ. ÒàŒŁì îÆðàçîì, ìîæíî îªðàíŁ÷Łòüæÿ ðàæ-
æìîòðåíŁåì ìíîªî÷ºåíîâ æ öåºßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ. Ìíîæåæòâî òàŒŁı
ìíîªî÷ºåíîâ Æóäåì îÆîçíà÷àòü Z[x].

4.13. Òåîðåìà. ˇóæòü

P (x) = a0x
n + a1x

n�1 + � � �+ an�1x+ an 2 Z[x]:

¯æºŁ ðàöŁîíàºüíîå ÷Łæºî c = p=q, ªäå p Ł q � âçàŁìíî ïðîæòßå öåºßå
÷Łæºà, ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì ìíîªî÷ºåíà P (x), òî q ÿâºÿåòæÿ äåºŁòåºåì
æòàðłåªî ŒîýôôŁöŁåíòà a0 ýòîªî ìíîªî÷ºåíà, à p� äåºŁòåºåì æâîÆîä-
íîªî ÷ºåíà an.

ÒàŒ ŒàŒ Œàæäîå öåºîå ÷Łæºî, îòºŁ÷íîå îò íóºÿ, Łìååò ºŁłü Œîíå÷íîå
÷Łæºî äåºŁòåºåØ, òî òåîðåìà ïîçâîºÿåò ïóò…ì Œîíå÷íîªî ïåðåÆîðà íàØòŁ
âæå ðàöŁîíàºüíßå ŒîðíŁ.

4.14. Òåîðåìà. ¯æºŁ P (x) � íîðìŁðîâàííßØ ìíîªî÷ºåí æ öåºßìŁ Œîýô-
ôŁöŁåíòàìŁ, òî âæå åªî ðàöŁîíàºüíßå ŒîðíŁ ïðåäæòàâºÿþò æîÆîØ öåºßå
÷Łæºà, ÿâºÿþøŁåæÿ äåºŁòåºÿìŁ æâîÆîäíîªî ÷ºåíà.
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˚. `Łíîì ˝üþòîíà. ÔàŒòîðŁàºîì n! íàòóðàºüíîªî ÷Łæºà n íà-
çßâàåòæÿ ïðîŁçâåäåíŁå âæåı íàòóðàºüíßı ÷Łæåº îò 1 äî n âŒºþ÷Łòåºüíî:

n!
def
== 1 � 2 � � � (n� 1) � n:

ˇî îïðåäåºåíŁþ ïîºàªàåì 0! = 1. ×Łæºî n! ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó æïîæîÆîâ
óïîðÿäî÷Łòü ìíîæåæòâî, æîæòîÿøåå Łç n ýºåìåíòîâ, ò.å. æîæòàâŁòü Łç ýºå-
ìåíòîâ ýòîªî ìíîæåæòâà óïîðÿäî÷åííîå æåìåØæòâî.

`ŁíîìŁàºüíßì ŒîýôôŁöŁåíòîì Cr
n íàçßâàåòæÿ ÷Łæºî

Cr
n =

n!

r!(n � r)! :

×Łæºî Cr
n ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó æïîæîÆîâ Łçâºå÷ü r-ýºåìåíòíîå ïîäìíîæåæòâî

Łç n-ýºåìåíòíîªî ìíîæåæòâà.

4.15. Òåîðåìà. `ŁíîìŁàºüíßå ŒîýôôŁöŁåíòß îÆºàäàþò æºåäóþøŁìŁ
æâîØæòâàìŁ:

(1) C0
n = Cn

n = 1, C1
n = Cn�1

n = n;

(2) Ck
n =

k æîìíîæŁòåºåØz }| {
n(n� 1) : : : (n� k + 1)

1 � 2 � : : : � k| {z }
k æîìíîæŁòåºåØ

;

(3) Cn�k
n = Ck

n ;

(4) Ck
n + Ck+1

n = Ck+1
n+1;

(5) C0
n + C1

n + � � �+ Cn
n = 2n;

(6) C0
n � C1

n + � � �+ (�1)nCn
n = 0.

ˇðŁâåä…ííßå æâîØæòâà ÆŁíîìŁàºüíßı ŒîýôôŁöŁåíòîâ ïîçâîºÿþò
óŒàçàòü æºåäóþøŁØ æïîæîÆ Łı âß÷ŁæºåíŁÿ. —àææìîòðŁì äŁàªðàììó

C0
0

. &
C0

1 C1
1

. & . &
C0

2 C1
2 C2

2

. & . & . &
C0

3 C1
3 C2

3 C3
3

. & . & . & . &
C0

4 C1
4 C2

4 C3
4 C4

4

´ Œàæäîì ªîðŁçîíòàºüíîì ðÿäó ýòîØ äŁàªðàììß ðàæïîºîæåíß ïîæºåäî-
âàòåºüíî ÷Łæºà C0

n, C1
n, : : : , Cn

n , ïðŁ÷…ì Œàæäîå Łç íŁı ðàâíî æóììå äâóı
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÷Łæåº, ðàæïîºîæåííßı íàä íŁì. Ýòà äŁàªðàììà íàçßâàåòæÿ òðåóªîºüíŁ-
Œîì ˇàæŒàºÿ:

n = 0 1

n = 1 1 1

n = 2 1 2 1

n = 3 1 3 3 1

n = 4 1 4 6 4 1

n = 5 1 5 10 10 5 1

n = 6 1 6 15 20 15 6 1

n = 7 1 7 21 35 35 21 7 1

n = 8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

4.16. Òåîðåìà. ¨ìååò ìåæòî æºåäóþøàÿ ôîðìóºà, íàçßâàåìàÿ ôîðìó-
ºîØ ÆŁíîìà ˝üþòîíà:

(a+ b)n =

nX

k=0

Ck
na

n�kbk =

= an + C1
na

n�1b+ C2
na

n�2b2 + � � �+ Ck
na

n�kbk+

+ � � �+ Cn�1
n abn�1 + bn: (4.3)

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ æºåäóþøŁı ïîíÿòŁØ: îäíî÷ºåí, ìíîªî-
÷ºåí, æòåïåíü îäíî÷ºåíà, æòåïåíü ìíîªî÷ºåíà, íîðìŁðîâàííßØ ìíîªî-
÷ºåí.

2. ˚àŒ îïðåäåºÿþòæÿ îïåðàöŁŁ æºîæåíŁÿ Ł óìíîæåíŁÿ ìíîªî÷ºåíîâ?
3. ×åìó ðàâíà æòåïåíü ïðîŁçâåäåíŁÿ äâóı ìíîªî÷ºåíîâ?
4. ´ ŒàŒîì æºó÷àå æòåïåíü æóììß äâóı ìíîªî÷ºåíîâ ìåíüłå ìàŒæŁìàºü-

íîØ Łç Łı æòåïåíåØ?
5. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î äåºåíŁŁ æ îæòàòŒîì äºÿ ìíîªî÷ºåíîâ.
6. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó îÆ îæòàòŒå.
7. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó `åçó.
8. ˚àŒîå ìàŒæŁìàºüíîå ÷Łæºî ŒîðíåØ ìîæåò Łìåòü ìíîªî÷ºåí æòåïåíŁ n?
9. ˛ïŁłŁòå ïðîöåææ äåºåíŁÿ ìíîªî÷ºåíà íà x� c æ ïîìîøüþ æıåìß î̂ð-

íåðà.
10. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå Œðàòíîªî Œîðíÿ ìíîªî÷ºåíà.
11. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î æâÿçŁ ŒðàòíîæòŁ Œîðíÿ ìíîªî÷ºåíà Ł Œîðíÿ

åªî ïðîŁçâîäíîØ.
12. ÑôîðìóºŁðóØòå îæíîâíóþ òåîðåìó àºªåÆðß.
13. ÑŒîºüŒî ŒîðíåØ Łìååò ìíîªî÷ºåí P (x) 2 C[x]?
14. ×òî òàŒîå íåïðŁâîäŁìßØ ìíîªî÷ºåí?
15. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ðàçºîæåíŁŁ ìíîªî÷ºåíà â ïðîŁçâåäåíŁå

íåïðŁâîäŁìßı ìíîªî÷ºåíîâ.
16. ˚àŒŁå ìíîªî÷ºåíß ÿâºÿþòæÿ íåïðŁâîäŁìßìŁ íàä ïîºåì C?
17. ˚àŒŁå ìíîªî÷ºåíß ÿâºÿþòæÿ íåïðŁâîäŁìßìŁ íàä ïîºåì R?
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18. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß íåïðŁâîäŁìßı ìíîªî÷ºåíîâ íàä ïîºåì Q, Łìåþ-
øŁı æòåïåíü 2, 3, 4.

19. ÑôîðìóºŁðóØòå æâîØæòâî ŒîìïºåŒæíßı ŒîðíåØ ìíîªî÷ºåíà æ âåøå-
æòâåííßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ.

20. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ðàçºîæåíŁŁ ìíîªî÷ºåíîâ Łç R[x] íà íåïðŁ-
âîäŁìßå ìíîæŁòåºŁ.

21. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ðàöŁîíàºüíßı Œîðíÿı ìíîªî÷ºåíà æ öåºß-
ìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ.

22. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ðàöŁîíàºüíßı Œîðíÿı íîðìŁðîâàííîªî
ìíîªî÷ºåíà æ öåºßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ.

23. ×òî íàçßâàåòæÿ ôàŒòîðŁàºîì íàòóðàºüíîªî ÷Łæºà?
24. ×òî òàŒîå ÆŁíîìŁàºüíßå ŒîýôôŁöŁåíòß? ÑôîðìóºŁðóØòå Łı æâîØ-

æòâà.
25. ×òî òàŒîå òðåóªîºüíŁŒ ˇàæŒàºÿ?
26. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó ÆŁíîìà ˝üþòîíà â îÆøåì âŁäå.
27. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó ÆŁíîìà ˝üþòîíà äºÿ æòåïåíåØ 2, 3, 4, 5, 6.

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 4.1. —àçäåºŁòå ìíîªî÷ºåí

P (x) = 10x5 � 21x4 + 21x3 � 3x2 � 7x+ 6

íà ìíîªî÷ºåí D(x) = 2x2 � 3x+ 2.

—åłåíŁå. ˇðŁìåíŁì àºªîðŁòì äåºåíŁÿ ìíîªî÷ºåíîâ ¾óªîºŒîì¿, æîæòîÿ-
øŁØ â æºåäóþøåì. —àçäåºŁì æòàðłŁØ ÷ºåí ìíîªî÷ºåíà-äåºŁìîªî P (x)
(ò.å. îäíî÷ºåí íàŁÆîºüłåØ æòåïåíŁ, âıîäÿøŁØ â æîæòàâ P (x); ýòî 10x5)
íà æòàðłŁØ ÷ºåí ìíîªî÷ºåíà-äåºŁòåºÿ D(x) (ýòî 2x2), ïîæºå ÷åªî ïîºó-
÷åííîå ÷àæòíîå 5x3 óìíîæàåì íà äåºŁòåºü D(x) Ł âß÷Łòàåì ïîºó÷åííîå
ïðîŁçâåäåíŁå Łç P (x). ˇðîöåææ ïîâòîðÿåì äî òåı ïîð, ïîŒà ïîºó÷àþøàÿ-
æÿ ðàçíîæòü íå îŒàæåòæÿ ìíîªî÷ºåíîì, æòåïåíü Œîòîðîªî ìåíüłå æòåïåíŁ
äåºŁòåºÿ:

10x5 � 21x4 + 21x3 � 3x2 � 7x + 6 2x2 � 3x + 2

10x5 � 15x4 + 10x3 5x3 � 3x2 + x + 3

� 6x4 + 11x3 � 3x2 � 7x + 6

� 6x4 + 9x3 � 6x2

2x3 + 3x2 � 7x + 6

2x3 � 3x2 + 2x

6x2 � 9x + 6

6x2 � 9x + 6

0

˛òâåò: Q(x) = 5x3 � 3x2 + x+ 3.

ˇðŁìåð 4.2. —àçäåºŁòå ìíîªî÷ºåí P (x) = 3x5 � 2x4 + x3 + 2x + 7 íà
ìíîªî÷ºåí D(x) = x3 + 3x2 � x� 2 æ îæòàòŒîì.
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—åłåíŁå:

3x5 � 2x4 + x3 + 2x + 7 x3 + 3x2 � x � 2

3x5 + 9x4 � 3x3 � 6x2 3x2 � 11x + 37

� 11x4 + 4x3 + 6x2 + 2x + 7

� 11x4 � 33x3 + 11x2 + 22x

37x3 � 5x2 � 20x + 7

37x3 + 111x2 � 37x � 74

� 116x2 + 17x + 81

¨òàŒ, ÷àæòíîå ðàâíîQ(x) = 3x2�11x+37, îæòàòîŒR(x) = �116x2+17x+81.

ˇðŁìåð 4.3. —àçäåºŁòå ìíîªî÷ºåí 5x5 +x+1 íà x+ 3 æ ïîìîøüþ æıåìß
î̂ðíåðà.

—åłåíŁå. Ñıåìà î̂ðíåðà Łìååò âŁä

a0 = 5 a1 = 0 a2 = 0 a3 = 0 a4 = 1 a5 = 1

c = �3 b0 = 5 b1 = �15 b2 = 45 b3 = �135 b4 = 406 R = �1217

´ß÷ŁæºåíŁÿ:

b0 = a0 = 5;

b1 = cb0 + a1 = (�3) � 5 + 0 = �15;

b2 = cb1 + a2 = (�3) � (�15) + 0 = 45;

b3 = cb2 + a3 = (�3) � 45 + 0 = �135;

b4 = cb3 + a4 = (�3) � (�135) + 1 = 406;

R = cb4 + a5 = (�3) � 406 + 1 = �1217:

¨òàŒ, (íåïîºíîå) ÷àæòíîå ðàâíî Q(x) = 5x4 � 15x3 + 45x2 � 135x+ 406, à
îæòàòîŒ ðàâåí R = �1217; Œðîìå òîªî, P (�3) = �1217.

ˇðŁìåð 4.4. ¨çâåæòíî, ÷òî ÷Łæºî c = 2 ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì ìíîªî÷ºåíà
P (x) = x5 � 4x4 + x3 + 10x2 � 4x� 8. ˝àØäŁòå Œðàòíîæòü ýòîªî Œîðíÿ.

—åłåíŁå. —àçäåºŁì ìíîªî÷ºåí P (x) íà x� 2 ïî æıåìå î̂ðíåðà:

a0 = 1 a1 = �4 a2 = 1 a3 = 10 a4 = �4 a5 = �8

c = 2 b0 = 1 b1 = �2 b2 = �3 b3 = 4 b4 = 4 R = 0

×àæòíîå Łìååò âŁä x4 � 2x3 � 3x2 + 4x+ 4. —àçäåºŁì åªî íà x� 2:

a0 = 1 a1 = �2 a2 = �3 a3 = 4 a4 = 4

c = 2 b0 = 1 b1 = 0 b2 = �3 b3 = �2 R = 0

×àæòíîå Łìååò âŁä x3 � 3x� 2; äåºŁì åªî íà x� 2:

a0 = 1 a1 = 0 a2 = �3 a3 = �2

c = 2 b0 = 1 b1 = 2 b2 = 1 R = 0
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ˇðîäîºæàåì ïðîöåææ:

a0 = 1 a1 = 2 a2 = 1

c = 2 b0 = 1 b1 = 4 R = 9

˙äåæü îæòàòîŒ îòºŁ÷åí îò íóºÿ, òàŒ ÷òî ìíîªî÷ºåí P (x) äåºŁòæÿ íà
(x � 2)3, íî íå äåºŁòæÿ íà (x � 2)4, Ł ïîýòîìó Œðàòíîæòü Œîðíÿ c = 2
ðàâíà 3.

˛òìåòŁì åø…, ÷òî ïðŁ äåºåíŁŁ P (x) íà (x�2)3 ïîºó÷Łºæÿ ìíîªî÷ºåí
x2 + 2x+ 1 � (x+ 1)2. ÒàŒŁì îÆðàçîì, P (x) = (x� 2)3(x+ 1)2.

˛Æß÷íî âæå âß÷ŁæºåíŁÿ çàïŁæßâàþò â îäíîØ òàÆºŁöå:

1 �4 1 10 �4 �8

2 1 �2 �3 4 4 0

2 1 0 �3 �2 0

2 1 2 1 0

2 1 4 9

ˇðŁìåð 4.5. ˝àØäŁòå ŒîðíŁ ìíîªî÷ºåíà

P (x) = x4 + 3x3 � 12x2 � 20x+ 48:

—åłåíŁå. ˜åºŁòåºÿìŁ æâîÆîäíîªî ÷ºåíà ÿâºÿþòæÿ ÷Łæºà �1, �2, �3, �4,
�6, �8, �12, �16, �24, �48. ´ß÷Łæºÿåì ïîæºåäîâàòåºüíî çíà÷åíŁÿ ìíî-
ªî÷ºåíà P (x) â ýòŁı òî÷Œàı æ ïîìîøüþ æıåìß î̂ðíåðà:

1 3 �12 �20 48

1 1 4 �8 �28 20 ) 1 íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

�1 1 2 �14 �6 54 ) �1 íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

2 1 5 �2 �24 0 ) 2 ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

2 1 7 12 0 ) 2 ÿâºÿåòæÿ Œðàòíßì Œîðíåì

¨òàŒ, P (x) = (x� 2)2(x2 + 7x+ 12); ŒâàäðàòíßØ òð…ı÷ºåí ºåªŒî ðàçºàªà-
åòæÿ íà ìíîæŁòåºŁ: (x+3)(x+4). ¨òàŒ, äàííßØ ìíîªî÷ºåí Łìååò ïðîæòßå
ŒîðíŁ �3 Ł �4 Ł Œîðåíü 2 ŒðàòíîæòŁ 2 (äâîØíîØ Œîðåíü).

ˇðŁìåð 4.6. —àçºîæŁòå ìíîªî÷ºåí P (x) = 6x4 + x3 � 5x2 � 11x� 6 íà
íåïðŁâîäŁìßå ìíîæŁòåºŁ íàä ïîºåì R.

—åłåíŁå. ˜åºŁòåºÿìŁ æâîÆîäíîªî ÷ºåíà ÿâºÿþòæÿ ÷Łæºà �1, �2, �3, �6;
íŁ â îäíîØ Łç ýòŁı âîæüìŁ òî÷åŒ ìíîªî÷ºåí íå ðàâåí íóºþ, òàŒ ÷òî öåºßı
ŒîðíåØ îí íå Łìååò.

˜åºŁòåºÿìŁ æòàðłåªî ŒîýôôŁöŁåíòà ÿâºÿþòæÿ òå æå ÷Łæºà �1, �2,
�3, �6; ïîýòîìó ðàöŁîíàºüíßìŁ (íå öåºßìŁ) ŒîðíÿìŁ ìíîªî÷ºåíà P (x)
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ìîªóò Æßòü òîºüŒî ÷Łæºà � 1
6 , � 1

3 , � 1
2 , � 2

3 , � 3
2 . ˇîæºåäîâàòåºüíî âß÷Łæ-

ºÿåì çíà÷åíŁÿ ìíîªî÷ºåíà P (x) â ýòŁı òî÷Œàı (÷àæòü âß÷ŁæºåíŁØ îïó-
øåíà):

6 1 �5 �11 �6

1

6
6 2 �14

3
�106

9
�215

27
) 1

6
íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

�1

6
6 0 �5 �61

6
�155

36
) 1

6
íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

1

3
6 3 �4 �37

3
�91

9
) 1

3
íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

�1

3
6 �1 �14

3
�85

9
�77

27
) �1

3
íå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

�2

3
6 �3 �3 �9 0 ) �2

3
ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

3

2
6 6 6 0 ) 3

2
ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì

ˇîæºå äåºåíŁÿ P (x) íà x + 2=3 Ł íà x � 3=2 ïîºó÷àåòæÿ ŒâàäðàòíßØ
òð…ı÷ºåí 6x2 + 6x+ 6, ÿâºÿþøŁØæÿ íåïðŁâîäŁìßì íàä ïîºåì R. ¨òàŒ,

P (x) = 6

�
x+

2

3

��
x� 3

2

�
(x2 + x+ 1) = (3x+ 2)(2x� 3)(x2 + x+ 1):

ˇðŁìåð 4.7. ˝àØäŁòå âæå ŒîðíŁ ìíîªî÷ºåíà

P (x) = x4 � 4x3 + 2x2 + 4x� 8;

åæºŁ Łçâåæòåí îäŁí Łç åªî ŒîðíåØ 1 + i.

—åłåíŁå. ˇîæŒîºüŒó ó ìíîªî÷ºåíà æ âåøåæòâåííßìŁ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ
ŒîìïºåŒæíßå ŒîðíŁ ìîªóò ïîÿâºÿòüæÿ òîºüŒî æîïðÿæ…ííßìŁ ïàðàìŁ, çà-
Œºþ÷àåì, ÷òî ÷Łæºî 1� i òàŒæå ÿâºÿåòæÿ Œîðíåì, à ïîòîìó ìíîªî÷ºåí
P (x) äåºŁòæÿ íà ºŁíåØíßå äâó÷ºåíß x� 1� i Ł x� 1 + i, à æòàºî Æßòü, Ł
íà Łı ïðîŁçâåäåíŁå (x� 1� i)(x� 1 + i) = x2� 2x+ 2. ´ßïîºíŁì äåºåíŁå:

x4 � 4x3 + 2x2 + 4x � 8 x2 � 2x + 2

x4 � 2x3 + 2x2 x2 � 2x � 4

� 2x3 + 4x � 8

� 2x3 + 4x2 � 4x

� 4x2 + 8x � 8

� 4x2 + 8x � 8

0
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¨òàŒ, x4 � 4x3 + 2x2 + 4x � 8 = (x2 � 2x + 2)(x2 � 2x � 4). ˇåðâßØ Łç
Œâàäðàòíßı òð…ı÷ºåíîâ Łìååò óæå Łçâåæòíßå íàì æîïðÿæ…ííßå ŒîðíŁ
1 � i, à ŒîðíŁ âòîðîªî, 1 �

p
5, ºåªŒî íàıîäÿòæÿ ïî ôîðìóºå ðåłåíŁÿ

Œâàäðàòíîªî óðàâíåíŁÿ.

ˇðŁìåð 4.8. ˜îŒàæŁòå æâîØæòâî (4) ÆŁíîìŁàºüíßı ŒîýôôŁöŁåíòîâ:

Ck
n + Ck+1

n = Ck+1
n+1.

—åłåíŁå:

Ck
n + Ck+1

n =
n!

k!(n� k)!
+

n!

(k + 1)!(n� k � 1)!
=

=
n!

k!(n� k � 1)!(n� k)
+

n!

k!(k + 1)(n� k � 1)!
=

=
n!(n� k) + n!(k + 1)

k!(n� k � 1)!(k + 1)(n� k)
=

n!(n+ 1)

(k + 1)!(n� k)!
=

=
(n+ 1)!

(k + 1)!((n+ 1)� (k + 1))!
= Ck+1

n+1:

ˇðŁìåð 4.9. ˜îŒàæŁòå ôîðìóºó ÆŁíîìà ˝üþòîíà (4.3):

(a+ b)n =

nX

k=0

Ck
na

n�kbk =

= an + C1
na

n�1b+ C2
na

n�2b2 + � � �+ Ck
na

n�kbk+

+ � � �+ Cn�1
n abn�1 + bn: (4.3)

—åłåíŁå. ˜îŒàçàòåºüæòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ŁíäóŒöŁŁ. `àçà ŁíäóŒöŁŁ:

(a+ b)1 = a+ b = C0
1a+ C1

1b:

ˇðåäïîºîæåíŁå ŁíäóŒöŁŁ æîæòîŁò â òîì, ÷òî ôîðìóºà (4.3) æïðàâåäºŁ-
âà ïðŁ íåŒîòîðîì çíà÷åíŁŁ n. ˝àłà çàäà÷à � ïîºüçóÿæü ôîðìóºîØ (4.3),
âßâåæòŁ å… æïðàâåäºŁâîæòü äºÿ ïîŒàçàòåºÿ æòåïåíŁ n+ 1. ¨òàŒ,

(a+ b)n+1 = (a+ b) � (a+ b)n = (a+ b)

 
nX

k=0

Ck
n an�k bk

!
=

ðàæŒðîåì æŒîÆŒŁ:

= a

 
nX

k=0

Ck
n an�k bk

!
+ b

 
nX

k=0

Ck
n an�k bk

!
=

âíåæ…ì ìíîæŁòåºü ïîä çíàŒ æóììß:

=

nX

k=0

Ck
n an�k+1 bk +

nX

k=0

Ck
n an�k bk+1 =
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ïåðâîå æºàªàåìîå ïåðâîØ æóììß Ł ïîæºåäíåå æºàªàåìîå âòîðîØ æóììß çà-
ïŁłåì îòäåºüíî, à â îæòàâłŁıæÿ æóììàı æäåºàåì çàìåíó ŁíäåŒæà æóììŁ-
ðîâàíŁÿ:

= an+1 +

nX

k=1

Ck
n an�k+1 bk

| {z }
k=p+1;

k=1;:::;n;
p=0;:::;n�1

+

n�1X

k=0

Ck
n an�k bk+1

| {z }
k=p

+ bn+1 =

= an+1 +

n�1X

p=0

Cp+1
n an�p bp+1 +

n�1X

p=0

Cp
n an�p bp+1 + bn+1 =

â îÆåŁı æóììàı ïðåäåºß ŁçìåíåíŁÿ ŁíäåŒæà æóììŁðîâàíŁÿ îäŁíàŒîâß
Ł îäŁíàŒîâß òàŒæå ïîä÷…ðŒíóòßå âßðàæåíŁÿ, òàŒ ÷òî ìîæíî ïðŁâåæòŁ
ïîäîÆíßå æºàªàåìßå:

= an+1 +

n�1X

p=0

�
Cp+1

n + Cp
n

�
| {z }

=Cp+1

n+1

an�p bp+1 + bn+1 =

âîæïîºüçóåìæÿ æâîØæòâîì (4) ÆŁíîìŁàºüíßı ŒîýôôŁöŁåíòîâ, ó÷ò…ì òîò
ôàŒò, ÷òî C0

n+1 = Cn+1
n+1 = 1 Ł æäåºàåì çàìåíó ŁíäåŒæà æóììŁðîâàíŁÿ:

= C0
n+1 a

n+1 +
n�1X

p=0

Cp+1
n+1 a

(n+1)�(p+1) bp+1

| {z }
k=p+1;

p=0;:::;n�1;
k=1:::;n

+Cn+1
n+1 b

n+1 =

îÆœåäŁíÿåì âæå æºàªàåìßå â îäíó æóììó:

= C0
n+1 a

n+1 +

nX

k=1

Ck
n+1 a

(n+1)�k bk + Cn+1
n+1 b

n+1 =

=

n+1X

k=0

Ck
n+1 a

(n+1)�k bk; ÷òî Ł òðåÆîâàºîæü.

ˇðŁìåð 4.10. ˜îŒàæŁòå æâîØæòâà (5) Ł (6) ÆŁíîìŁàºüíßı ŒîýôôŁöŁ-
åíòîâ:

C0
n + C1

n + � � �+ Cn
n = 2n; C0

n � C1
n + � � �+ (�1)nCn

n = 0:

—åłåíŁå. ÝòŁ æîîòíîłåíŁÿ ïîºó÷àþòæÿ Łç ôîðìóºß ÆŁíîìà ˝üþòîíà
(4.3), åæºŁ ïîºîæŁòü a = b = 1 ŁºŁ a = 1, b = �1.
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4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

4.1. —àçäåºŁòå ìíîªî÷ºåí P (x) íà ìíîªî÷ºåí D(x) æ îæòàòŒîì:

(à) P (x) = 2x5 + x4 + 4x3 + 3x2 + 5x+ 2, D(x) = x2 + x+ 1;
(Æ) P (x) = x5 � 4x4 + 4x3 � 5x2 + 7x+ 6, D(x) = x2 + 2;
(â) P (x) = 3x5 + 5x4 + 3x3 � 3x2 + 3, D(x) = x2 + 2x+ 2;
(ª) P (x) = x6 + 2x5 � 2x4 � 6x3 � 6x2 � x� 3, D(x) = x3 + 2x2 + 1.

4.2. —àçäåºŁòå ìíîªî÷ºåí P (x) íà äâó÷ºåí D(x) æ îæòàòŒîì, Łæïîºüçóÿ
æıåìó î̂ðíåðà:

(à) P (x) = x4 � 5x3 + 7x2 + x� 4, D(x) = x� 2;
(Æ) P (x) = 2x4 + 3x3 + 5x+ 3, D(x) = x+ 2;
(â) P (x) = x4 + 4x3 + 6x2 + 7x� 9, D(x) = x+ 3;
(ª) P (x) = 3x4 � 15x3 � x2 + 6x, D(x) = x� 5

4.3. ˝àØäŁòå çíà÷åíŁå ìíîªî÷ºåíà P (x) â òî÷Œàı 1, 2, 3 æ ïîìîøüþ æıåìß
î̂ðíåðà:

(à) P (x) = x5 � 3x4 + 2x3 � x2 + x+ 2;
(Æ) P (x) = 2x5 � 3x4 + x3 + x� 2.

4.4. —àçºîæŁòå ìíîªî÷ºåí P (x) íà íåïðŁâîäŁìßå ìíîæŁòåºŁ íàä ïî-
ºåì R:

(à) P (x) = x5 � 3x4 � 5x3 + 15x2 + 4x� 12;
(Æ) P (x) = x5 � 5x4 + 7x3 + x2 � 8x+ 4;
(â) P (x) = x5 � 3x4 � 6x3 + 10x2 + 21x+ 9;
(ª) P (x) = x5 � x4 � 5x3 + x2 + 8x+ 4;
(ä) P (x) = x5 � 6x4 + 2x3 + 36x2 � 27x� 54;
(å) P (x) = x5 + 4x4 + 7x3 + 10x2 + 10x+ 4;

(æ) P (x) = x5 � 8x3 + 3x2 + 4x+ 12;
(ç) P (x) = x5 � x4 � x3 � x2 + 4x� 2.

4.5. —åłŁòå óðàâíåíŁÿ:

(à) 6x4 � 5x3 + 7x2 � 5x+ 1 = 0;
(Æ) 12x3 + 4x2 � 3x� 1 = 0;

(â) 6x4 +13x3 +30x2 +52x+24 = 0;
(ª) 4x4 � 5x2 � 10x+ 6 = 0.

4.6. ˝àØäŁòå âæå ŒîðíŁ ìíîªî÷ºåíà P (x), åæºŁ îäŁí Œîðåíü Łçâåæòåí:

(à) P (x) = x4 � 8x3 + 22x2 � 24x+ 5, Łçâåæòåí Œîðåíü 2� i;
(Æ) P (x) = x4 + 8x3 + 27x2 + 38x+ 26, Łçâåæòåí Œîðåíü �1 + i;
(â) P (x) = x4 + 4x3 + 14x2 + 20x+ 25, Łçâåæòåí Œîðåíü �1 + 2i;
(ª) P (x) = x5 + 3x4 + 4x3 � 4x� 4, Łçâåæòåí Œîðåíü �1� i.
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ÌàòðŁöß

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ˛æíîâíßå îïðåäåºåíŁÿ. ÌàòðŁöåØ ðàçìåðà m � n (ŁºŁ
(m�n)-ìàòðŁöåØ) íàçßâàåòæÿ æîâîŒóïíîæòümn ÷Łæåº, çàïŁæàííßı â âŁäå
ïðÿìîóªîºüíîØ òàÆºŁöß, æîæòîÿøåØ Łç m æòðîŒ Ł n æòîºÆöîâ Ł çàŒºþ÷…í-
íîØ â æŒîÆŒŁ. (ˇîä÷åðŒí…ì, ÷òî ïðŁ óŒàçàíŁŁ ðàçìåðà ìàòðŁöß æíà÷àºà
óŒàçßâàåòæÿ ŒîºŁ÷åæòâî å… æòðîŒ, à çàòåì � ŒîºŁ÷åæòâî æòîºÆöîâ.) Ýºå-
ìåíòß ìàòðŁöß îÆîçíà÷àþòæÿ ÆóŒâàìŁ, æíàÆæ…ííßìŁ äâóìÿ ŁíäåŒæàìŁ,
Œîòîðßå óŒàçßâàþò ïîºîæåíŁå ýºåìåíòà âíóòðŁ ìàòðŁöß; ïðŁ ýòîì Łæ-
ïîºüçóþòæÿ äâå æŁæòåìß îÆîçíà÷åíŁØ:

(1) âåðıíŁØ ŁíäåŒæ óŒàçßâàåò íîìåð æòðîŒŁ, íŁæíŁØ � íîìåð æòîºÆöà,
íå ïåðåæå÷åíŁŁ Œîòîðßı æòîŁò ýºåìåíò:

A =

8
>>>>>>>>>>>>>:

a1
1 a1

2 � � � a1
n

a2
1 a2

2 � � � a2
n

...
...

. . .
...

am
1 am

2 � � � am
n

9
>>>>>>>>>>>>>;

;

(2) ïåðâßØ ŁíäåŒæ óŒàçßâàåò íîìåð æòðîŒŁ, à âòîðîØ � íîìåð æòîºÆöà:

B =

8
>>>>>>>>>>>>:

b11 b12 � � � b1n

b21 b22 � � � b2n

...
...

. . .
...

bm1 bm2 � � � bmn

9
>>>>>>>>>>>>;
:

ÑîŒðàø…ííßå îÆîçíà÷åíŁÿ:

A =
8
:ai

j

9
;m

n
; B =

8
:bij

9
;

mn
:

¯æºŁ òðåÆóåòæÿ óŒàçàòü ðàçìåð ìàòðŁöß â ÿâíîì âŁäå, òî ìß çàïŁæßâàåì
åªî ïîä ÆóŒâîØ, îÆîçíà÷àþøåØ ìàòðŁöó: A

m�n
.

`óäåì òàŒæå Łæïîºüçîâàòü æºåäóþøåå îÆîçíà÷åíŁå: åæºŁ A =
8
:ai

j

9
;m

n

ŁºŁ B =
8
:bij

9
;

mn
, òî fAgi

j = ai
j Ł fBgij = bij ; ôŁªóðíßå æŒîÆŒŁ çäåæü

îÆîçíà÷àþò ¾îïåðàöŁþ Łçâºå÷åíŁÿ ýºåìåíòà Łç ìàòðŁöß¿.

64
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Ìíîæåæòâî âæåı ìàòðŁö ðàçìåðà m�n æ ýºåìåíòàìŁ Łç ìíîæåæòâà X
îÆîçíà÷àåòæÿXm�n. ´ äàºüíåØłåì ìß â îæíîâíîì Æóäåì ðàÆîòàòü æ ìíî-
æåæòâîì Rm�n âæåı ìàòðŁö ðàçìåðà m�n æ âåøåæòâåííßìŁ ýºåìåíòàìŁ,
ıîòÿ âæå ïîºó÷åííßå ðåçóºüòàòß æïðàâåäºŁâß äºÿ ìíîæåæòâà Km�n, ªäå
K � ïðîŁçâîºüíîå ÷Łæºîâîå ïîºå.

´åŒòîð-æòðîŒŁ Ł âåŒòîð-æòîºÆöß � ýòî ìàòðŁöß, æîæòîÿøŁå æîîò-
âåòæòâåííî Łç îäíîØ æòðîŒŁ ŁºŁ Łç îäíîªî æòîºÆöà. Ìíîæåæòâî âæåı
âåŒòîð-æòðîŒ äºŁíß m (ò.å. æîæòîÿøŁı Łç m ýºåìåíòîâ) îÆîçíà÷àåòæÿ

R�m =
�
A =

8
:a1; a2; : : : ; am

9
; j a1; a2; : : : ; am 2 R

	

Ł íàçßâàåòæÿ âåøåæòâåííßì àðŁôìåòŁ÷åæŒŁì ïðîæòðàíæòâîì æòðîŒ.
Ìíîæåæòâî âæåı âåŒòîð-æòîºÆöîâ âßæîòß n (ò.å. æîæòîÿøŁı Łç n ýºå-

ìåíòîâ) îÆîçíà÷àåòæÿ

Rn =

8
>>><
>>>:
X =

8
>>>>>>>>>>>>:

x1

x2

...

xn

9
>>>>>>>>>>>>;

���������

x1; x2; : : : ; xn 2 R

9
>>>=
>>>;

Ł íàçßâàåòæÿ âåøåæòâåííßì àðŁôìåòŁ÷åæŒŁì ïðîæòðàíæòâîì Rn (ŁºŁ
ŒðàòŒî ïðîæòðàíæòâîì Rn). ˛òìåòŁì, ÷òî ýºåìåíòß æòîºÆöîâ íóìåðóþò-
æÿ âåðıíŁìŁ ŁíäåŒæàìŁ â æîîòâåòæòâŁŁ æ ïðŁíÿòßì æîªºàłåíŁåì î òîì,
÷òî âåðıíŁå ŁíäåŒæß íóìåðóþò æòðîŒŁ; íŁæíŁå ŁíäåŒæß â ýòîì æºó÷àå
Łæïîºüçîâàòü íåóäîÆíî, ïîæŒîºüŒó âîçíŁŒíåò ïóòàíŁöà æî æòðîŒàìŁ.

´ßäåºÿþò æºåäóþøŁå æïåöŁàºüíßå âŁäß ìàòðŁö:

(i) íóºåâàÿ ìàòðŁöà O: âæå å… ýºåìåíòß ðàâíß íóºþ; â ÷àæòíîæòŁ, ðàæ-
æìàòðŁâàþòæÿ íóºåâßå æòîºÆöß Ł íóºåâßå æòðîŒŁ;

(ii) Œâàäðàòíàÿ ìàòðŁöà: ŒîºŁ÷åæòâî æòðîŒ ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó æòîºÆ-
öîâ),

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

a1
1 a1

2 � � � a1
n�1 a1

n

a2
1 a2

2 � � � a2
n�1 a2

n
...

...
. . .

...

an�1
1 an�1

2 � � � an�1
n�1 an�1

n

an
1 an

2 � � � a2
n�1 a2

n

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>;

:

ˇîðÿäŒîì ŒâàäðàòíîØ ìàòðŁöß íàçßâàþò ŒîºŁ÷åæòâî å… æòðîŒ
(æòîºÆöîâ). ˆºàâíàÿ äŁàªîíàºü ŒâàäðàòíîØ ìàòðŁöß æîæòîŁò Łç ýºå-
ìåíòîâ a1

1, a2
2, : : : , an

n, à ïîÆî÷íàÿ äŁàªîíàºü � Łç ýºåìåíòîâ a1
n, a2

n�1,

: : : , an�1
2 , an

1 . Ñóììà ýºåìåíòîâ ªºàâíîØ äŁàªîíàºŁ íàçßâàåòæÿ æºå-
äîì ŒâàäðàòíîØ ìàòðŁöß Ł îÆîçíà÷àåòæÿ trA:

trA = a1
1 + a2

2 + � � �+ an
n =

nX

i=1

ai
i;
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(iii) äŁàªîíàºüíàÿ ìàòðŁöà: Œâàäðàòíàÿ ìàòðŁöà, ó ŒîòîðîØ âæå ýºåìåí-
òß âíå ªºàâíîØ äŁàªîíàºŁ ðàâíß íóºþ,
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

a1
1 0 0 � � � 0 0

0 a2
2 0 � � � 0 0

0 0 a3
3 � � � 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 � � � an�1
n�1 0

0 0 0 � � � 0 an
n

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

= diag
�
a1

1; a
2
2; a

3
3; : : : ; a

n�1
n�1; a

n
n

�
;

(iv) âåðıíåòðåóªîºüíàÿ (ïðàâàÿ òðåóªîºüíàÿ) Ł íŁæíåòðåóªîºüíàÿ (ºå-
âàÿ òðåóªîºüíàÿ) ìàòðŁöß: ó ïåðâîØ Łç íŁı ðàâíß íóºþ âæå ýºåìåí-
òß, ðàæïîºîæåííßå íŁæå ªºàâíîØ äŁàªîíàºŁ, ò.å. ai

j = 0 äºÿ âæåı

i > j, à ó âòîðîØ � âßłå ªºàâíîØ äŁàªîíàºŁ, ò.å. ai
j = 0 äºÿ âæåı

i < j:
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� � � � � � � �
0 � � � � � � �
0 0 � � � � � �
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 � � � � �
0 0 0 � � � 0 �

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

;

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 0 0 � � � 0 0

� � 0 � � � 0 0

� � � � � � 0 0
...

...
...

. . .
...

...

� � � � � � � 0

� � � � � � � �

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

;

(v) Æºî÷íàÿ ìàòðŁöà: ìàòðŁöà, ýºåìåíòàìŁ ŒîòîðîØ ÿâºÿþòæÿ ìàòðŁ-
öàìŁ; íàïðŁìåð

A =

8
>>>>>>>>>:

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

9
>>>>>>>>>;

=

2
4
A11 A12

A21 A22

3
5 ;

çäåæü ìàòðŁöó A ðàçìåðà 3� 3 ìîæíî ðàææìàòðŁâàòü ŒàŒ Æºî÷íóþ
ìàòðŁöó ðàçìåðà 2� 2 æ ÆºîŒàìŁ

A11 =

8
>>>:
a11 a12

a21 a22

9
>>>; ; A12 =

8
>>>:
a13

a23

9
>>>; ;

A21 =
8
:a31 a32

9
; ; A22 =

8
:a33

9
; :

˜ºÿ îÆîçíà÷åíŁÿ Æºî÷íîØ ìàòðŁöß Æóäåì Łæïîºüçîâàòü Œâàäðàòíßå
æŒîÆŒŁ.

`. ¸ŁíåØíßå îïåðàöŁŁ íàä ìàòðŁöàìŁ. ÌàòðŁöß A Ł B íà-
çßâàþòæÿ ðàâíßìŁ (îÆîçíà÷åíŁå A = B), åæºŁ Łı ðàçìåðß æîâïàäàþò, à
ýºåìåíòß, æòîÿøŁå íà îäŁíàŒîâßı ìåæòàı, ðàâíß ìåæäó æîÆîØ:

8i = 1; : : : ;m; 8j = 1; : : : ; n : ai
j = bi

j :
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Ñóììà ìàòðŁö A = (ai
j)m

n Ł B = (bi
j)m

n îäŁíàŒîâîªî ðàçìåðà m�n Ł

ïðîŁçâåäåíŁå ìàòðŁöß A = (ai
j)m

n íà ÷Łæºî � îïðåäåºÿþòæÿ æºåäóþøŁì
îÆðàçîì:

8i = 1; : : : ;m; 8j = 1; : : : ; n : fA+Bgi
j = fAgi

j +fBgi
j; f�Agi

j = �fAgi
j :

˛ïåðàöŁŁ æºîæåíŁÿ ìàòðŁö Ł óìíîæåíŁÿ ìàòðŁöß íà ÷Łæºî íàçßâàþòæÿ
ºŁíåØíßìŁ îïåðàöŁÿìŁ. î̂âîðÿò, ÷òî ºŁíåØíßå îïåðàöŁŁ âßïîºíÿþòæÿ
ïîýºåìåíòíî; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ŒàæäßØ ýºåìåíò ðåçóºüòŁðóþøåØ ìàò-
ðŁöß çàâŁæŁò òîºüŒî îò ýºåìåíòîâ Łæıîäíßı ìàòðŁö, ðàæïîºîæåííßı íà
òåı æå ìåæòàı.

5.1. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà ºŁíåØíßı îïåðàöŁØ íàä ìàòðŁöàìŁ:

(1) ŒîììóòàòŁâíîæòü æºîæåíŁÿ:

8A;B 2 Rm�n : A+B = B +A;

(2) àææîöŁàòŁâíîæòü æºîæåíŁÿ:

8A;B;C 2 Rm�n : (A+B) + C = A+ (B + C);

(3) æâîØæòâî íóºåâîØ ìàòðŁöß O 2 Rm�n:

8A 2 Rm�n : A+O = A;

(4) æóøåæòâîâàíŁå ïðîòŁâîïîºîæíîØ ìàòðŁöß:

8A 2 Rm�n : 9A0 2 Rm�n : A+A0 = O;

(5) æâîØæòâî åäŁíŁöß:

8A 2 Rm�n : 1 � A = A;

(6) àææîöŁàòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ íà ÷Łæºî:

8�; � 2 R; 8A 2 Rm�n : �(�A) = (��)A;

(7) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ íà ÷Łæºî îòíîæŁòåºüíî æºîæåíŁÿ
ìàòðŁö:

8� 2 R; 8A;B 2 Rm�n : �(A+B) = �A+ �B;

(8) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ íà ÷Łæºî îòíîæŁòåºüíî æºîæåíŁÿ
÷Łæåº:

8�; � 2 R; 8A 2 Rm�n : (�+ �)A = �A+ �A:

´. ¸ŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ, ºŁíåØíàÿ îÆîºî÷Œà. ˇóæòü äàíß
æòîºÆöß X1; X2; : : : ; Xk 2 Rn Ł ÷Łæºà �1; �2; : : : ; �k 2 R. ¸ŁíåØíîØ Œîì-
ÆŁíàöŁåØ æòîºÆöîâ X1; X2; : : : ; Xk æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ �1; �2; : : : ; �k íà-
çßâàåòæÿ âßðàæåíŁå âŁäà

�1X1 + �2X2 + � � �+ �kXk �
kX

s=1

�sXs:

¸ŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ íàçßâàåòæÿ òðŁâŁàºüíîØ, åæºŁ âæå å… ŒîýôôŁöŁ-
åíòß ðàâíß íóºþ:

�1 = �2 = � � � = �k = 0:
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˛÷åâŁäíî, òðŁâŁàºüíàÿ ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ ºþÆßı æòîºÆöîâ ðàâíà íó-
ºåâîìó æòîºÆöó.

¸ŁíåØíîØ îÆîºî÷ŒîØ æòîºÆöîâ X1; X2; : : : ; Xk íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî
âæåı ºŁíåØíßı ŒîìÆŁíàöŁØ, Œîòîðßå ìîæíî ïîæòðîŁòü Łç ýòŁı æòîºÆöîâ:

L(X1; X2; : : : ; Xk)
def
==

n
�1X1 + �2X2 + � � �+ �kXk

��� �1; �2; : : : ; �k 2 R

o
:

Ìîæíî ðàææìàòðŁâàòü ºŁíåØíßå ŒîìÆŁíàöŁŁ Ł ºŁíåØíßå îÆîºî÷ŒŁ
ìàòðŁö ºþÆîªî ðàçìåðà, îäíàŒî íà ïðàŒòŁŒå ÷àøå âæåªî âæòðå÷àþòæÿ
Łìåííî ºŁíåØíßå ŒîìÆŁíàöŁŁ æòîºÆöîâ.

ˆ. ¸ŁíåØíàÿ çàâŁæŁìîæòü Ł íåçàâŁæŁìîæòü. ˚àŒ óæå îòìå÷à-
ºîæü âßłå, òðŁâŁàºüíàÿ ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ ºþÆßı æòîºÆöîâ ðàâíà
íóºåâîìó æòîºÆöó. ´îçíŁŒàåò âîïðîæ: ìîæåò ºŁ Æßòü ðàâíà íóºåâîìó
æòîºÆöó íåòðŁâŁàºüíàÿ ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ, ò.å. òàŒàÿ, â ŒîòîðîØ ıîòÿ
Æß îäŁí ŒîýôôŁöŁåíò íåíóºåâîØ?

ˇðîæòîØ ïðŁìåð ïîŒàçßâàåò, ÷òî òàŒàÿ æŁòóàöŁÿ âîçìîæíà:

2

8
>>>:

1

2

9
>>>;�

8
>>>:

2

4

9
>>>; =

8
>>>:

0

0

9
>>>; :

5.2. ˛ïðåäåºåíŁå. ÑòîºÆöß X1; : : : ; Xk íàçßâàþòæÿ ºŁíåØíî çàâŁæŁ-
ìßìŁ, åæºŁ æóøåæòâóåò Łı íåòðŁâŁàºüíàÿ ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ, ðàâíàÿ
íóºåâîìó æòîºÆöó.

ÑòîºÆöß X1; : : : ; Xk íàçßâàþòæÿ ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìßìŁ, åæºŁ ðàâåí-
æòâî íóºåâîìó æòîºÆöó Łı ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ âîçìîæíî ºŁłü â æºó÷àå,
åæºŁ ýòà ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ òðŁâŁàºüíà.

ˇîíÿòŁå ºŁíåØíîØ çàâŁæŁìîæòŁ Ł íåçàâŁæŁìîæòŁ ìîæíî ââåæòŁ íå
òîºüŒî äºÿ æòîºÆöîâ, íî Ł äºÿ ìàòðŁö ïðîŁçâîºüíîªî ðàçìåðà.

˜. ˇðîŁçâåäåíŁå ìàòðŁö. ˇðîŁçâåäåíŁåì ìàòðŁö A 2 Rm�s Ł
B 2 Rs�n íàçßâàåòæÿ ìàòðŁöà AB 2 Rm�n, ýºåìåíòß ŒîòîðîØ âß÷Łæºÿ-
þòæÿ ïî ôîðìóºå

fABgi
j =

sX

k=1

ai
k b

k
j :

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ýºåìåíò fABgi
j, ðàæïîºîæåííßØ â i-Ø æòðîŒå Ł j-ì æòîºÆ-

öå ìàòðŁöß AB, ðàâåí æóììå ïîïàðíßı ïðîŁçâåäåíŁØ ýºåìåíòîâ i-Ø æòðî-
ŒŁ ìàòðŁöß A Ł ýºåìåíòîâ j-ªî æòîºÆöà ìàòðŁöß B. ßæíî, ÷òî ïåðå-
ìíîæŁòü ìàòðŁöß ìîæíî ºŁłü â òîì æºó÷àå, Œîªäà ŒîºŁ÷åæòâî æòîºÆ-
öîâ ïåðâîØ Łç ïåðåìíîæàåìßı ìàòðŁö ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó æòðîŒ âòîðîØ.
Ñıåìà íà ðŁæ. 5.1 ŁººþæòðŁðóåò ïðàâŁºî óìíîæåíŁÿ ìàòðŁö.

¯äŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöåØ 1 íàçßâàåòæÿ äŁàªîíàºüíàÿ ìàòðŁöà, âæå äŁà-
ªîíàºüíßå ýºåìåíòß ŒîòîðîØ ðàâíß 1. Ýºåìåíòß åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß
îÆîçíà÷àþòæÿ

�i
j =

(
1; åæºŁ i = j;

0; åæºŁ i 6= j;

�i
j íàçßâàåòæÿ æŁìâîºîì ˚ðîíåŒåðà.
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A

B

AB

—Łæ. 5.1. ÓìíîæåíŁå ìàòðŁö

ˇðîŁçâåäåíŁå äâóı íåíóºåâßı ìàòðŁö ìîæåò Æßòü íóºåâîØ ìàòðŁöåØ:
8
>>>:

0 1

0 0

9
>>>; �

8
>>>:

0 1

0 0

9
>>>; =

8
>>>:

0 0

0 0

9
>>>; :

5.3. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îïåðàöŁŁ óìíîæåíŁÿ ìàòðŁö:

(1) àææîöŁàòŁâíîæòü:

8A 2 Rm�s; 8B 2 Rs�p; 8C 2 Rp�n : A(BC) = (AB)C;

(2) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü æºåâà:

8A 2 Rm�s; 8B;C 2 Rs�n : A(B + C) = AB +AC;

(3) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü æïðàâà:

8A;B 2 Rm�s; 8C 2 Rs�n : (A+B)C = AC +BC;

(4) æâîØæòâî åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß:

8A 2 Rm�n : 1mA = A1n = A;

ªäå 1m Ł 1n � åäŁíŁ÷íßå ìàòðŁöß ïîðÿäŒîâ m Ł n æîîòâåòæòâåííî.

¯æºŁ A� Œâàäðàòíàÿ ìàòðŁöà, òî å… æòåïåíü Ad, d = 0; 1; : : : , îïðåäå-
ºÿåòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

A0 = 1; Ad = A � � �A| {z }
d ðàç

:

ˇóæòü f(x) = a0x
d + a1x

d�1 + � � �+ ad�1x+ ad � ìíîªî÷ºåí æòåïåíŁ d
îò ïåðåìåííîØ x æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ Łç R. ˇîä ìíîªî÷ºåíîì îò ìàòðŁöß
ïîíŁìàåòæÿ âßðàæåíŁå

f(A) = a0A
d + a1A

d�1 + � � �+ ad�1A+ ad1:
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¯. ÑòðóŒòóðà ïðîŁçâåäåíŁÿ ìàòðŁö.

5.4. Òåîðåìà. ˇóæòü A =
8
:aj

l

9
;m

p
, B =

8
:bl

k

9
;p

n
.

(1) k-Ø æòîºÆåö ìàòðŁöß C = AB ðàâåí ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ æòîºÆöîâ
ìàòðŁöß A æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ, ïðåäæòàâºÿþøŁìŁ æîÆîØ ýºåìåíòß
k-ªî æòîºÆöà ìàòðŁöß B:

Ck =

pX

l=1

Al b
l
k:

(2) k-Ø æòîºÆåö ìàòðŁöß C = AB ðàâåí ïðîŁçâåäåíŁþ ìàòðŁöß A íà
k-Ø æòîºÆåö ìàòðŁöß B:

Ck = A �Bk:

(3) s-ÿ æòðîŒà ìàòðŁöß AB ðàâíà ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ æòðîŒ ìàò-
ðŁöß B æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ, ïðåäæòàâºÿþøŁìŁ æîÆîØ ýºåìåíòß s-Ø
æòðîŒŁ ìàòðŁöß A:

Cs =

pX

k=1

as
k B

k:

(4) s-ÿ æòðîŒà ìàòðŁöß AB ðàâíà ïðîŁçâåäåíŁþ s-Ø æòðîŒŁ ìàòðŁöß A
íà ìàòðŁöó B:

Cs = As �B:
˘. ˛Æðàòíàÿ ìàòðŁöà. ˚âàäðàòíàÿ ìàòðŁöà A�1 íàçßâàåòæÿ îÆ-

ðàòíîØ äºÿ ŒâàäðàòíîØ ìàòðŁöß A, åæºŁ âßïîºíÿþòæÿ æîîòíîłåíŁÿ

AA�1 = A�1A = 1:

ÌàòðŁöà, äºÿ ŒîòîðîØ æóøåæòâóåò îÆðàòíàÿ, íàçßâàåòæÿ îÆðàòŁìîØ. ˝å
âæå ìàòðŁöß îÆðàòŁìß; î÷åâŁäíî, äºÿ íóºåâîØ ìàòðŁöß îÆðàòíàÿ íå æó-
øåæòâóåò. ´îïðîæ î æóøåæòâîâàíŁŁ îÆðàòíîØ ìàòðŁöß Æóäåò ðåł…í ïîçæå
(æì. òåîðåìó 6.19, æ. 88).

5.5. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îÆðàòŁìßı ìàòðŁö:

(1) åäŁíŁ÷íàÿ ìàòðŁöà îÆðàòŁìà Ł 1
�1 = 1;

(2) åæºŁ ìàòðŁöà A îÆðàòŁìà, òî å… îÆðàòíàÿ ìàòðŁöà A�1 òàŒæå

îÆðàòŁìà Ł (A�1)�1 = A;
(3) åæºŁ ìàòðŁöà A îÆðàòŁìà, òî îÆðàòíàÿ ìàòðŁöà A�1 åäŁíæòâåííà;-

(4) åæºŁ ìàòðŁöß A Ł B îÆðàòŁìß, òî Łı ïðîŁçâåäåíŁå òàŒæå îÆðà-

òŁìî Ł (AB)�1 = B�1A�1.

5.6. Òåîðåìà. ÌàòðŁöà

A =

8
>>>:
a b

c d

9
>>>;
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îÆðàòŁìà òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà ad � bc 6= 0, Ł îÆðàòíàÿ Œ íåØ
âß÷Łæºÿåòæÿ ïî ôîðìóºå

A�1 =
1

ad� bc

8
>>>:

d �b
�c a

9
>>>; : (5.1)

¯æºŁ ab� bc = 0, òî ìàòðŁöà A îÆðàòíîØ íå Łìååò.

´îïðîæ î âß÷ŁæºåíŁŁ îÆðàòíîØ ìàòðŁöß äºÿ ìàòðŁö ïîðÿäŒà âßłå 2
Æóäåò ðàææìîòðåí ïîçæå.

ˇîíÿòŁå îÆðàòíîØ ìàòðŁöß ââîäŁòæÿ òîºüŒî äºÿ Œâàäðàòíßı ìàò-
ðŁö. ˛äíàŒî æóøåæòâóþò íåŒâàäðàòíßå ìàòðŁöß, ïðîŁçâåäåíŁå Œîòîðßı
ÿâºÿåòæÿ åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöåØ, íàïðŁìåð, ïðŁ ºþÆßı a, b Łìååì

8
>>>:

1 0 0

0 1 0

9
>>>;

8
>>>>>>>:

1 0

0 1

a b

9
>>>>>>>;

=

8
>>>:

1 0

0 1

9
>>>; :

´ ïîäîÆíßı æŁòóàöŁÿı ìàòðŁöß â ºåâîØ ÷àæòŁ ðàâåíæòâà íå æ÷Łòàþòæÿ
îÆðàòíßìŁ äðóª Œ äðóªó.

˙. ÒðàíæïîíŁðîâàíŁå. ÌàòðŁöåØ, òðàíæïîíŁðîâàííîØ ïî îòíî-
łåíŁþ Œ ìàòðŁöå A = (ai

j)m
n 2 Rm�n, íàçßâàåòæÿ ìàòðŁöà AT 2 Rn�m,

ýºåìåíòß ŒîòîðîØ æóòü

fAT gj
i = fAgi

j:

˛÷åâŁäíî, ŒîºŁ÷åæòâî æòðîŒ (æòîºÆöîâ) òðàíæïîíŁðîâàííîØ ìàòðŁöß
ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó æòîºÆöîâ (æòðîŒ) ŁæıîäíîØ ìàòðŁöß.

˝àïðŁìåð,
8
>>>:

1 2 3

4 5 6

9
>>>;

T

=

8
>>>>>>>:

1 4

2 5

3 6

9
>>>>>>>;
:

5.7. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îïåðàöŁŁ òðàíæïîíŁðîâàíŁÿ:

(1) ºŁíåØíîæòü:

8�; � 2 R; 8A;B 2 Rm�n : (�A+ �B)T = �AT + �BT ;

(2) ŁíâîºþòŁâíîæòü:

8A 2 Rm�n : (AT )T = A;

(3) òðàíæïîíŁðîâàíŁå ïðîŁçâåäåíŁÿ:

8A 2 Rm�p; 8B 2 Rp�n : (AB)T = BTAT ;

(4) òðàíæïîíŁðîâàíŁå îÆðàòíîØ ìàòðŁöß: äºÿ ºþÆîØ îÆðàòŁìîØ ìàò-
ðŁöß A 2 Rn�n Łìååì

(A�1)T = (AT )�1:
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˚âàäðàòíàÿ ìàòðŁöà A íàçßâàåòæÿ æŁììåòðŁ÷íîØ, åæºŁ A = AT , Ł
ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîØ (àíòŁæŁììåòðŁ÷íîØ), åæºŁ A = �AT . ˛÷åâŁäíî, âæå
ýºåìåíòß ªºàâíîØ äŁàªîíàºŁ ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîØ ìàòðŁöß ðàâíß íóºþ.
ˇðŁìåðß:

8
>>>>>>>>>:

1 2 3

2 5 7

3 7 4

9
>>>>>>>>>;
;

8
>>>>>>>>:

0 1 �2

�1 0 3

2 �3 0

9
>>>>>>>>;
:

¸þÆàÿ ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ æŁììåòðŁ÷íßı (ŒîæîæŁììåòðŁ÷íßı)
ìàòðŁö òàŒæå ÿâºÿåòæÿ æŁììåòðŁ÷íîØ (ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîØ) ìàòðŁöåØ.
˜ºÿ ïðîŁçâåäåíŁÿ ìàòðŁö àíàºîªŁ÷íîå æâîØæòâî íå âßïîºíÿåòæÿ:
8
>>>:

1 2

2 3

9
>>>;

8
>>>:

4 5

5 6

9
>>>; =

8
>>>:

14 17

23 28

9
>>>; ;

8
>>>:

0 �1

1 0

9
>>>;

8
>>>:

0 �2

2 0

9
>>>; =

8
>>>:
�2 0

0 �2

9
>>>; :

5.8. Òåîðåìà. ¸þÆóþ Œâàäðàòíóþ ìàòðŁöó A ìîæíî åäŁíæòâåííßì
îÆðàçîì ïðåäæòàâŁòü â âŁäå æóììß æŁììåòðŁ÷íîØ A1 Ł ŒîæîæŁììåò-
ðŁ÷íîØ A2 ìàòðŁö:

A =
1

2
(A+AT )
| {z }

=A1

+
1

2
(A�AT )
| {z }

=A2

:

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ×òî òàŒîå ìàòðŁöà? ˚àŒ óŒàçßâàþòæÿ ðàçìåðß ìàòðŁöß? ˚àŒ íóìå-
ðóþòæÿ å… ýºåìåíòß?

2. ´ ŒàŒîØ æòðîŒå Ł ŒàŒîì æòîºÆöå ðàæïîºîæåí ýºåìåíò ìàòðŁöß, îÆî-
çíà÷åííßØ a35? a2

4?
3. ˚àŒ îïðåäåºÿþòæÿ ºŁíåØíßå îïåðàöŁŁ íàä ìàòðŁöàìŁ?
4. ˇåðå÷ŁæºŁòå æâîØæòâà ºŁíåØíßı îïåðàöŁØ íàä ìàòðŁöàìŁ.
5. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ æòîºÆöîâ. ×òî òà-

Œîå òðŁâŁàºüíàÿ (íåòðŁâŁàºüíàÿ) ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ?
6. ×òî òàŒîå ºŁíåØíàÿ îÆîºî÷Œà?
7. ˚àŒ îïðåäåºÿåòæÿ ïðîŁçâåäåíŁå ìàòðŁö? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
8. ˚àŒŁì óæºîâŁÿì äîºæíß óäîâºåòâîðÿòü ìàòðŁöß A Ł B, ÷òîÆß (à) æó-

øåæòâîâàºî ïðîŁçâåäåíŁå AB? (Æ) æóøåæòâîâàºî ïðîŁçâåäåíŁå BA?
(â) æóøåæòâîâàºŁ îÆà ïðîŁçâåäåíŁÿ AB Ł BA?

9. ¨çâåæòíî, ÷òî ïðîŁçâåäåíŁå äâóı ìàòðŁö ðàâíî íóºåâîØ ìàòðŁöå. Ñºå-
äóåò ºŁ îòæþäà, ÷òî îäŁí Łç æîìíîæŁòåºåØ ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ íóºå-
âóþ ìàòðŁöó? ˛òâåò îÆîæíóØòå.

10. ˝à ŒàŒóþ ìàòðŁöó íóæíî óìíîæŁòü ìàòðŁöó A, ÷òîÆß â ðåçóºüòàòå
ïîºó÷Łòü (à) ïåðâßØ æòîºÆåö A; (Æ) ïåðâóþ æòðîŒó A?

11. ×òî òàŒîå æŁìâîº ˚ðîíåŒåðà?
12. ˇåðå÷ŁæºŁòå æâîØæòâà ïðîŁçâåäåíŁÿ ìàòðŁö.
13. ˚àŒ îïðåäåºÿåòæÿ ìíîªî÷ºåí îò ìàòðŁöß?
14. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î æòðóŒòóðå ïðîŁçâåäåíŁÿ ìàòðŁö.
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15. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå îÆðàòíîØ ìàòðŁöß. ´æåªäà ºŁ æóøåæòâó-
åò îÆðàòíàÿ ìàòðŁöà?

16. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó âß÷ŁæºåíŁÿ îÆðàòíîØ ìàòðŁöß äºÿ ŒâàäðàòíîØ
ìàòðŁöß ïîðÿäŒà 2.

17. Ñóøåæòâóåò ºŁ îÆðàòíàÿ ìàòðŁöà äºÿ ìàòðŁöß-æòðîŒŁ (1 2 3)?
18. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î æâîØæòâàı îÆðàòíîØ ìàòðŁöß.
19. ×òî òàŒîå òðàíæïîíŁðîâàíŁå ìàòðŁöß? ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î

æâîØæòâàı îïåðàöŁŁ òðàíæïîíŁðîâàíŁÿ.
20. ˚àŒŁå ìàòðŁöß íàçßâàþòæÿ æŁììåòðŁ÷íßìŁ? ŒîæîæŁììåòðŁ÷íßìŁ?
21. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ðàçºîæåíŁŁ ïðîŁçâîºüíîØ ŒâàäðàòíîØ ìàò-

ðŁöß â æóììó æŁììåòðŁ÷íîØ Ł ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîØ.

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 5.1. ˝àØäŁòå ºŁíåØíóþ ŒîìÆŁíàöŁþ ìàòðŁö

A =

8
>>>:

1 2 3

4 5 6

9
>>>; ; B =

8
>>>:

1 �3 5

6 �2 0

9
>>>;

æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ � = 2, � = �3.
—åłåíŁå:

�A+ �B = 2 �
8
>>>:

1 2 3

4 5 6

9
>>>;� 3 �

8
>>>:

1 �3 5

6 �2 0

9
>>>; =

= 2 �
8
>>>:

2 � 1� 3 � 1 2 � 2� 3 � (�3) 2 � 3� 3 � 5
2 � 4� 3 � 6 2 � 5� 3 � (�2) 2 � 6� 3 � 0

9
>>>; =

8
>>>:
�1 13 �9

�4 16 12

9
>>>; :

ˇðŁìåð 5.2. ˜ºÿ ìàòðŁö

A =

8
>>>:

1 2

3 4

9
>>>; ; B =

8
>>>:

5

6

9
>>>;

íàØäŁòå ïðîŁçâåäåíŁÿ AB Ł BA.
—åłåíŁå:

A
2�2
� B

2�1
=

8
>>>:

1 2

3 4

9
>>>; �

8
>>>:

5

6

9
>>>; =

8
>>>:

1 � 5 + 2 � 6
3 � 5 + 4 � 6

9
>>>; =

8
>>>:

17

39

9
>>>; ;

ïðîŁçâåäåíŁå

B
2�1
� A

2�2
=

8
>>>:

5

6

9
>>>; �

8
>>>:

1 2

3 4

9
>>>;

íå æóøåæòâóåò, ïîæŒîºüŒó ŒîºŁ÷åæòâî æòîºÆöîâ ïåðâîØ Łç ïåðåìíîæàåìßı
ìàòðŁö íå ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó æòðîŒ âòîðîØ.

ˇðŁìåð 5.3. ˜ºÿ ìàòðŁö

A =

8
>>>:

1 2 3

4 5 6

9
>>>; ; B =

8
>>>>>>>:

1 2

3 4

5 6

9
>>>>>>>;

íàØäŁòå ïðîŁçâåäåíŁÿ AB Ł BA.
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—åłåíŁå:

AB =

8
>>>:

1 2 3

4 5 6

9
>>>; �

8
>>>>>>>:

1 2

3 4

5 6

9
>>>>>>>;

=

=

8
>>>:

1 � 1 + 2 � 3 + 3 � 5 1 � 2 + 2 � 4 + 3 � 6
4 � 1 + 5 � 3 + 6 � 5 4 � 2 + 5 � 4 + 6 � 6

9
>>>; =

8
>>>:

22 28

49 64

9
>>>; ;

BA =

8
>>>>>>>:

1 2

3 4

5 6

9
>>>>>>>;
�
8
>>>:

1 2 3

4 5 6

9
>>>; =

=

8
>>>>>>>:

1 � 1 + 2 � 4 1 � 2 + 2 � 5 1 � 3 + 2 � 6
3 � 1 + 4 � 4 3 � 2 + 4 � 5 3 � 3 + 4 � 6
5 � 1 + 6 � 4 5 � 2 + 6 � 5 5 � 3 + 6 � 6

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

9 12 15

19 26 33

29 40 51

9
>>>>>>>;
:

Ýòîò ïðŁìåð ïîŒàçßâàåò, ÷òî ïðŁ ïåðåæòàíîâŒå ìåæòàìŁ ìàòðŁö-
æîìíîæŁòåºåØ ïðîŁçâåäåíŁÿ ïîºó÷àþòæÿ ðàçíßìŁ; Æîºåå òîªî, îíŁ Łìåþò
ðàçíßå ðàçìåðß.

ˇðŁìåð 5.4. ˜ºÿ ìàòðŁö

A =

8
>>>:

1 2

3 4

9
>>>; ; B =

8
>>>:

5 6

7 8

9
>>>;

íàØäŁòå ïðîŁçâåäåíŁÿ AB Ł BA.
—åłåíŁå:

AB =

8
>>>:

1 2

3 4

9
>>>; �

8
>>>:

5 6

7 8

9
>>>; =

8
>>>:

19 22

43 50

9
>>>; ;

BA =

8
>>>:

5 6

7 8

9
>>>; �

8
>>>:

1 2

3 4

9
>>>; =

8
>>>:

23 34

31 46

9
>>>; :

˙äåæü ðàçìåðß ìàòðŁö-ïðîŁçâåäåíŁØ AB Ł BA ðàâíß, íî æàìŁ ïðîŁçâå-
äåíŁÿ ðàçºŁ÷íß; òàŒŁì îÆðàçîì, ìàòðŁöß A Ł B íå ŒîììóòŁðóþò.

ˇðŁìåð 5.5. ÓÆåäŁòåæü â òîì, ÷òî ìàòðŁöß

A =

8
>>>:

1 2

0 1

9
>>>; ; B =

8
>>>:

2 3

0 2

9
>>>;

ŒîììóòŁðóþò.
—åłåíŁå. ´ß÷Łæºÿÿ ïðîŁçâåäåíŁÿ AB Ł BA, óÆåæäàåìæÿ, ÷òî îíŁ æîâïà-
äàþò:

AB =

8
>>>:

1 2

0 1

9
>>>; �

8
>>>:

2 3

0 2

9
>>>; =

8
>>>:

2 7

0 2

9
>>>; ;

BA =

8
>>>:

2 3

0 2

9
>>>; �

8
>>>:

1 2

0 1

9
>>>; =

8
>>>:

2 7

0 2

9
>>>; :
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ˇðŁìåð 5.6. ˜îŒàæŁòå, ÷òî ìàòðŁöà A = �1, ªäå �� ïðîŁçâîºüíîå ÷Łæ-
ºî, à 1� åäŁíŁ÷íàÿ ìàòðŁöà, ŒîììóòŁðóåò æî âæåìŁ ìàòðŁöàìŁ òîªî æå
ïîðÿäŒà.
—åłåíŁå. ˜ºÿ ïðîŁçâîºüíîØ ìàòðŁöß B òîªî æå ïîðÿäŒà, ÷òî ðàææìàò-
ðŁâàåìàÿ ìàòðŁöà A, Łìååì:

AB = (�1)B = �(1B) = �B = �(B1) = B(�1) = BA;

÷òî Ł òðåÆîâàºîæü.

ˇðŁìåð 5.7. ˝àØäŁòå îÆðàòíóþ ìàòðŁöó äºÿ ìàòðŁöß

A =

8
>>>:

1 �1

2 3

9
>>>; :

—åłåíŁå. ˜ºÿ äàííîØ ìàòðŁöß ad � bc = 1 � 3 � (�1) � 2 = 5, òàŒ ÷òî,
æîªºàæíî òåîðåìå 5.6, îÆðàòíàÿ ìàòðŁöà æóøåæòâóåò Ł

A�1 =
1

5

8
>>>:

3 1

�2 1

9
>>>; :

´ ïðàâŁºüíîæòŁ âß÷ŁæºåíŁÿ ìîæíî óÆåäŁòüæÿ íåïîæðåäæòâåííîØ ïðîâåð-
ŒîØ:

A�1A =
1

5

8
>>>:

3 1

�2 1

9
>>>;
8
>>>:

1 �1

2 3

9
>>>; =

8
>>>:

1 0

0 1

9
>>>; :

ˇðŁìåð 5.8. ˝àØäŁòå íåŁçâåæòíßå ìàòðŁöß X Ł Y Łç óðàâíåíŁØ
(à) XA = B, (Æ) AY = B, ªäå

A =

8
>>>:

2 3

4 5

9
>>>; ; B =

8
>>>:

4 �3

2 �1

9
>>>;

—åłåíŁå. ˚àæäàÿ Łç ìàòðŁö X , Y Łìååò ðàçìåð 2 � 2. ˇðîâåðŁì, îÆðà-
òŁìà ºŁ ìàòðŁöà A:

ad� bc = 2 � 5� 4 � 3 = �2 6= 0;

ò.å. ìàòðŁöà A�1 æóøåæòâóåò Ł ðàâíà

A�1 =
1

�2

8
>>>:

5 �3

�4 2

9
>>>; =

8
>>>:
�5=2 3=2

2 �1

9
>>>; :

(à) Óìíîæàÿ îÆå ÷àæòŁ óðàâíåíŁÿ XA = B æïðàâà íà A�1, ïîºó÷Łì

X = BA�1 =

8
>>>:

4 �3

2 �1

9
>>>;
8
>>>:
�5=2 3=2

2 �1

9
>>>; =

8
>>>:
�16 9

�7 4

9
>>>; :

(Æ) Óìíîæàÿ îÆå ÷àæòŁ óðàâíåíŁÿ AY = B æºåâà íà A�1, ïîºó÷Łì

Y = A�1B =

8
>>>:
�5=2 3=2

2 �1

9
>>>;

8
>>>:

4 �3

2 �1

9
>>>; =

8
>>>:
�7 6

6 �5

9
>>>; :

˛òâåò: (à) X =

8
>>>:
�16 9

�7 4

9
>>>;, (Æ) Y =

8
>>>:
�7 6

6 �5

9
>>>;.
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ˇðŁìåð 5.9. —àçºîæŁòå ìàòðŁöó

A =

8
>>>>>>>:

1 2 3

4 5 6

7 8 9

9
>>>>>>>;

â æóììó æŁììåòðŁ÷íîØ Ł ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîØ.

—åłåíŁå. Ñîªºàæíî òåîðåìå 5.8 Łìååì

A1 =
1

2
(A+AT ) =

1

2

0
B@

8
>>>>>>>:

1 2 3

4 5 6

7 8 9

9
>>>>>>>;

+

8
>>>>>>>:

1 4 7

2 5 8

3 6 9

9
>>>>>>>;

1
CA =

8
>>>>>>>:

1 3 5

3 5 7

5 7 9

9
>>>>>>>;
;

A2 =
1

2
(A�AT ) =

1

2

0
B@

8
>>>>>>>:

1 2 3

4 5 6

7 8 9

9
>>>>>>>;
�

8
>>>>>>>:

1 4 7

2 5 8

3 6 9

9
>>>>>>>;

1
CA =

8
>>>>>>>:

0 �1 �2

1 0 �1

2 1 0

9
>>>>>>>;
:

4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

5.1. ˜ºÿ ìàòðŁö

A =

8
>>>>>>>:

1 �2

0 1

5 �3

9
>>>>>>>;
; B =

8
>>>>>>>:

�1 �2

1 3

0 5

9
>>>>>>>;
; C =

8
>>>>>>>:

3 �5

�2 3

1 �4

9
>>>>>>>;

íàØäŁòå (à) (3A� 2B)CT , (Æ) (3AT � 2BT )C, (â) CT (3A� 2B).

5.2. ˜ºÿ ºþÆîªî íàòóðàºüíîªî n íàØäŁòå

(à)

8
>>>:

1 1

0 1

9
>>>;

n

; (Æ)

8
>>>:

1 1

1 1

9
>>>;

n

;

(â)

8
>>>>>>>:

1 1 1

0 0 0

0 0 0

9
>>>>>>>;

n

; (ª)

8
>>>>>>>>>>>:

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;

n

:

5.3. ˝àØäŁòå:

(à)

8
>>>:

cos’ � sin’

sin’ cos’

9
>>>; �

8
>>>:

cos � sin 

sin cos 

9
>>>;; (Æ)

8
>>>:

cos’ � sin’

sin’ cos’

9
>>>;

n

.

5.4. ˜ºÿ äàííßı ìàòðŁö A Ł B íàØäŁòå AB �BA:

A =

8
>>>>>>>:

1 �2 3

0 1 2

5 �3 2

9
>>>>>>>;
; B =

8
>>>>>>>:

4 �1 �4

�1 1 0

�2 3 5

9
>>>>>>>;
:
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5.5. ˝àØäŁòå f(A), åæºŁ

(à) A =

8
>>>:

2 3

4 5

9
>>>; ; f(x) = x2 � 7x� 2;

(Æ) A =

8
>>>:

1 3

1 2

9
>>>; ; f(x) = x2 � 3x� 1;

(â) A =

8
>>>:

2 �1

3 2

9
>>>; ; f(x) = x2 + 3x+ 2;

(ª) A =

8
>>>:

3 1

�2 2

9
>>>; ; f(x) = x2 � x+ 3:

5.6. ˜ºÿ äàííßı ìàòðŁö íàØäŁòå îÆðàòíßå:

(à)

8
>>>:

3 6

1 4

9
>>>; ; (Æ)

8
>>>:

2 �3

�1 3

9
>>>; ; (â)

8
>>>:

2 3

3 5

9
>>>; ;

(ª)

8
>>>:

1 a

0 1

9
>>>; ; (ä)

8
>>>:

a b

�b a

9
>>>; ; (å)

8
>>>:

cos� � sin�

sin� cos�

9
>>>; :

5.7. —åłŁòå óðàâíåíŁÿ (à) XA = B, (Æ) AX = B, (â) AXB = 1, ªäå

A =

8
>>>:

2 3

4 5

9
>>>; ; B =

8
>>>:

0 2

4 6

9
>>>; :

5.8. ˜àíß ìàòðŁöß

A =

8
>>>>>>>>>>>:

1 2 3

�2 �1 �3

3 �2 1

1 �3 2

9
>>>>>>>>>>>;
; B =

8
>>>>>>>:

4 3 2 3

�2 �2 �1 �3

3 4 1 2

9
>>>>>>>;
:

˙àïŁłŁòå ºŁíåØíóþ ŒîìÆŁíàöŁþ, â âŁäå ŒîòîðîØ ïðåäæòàâºÿåòæÿ (à) âòî-
ðîØ æòîºÆåö ìàòðŁöß AB, (Æ) òðåòŁØ æòîºÆåö ìàòðŁöß BA, (â) âòîðàÿ
æòðîŒà ìàòðŁöß AB, (ª) òðåòüÿ æòðîŒà ìàòðŁöß BA.

5.9. ˜îŒàæŁòå, ÷òî Œàæäàÿ ìàòðŁöà A =
�

a b
c d

�
âòîðîªî ïîðÿäŒà óäîâºå-

òâîðÿåò óðàâíåíŁþ x2 � (a+ d)x + (ad� bc) = 0.

5.10. ˇóæòü P , A� Œâàäðàòíßå ìàòðŁöß îäíîªî ïîðÿäŒà Ł f(x) � ïðî-
ŁçâîºüíßØ ìíîªî÷ºåí. ˜îŒàæŁòå, ÷òî f(P�1AP ) = P�1f(A)P .

5.11. ˇóæòü Œâàäðàòíàÿ ìàòðŁöàA òàŒîâà, ÷òîA2+A+1 = O. ˜îŒàæŁòå,
÷òî ìàòðŁöà A îÆðàòŁìà, Ł íàØäŁòå îÆðàòíóþ ìàòðŁöó.

5.12. ˇóæòü Œâàäðàòíàÿ ìàòðŁöà A òàŒîâà, ÷òî Am = O (òàŒŁå ìàòðŁöß
íàçßâàþòæÿ íŁºüïîòåíòíßìŁ). ˜îŒàæŁòå, ÷òî ìàòðŁöà 1 � A îÆðàòŁìà
Ł (1�A)�1 = 1+A+ � � �+Am�1.
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5.13. ˇóæòü A, B � æòîºÆöß îäŁíàŒîâîØ âßæîòß Ł C = ABT . ˜îŒàæŁòå,
÷òî æóøåæòâóåò òàŒîå ÷Łæºî �, ÷òî C2 = �C.

5.14. ˇóæòü A, B � æŁììåòðŁ÷íßå ìàòðŁöß. ˜îŒàæŁòå, ÷òî ìàòðŁöà AB
æŁììåòðŁ÷íà òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà ìàòðŁöß A Ł B ŒîììóòŁðóþò.

5.15. ˇóæòüA, B � ŒîæîæŁììåòðŁ÷íßå ìàòðŁöß. ˜îŒàæŁòå, ÷òî ìàòðŁöà
AB æŁììåòðŁ÷íà òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà ìàòðŁöß A Ł B ŒîììóòŁ-
ðóþò. ÑôîðìóºŁðóØòå Ł äîŒàæŁòå íåîÆıîäŁìîå Ł äîæòàòî÷íîå óæºîâŁå
ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîæòŁ ïðîŁçâåäåíŁÿ AB.



ˆ¸À´À 6

˛ïðåäåºŁòåºŁ

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ÑŁæòåìà äâóı óðàâíåíŁØ æ äâóìÿ íåŁçâåæòíßìŁ. —àææìîò-
ðŁì æŁæòåìó äâóı ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ æ äâóìÿ íåŁçâåæòíßìŁ:

�
ax+ by = p;

cx+ dy = q;
(6.1)

ªäå a, b, c, d, p, q� çàäàííßå ÷Łæºà, x, y � íåŁçâåæòíßå. —åłŁì æŁæòåìó
ìåòîäîì ŁæŒºþ÷åíŁÿ íåŁçâåæòíßı.

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíŁå íà d, âòîðîå íà �b Ł æŒºàäßâàÿ ïîºó÷åí-
íßå óðàâíåíŁÿ, íàØä…ì

+

(
ax+ by = p � d
cx+ dy = q � (�b)

=) (ad� bc)x = pd� qb:

ÀíàºîªŁ÷íî, óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíŁå íà �c, âòîðîå íà a Ł æŒºàäßâàÿ
ïîºó÷åííßå óðàâíåíŁÿ, íàØä…ì

+

(
ax+ by = p � (�c)
cx+ dy = q � a

=) (ad� bc)y = qa� pc:

¯æºŁ ad� bc 6= 0, òî æŁæòåìà Łìååò åäŁíæòâåííîå ðåłåíŁå

x =
pd� qb
ad� bc ; y =

qa� pc
ad� bc :

¯æºŁ ad� bc = 0, òî âîçìîæíß æºåäóþøŁå æŁòóàöŁŁ:

(i) åæºŁ ıîòÿ Æß îäíî Łç ÷Łæåº pd � qb Ł qa � pc îòºŁ÷íî îò íóºÿ, òî
æŁæòåìà ðåłåíŁØ íå Łìååò;

(ii) åæºŁ îÆà ÷Łæºà pd� qb Ł qa� pc ðàâíß íóºþ, òî óðàâíåíŁÿ æŁæòåìß
ïðîïîðöŁîíàºüíß, Ł æŁæòåìà ìîæåò Łìåòü ÆåæŒîíå÷íî ìíîªî ðåłå-
íŁØ (Œàæäîå Łç Œîòîðßı ïîºó÷àåòæÿ, åæºŁ îäíó Łç íåŁçâåæòíßı âçÿòü
ïðîŁçâîºüíî, à âòîðóþ âß÷ŁæºŁòü æ ïîìîøüþ ºþÆîªî Łç óðàâíåíŁØ
æŁæòåìß), à ìîæåò Ł íå Łìåòü ðåłåíŁØ.1

1˝àïðŁìåð, æŁæòåìà
�

0x+ 0y = 1;

0x+ 0y = 1;

çäåæü âæå òðŁ âßðàæåíŁÿ ad � bc, pd � qb Ł qa � pc îÆðàøàþòæÿ â íóºü, íî ðåłåíŁØ,
î÷åâŁäíî, íåò.

79
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`. ˛ïðåäåºŁòåºü âòîðîªî ïîðÿäŒà. ˙àïŁłåì ŒîýôôŁöŁåíòß æŁ-
æòåìß â âŁäå (2� 2)-ìàòðŁöß

A =

8
>>>:
a b

c d

9
>>>; ;

Œîòîðàÿ íàçßâàåòæÿ îæíîâíîØ ìàòðŁöåØ æŁæòåìß. ˇîæòàâŁì â æîîòâåò-
æòâŁå ýòîØ ìàòðŁöå ÷Łæºî ad�bc; îíî íàçßâàåòæÿ îïðåäåºŁòåºåì (äåòåð-
ìŁíàíòîì) ìàòðŁöß A Ł îÆîçíà÷àåòæÿ

�����
a b

c d

����� = detA = jAj = det

8
>>>:
a b

c d

9
>>>; = ad� bc:

Ýòîò îïðåäåºŁòåºü íàçßâàþò îïðåäåºŁòåºåì âòîðîªî ïîðÿäŒà (ïî ŒîºŁ-
÷åæòâó æòðîŒ Ł æòîºÆöîâ ìàòðŁöß A). ÒàŒŁì îÆðàçîì, îïðåäåºŁòåºü âòî-
ðîªî ïîðÿäŒà � ýòî ôóíŒöŁÿ

det : R2�2 ! R;

Œîòîðàÿ ŒàæäîØ ŒâàäðàòíîØ ìàòðŁöå A 2 R2�2 æòàâŁò â æîîòâåòæòâŁå
÷Łæºî jAj 2 R.

Ñ ïîìîøüþ îïðåäåºŁòåºåØ ôîðìóºß äºÿ ðåłåíŁÿ æŁæòåìß ìîªóò
Æßòü çàïŁæàíß â âŁäå

x =

�����
p b

q d

�����
�����
a b

c d

�����

=
detAx

detA
; y =

�����
a p

c q

�����
�����
a b

c d

�����

=
detAy

detA
; (6.2)

ªäå ìàòðŁöà Ax (æîîòâåòæòâåííî, Ay) ïîºó÷àåòæÿ Łç ìàòðŁöß A çàìå-
íîØ ïåðâîªî (æîîòâåòæòâåííî, âòîðîªî) æòîºÆöà íà æòîºÆåö, æîæòîÿøŁØ Łç
æâîÆîäíßı ÷ºåíîâ óðàâíåíŁØ. ˇîºó÷åííßå ôîðìóºß íàçßâàþòæÿ ôîðìó-
ºàìŁ ˚ðàìåðà.

6.1. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îïðåäåºŁòåºÿ âòîðîªî ïîðÿäŒà:

(1) ºŁíåØíîæòü ïî Œàæäîìó æòîºÆöó:

det

8
>>>:
a1 + a2 b

c1 + c2 d

9
>>>; = det

8
>>>:
a1 b

c1 d

9
>>>;+ det

8
>>>:
a2 b

c2 d

9
>>>; ;

det

8
>>>:
�a b

�c d

9
>>>; = � det

8
>>>:
a b

c d

9
>>>;

Ł àíàºîªŁ÷íî äºÿ âòîðîªî æòîºÆöà;
(2) ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîæòü:

det

8
>>>:
a b

c d

9
>>>; = � det

8
>>>:
b a

d c

9
>>>;

(ïðŁ ïåðåæòàíîâŒå æòîºÆöîâ îïðåäåºŁòåºü ìåíÿåò çíàŒ íà ïðîòŁ-
âîïîºîæíßØ);



1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß 81

(3) íîðìŁðîâŒà:

det

8
>>>:

1 0

0 1

9
>>>; = 1

(îïðåäåºŁòåºü åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß ðàâåí 1).

¨ç ýòŁı îæíîâíßı æâîØæòâ îïðåäåºŁòåºÿ âßòåŒàåò ðÿä íîâßı æâîØæòâ,
ïîºåçíßı ïðŁ âß÷ŁæºåíŁÿı.

1. ˛ïðåäåºŁòåºü âòîðîªî ïîðÿäŒà íå ŁçìåíŁòæÿ, åæºŁ Œ ºþÆîìó Łç
åªî æòîºÆöîâ ïðŁÆàâŁòü äðóªîØ æòîºÆåö, óìíîæåííßØ íà ïðîŁçâîºüíîå
÷Łæºî: �����

a+ �b b

c+ �d d

����� =

�����
a b

c d

�����+ �

�����
b b

d d

�����
| {z }

=0

=

�����
a b

c d

����� :

2. ˛ïðåäåºŁòåºü íå Łçìåíÿåòæÿ ïðŁ òðàíæïîíŁðîâàíŁŁ ìàòðŁöß:�����
a b

c d

����� =

�����
a c

b d

����� :

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî æòðîŒŁ Ł æòîºÆöß îïðåäåºŁòåºÿ ðàâíîïðàâíß: ºþ-
Æîå óòâåðæäåíŁå, æïðàâåäºŁâîå äºÿ æòîºÆöîâ, Æóäåò æïðàâåäºŁâßì Ł äºÿ
æòðîŒ.

6.2. Òåîðåìà (ŒðŁòåðŁØ îÆðàøåíŁÿ â íóºü îïðåäåºŁòåºÿ âòîðîªî ïîðÿä-
Œà). ˛ïðåäåºŁòåºü âòîðîªî ïîðÿäŒà ðàâåí íóºþ òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà,
Œîªäà åªî æòîºÆöß ºŁíåØíî çàâŁæŁìß.

´. ˛ïðåäåºŁòåºü òðåòüåªî ïîðÿäŒà. —àææìîòðŁì Œâàäðàòíóþ
(3 � 3)-ìàòðŁöó A. `óäåì æ÷Łòàòü, ÷òî æòðóŒòóðíßìŁ ýºåìåíòàìŁ ìàò-
ðŁöß ÿâºÿþòæÿ íå îòäåºüíßå å… ýºåìåíòß, à æòîºÆöß:

A =

8
>>>>>>>:

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

9
>>>>>>>;

=
�
a; b; c

�
; a =

8
>>>>>>>:

a1

a2

a3

9
>>>>>>>;
; b =

8
>>>>>>>:

b1

b2

b3

9
>>>>>>>;
; c =

8
>>>>>>>:

c1

c2

c3

9
>>>>>>>;
:

ˇîæòàâŁâ æîîòâåòæòâŁå ŒàæäîØ ŒâàäðàòíîØ ìàòðŁöå ïîðÿäŒà 3 ïî
íåŒîòîðîìó ïðàâŁºó îïðåäåº…ííîå ÷Łæºî, ïîºó÷Łì ôóíŒöŁþ, îÆºàæòüþ
îïðåäåºåíŁÿ ŒîòîðîØ ÿâºÿåòæÿ ìíîæåæòâî R3�3 âæåı âåøåæòâåííßı (3�3)-
ìàòðŁö.1 ˛ïðåäåºŁòåºü ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ îäíó Łç òàŒŁı ôóíŒöŁØ.

6.3. ˛ïðåäåºåíŁå. ˛ïðåäåºŁòåºü (äåòåðìŁíàíò) òðåòüåªî ïîðÿäŒà �
ýòî ôóíŒöŁÿ

det : R3�3 ! R;

îÆºàæòüþ îïðåäåºåíŁÿ ŒîòîðîØ ÿâºÿåòæÿ ìíîæåæòâî âæåı âåøåæòâåííßı
(3� 3)-ìàòðŁö, ºŁÆî ôóíŒöŁÿ

det : R3 � R3 � R3 ! R;

1˚àŒ Ł â ïðåäßäóøåØ ªºàâå, âæå ðåçóºüòàòß æïðàâåäºŁâß äºÿ ìàòðŁö Łç K3�3,
ªäå K � ïðîŁçâîºüíîå ÷Łæºîâîå ïîºå.
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òð…ı àðªóìåíòîâ, ŒàŒîâßìŁ ÿâºÿþòæÿ òð…ıýºåìåíòíßå æòîºÆöß, îÆºàäàþ-
øàÿ æºåäóþøŁìŁ æâîØæòâàìŁ (æŒîïŁðîâàííßìŁ æî æâîØæòâ îïðåäåºŁòåºÿ
âòîðîªî ïîðÿäŒà):

(1) ïîºŁºŁíåØíîæòü ïî æòîºÆöàì (ò.å. ºŁíåØíîæòü ïî Œàæäîìó æòîºÆöó):

det
�
a1 + a2; b; c

�
= det

�
a1; b; c

�
+ det

�
a2; b; c

�
;

det
�
�a; b; c

�
= � det

�
a; b; c

�
;

Ł àíàºîªŁ÷íî äºÿ âæåı îæòàºüíßı æòîºÆöîâ;
(2) ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîæòü: ïðŁ ïåðåæòàíîâŒå ºþÆßı äâóı æòîºÆöîâ îïðåäå-

ºŁòåºü ìåíÿåò çíàŒ íà ïðîòŁâîïîºîæíßØ, íàïðŁìåð,

det
�
a; b; c

�
= � det

�
b;a; c

�
;

(3) íîðìŁðîâŒà:

det

8
>>>>>>>:

1 0 0

0 1 0

0 0 1

9
>>>>>>>;

= 1

(îïðåäåºŁòåºü åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß ðàâåí 1).

˛ÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî â îæíîâó îïðåäåºåíŁÿ äåòåðìŁíàíòà òðåòüå-
ªî ïîðÿäŒà ïîºîæåíß æâîØæòâà, äîŒàçàííßå äºÿ äåòåðìŁíàíòà âòîðîªî
ïîðÿäŒà.

ÑâîØæòâà ïîºŁºŁíåØíîæòŁ, ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîæòŁ Ł íîðìŁðîâŒŁ, âıî-
äÿøŁå â îïðåäåºåíŁå äåòåðìŁíàíòà, Æóäåì íàçßâàòü ıàðàŒòåðŁæòŁ÷åæŒŁ-
ìŁ, ŁºŁ îæíîâíßìŁ. ¨ç íŁı âßòåŒàåò ðÿä ïðîŁçâîäíßı æâîØæòâ, ïîºåçíßı
ïðŁ ïðàŒòŁ÷åæŒîì âß÷ŁæºåíŁŁ îïðåäåºŁòåºåØ.

6.4. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïîðÿäŒà:

(1) ˛ïðåäåºŁòåºü òðåòüåªî ïîðÿäŒà íå ìåíÿåòæÿ ïðŁ òðàíæïîíŁðîâà-
íŁŁ ìàòðŁöß:

�������

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������
=

�������

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

�������
:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âæå óòâåðæäåíŁÿ, æôîðìóºŁðîâàííßå Ł äîŒàçàí-
íßå äºÿ æòîºÆöîâ îïðåäåºŁòåºÿ, Łìåþò àíàºîªŁ, æïðàâåäºŁâßå äºÿ
æòðîŒ.

(2) ˛ïðåäåºŁòåºü æ äâóìÿ ïðîïîðöŁîíàºüíßìŁ (â ÷àæòíîæòŁ, ðàâíßìŁ)
æòîºÆöàìŁ ðàâåí íóºþ.

(3) ˛ïðåäåºŁòåºü íå ŁçìåíŁòæÿ, åæºŁ Œ ºþÆîìó åªî æòîºÆöó ïðŁÆàâŁòü
ïðîŁçâîºüíóþ ºŁíåØíóþ ŒîìÆŁíàöŁþ îæòàºüíßı æòîºÆöîâ.

(4) ˛ïðåäåºŁòåºü, æîäåðæàøŁØ íóºåâîØ æòîºÆåö, ðàâåí íóºþ.

6.5. Òåîðåìà (ŒðŁòåðŁØ îÆðàøåíŁÿ â íóºü îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïî-
ðÿäŒà). ˛ïðåäåºŁòåºü òðåòüåªî ïîðÿäŒà ðàâåí íóºþ òîªäà Ł òîºüŒî
òîªäà, Œîªäà åªî æòîºÆöß ºŁíåØíî çàâŁæŁìß.
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ˆ. —àçºîæåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ ïî æòîºÆöó (ïî æòðîŒå). —àæ-
æìîòðŁì ìàòðŁöó A Ł å… îïðåäåºŁòåºü:

A =

8
>>>>>>>:

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

9
>>>>>>>;
; jAj =

�������

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������
:

´ äàºüíåØłåì ýºåìåíòß ìàòðŁöß A Æóäåì íàçßâàòü òàŒæå ýºåìåíòàìŁ
îïðåäåºŁòåºÿ jAj.
6.6. ˛ïðåäåºåíŁå. ÌŁíîðîì ïðîŁçâîºüíîªî ýºåìåíòà îïðåäåºŁòåºÿ
òðåòüåªî ïîðÿäŒà íàçßâàåòæÿ îïðåäåºŁòåºü âòîðîªî ïîðÿäŒà, ïîºó÷åííßØ
Łç Łæıîäíîªî îïðåäåºŁòåºÿ âß÷…ðŒŁâàíŁåì æòðîŒŁ Ł æòîºÆöà, íà ïåðåæå-
÷åíŁŁ Œîòîðßı æòîŁò ðàææìàòðŁâàåìßØ ýºåìåíò.

˝àïðŁìåð, ìŁíîðàìŁ ýºåìåíòîâ a1, b3 Ł c2 îïðåäåºŁòåºÿ jAj ÿâºÿþòæÿ
æîîòâåòæòâåííî îïðåäåºŁòåºŁ âòîðîªî ïîðÿäŒà�����

b2 c2

b3 c3

����� ;
�����
a1 c1

a2 c2

����� ;
�����
a1 b1

a3 b3

����� :

6.7. ˛ïðåäåºåíŁå. ÀºªåÆðàŁ÷åæŒŁì äîïîºíåíŁåì ïðîŁçâîºüíîªî ýºå-
ìåíòà îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïîðÿäŒà íàçßâàåòæÿ ìŁíîð ýòîªî ýºåìåíòà,
óìíîæåííßØ íà (�1)j+k, ªäå j Ł k� íîìåðà æòðîŒŁ Ł æòîºÆöà, íà ïåðåæå-
÷åíŁŁ Œîòîðßı æòîŁò ðàææìàòðŁâàåìßØ ýºåìåíò.

˝àïðŁìåð, àºªåÆðàŁ÷åæŒŁìŁ äîïîºíåíŁÿìŁ ýºåìåíòîâ a1, b3 Ł c2

îïðåäåºŁòåºÿ jAj ÿâºÿþòæÿ æîîòâåòæòâåííî

A1 =

�����
b2 c2

b3 c3

����� ; B3 = �
�����
a1 c1

a2 c2

����� ; C2 = �
�����
a1 b1

a3 b3

����� :

ÀºªåÆðàŁ÷åæŒîå äîïîºíåíŁå ýºåìåíòà îïðåäåºŁòåºÿ Æóäåì îÆîçíà÷àòü òîØ
æå ÆóŒâîØ ïðîïŁæíîªî íà÷åðòàíŁÿ, ÷òî Ł æàì ýºåìåíò, ŒàŒ ïîŒàçàíî âßłå.

6.8. Òåîðåìà. ˛ïðåäåºŁòåºü òðåòüåªî ïîðÿäŒà ðàâåí æóììå ïðîŁçâå-
äåíŁØ ýºåìåíòîâ ºþÆîªî æòîºÆöà íà Łı àºªåÆðàŁ÷åæŒŁå äîïîºíåíŁÿ:�������

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������
= a1

�����
b2 c2

b3 c3

�����
| {z }

=A1

+a2 �
 
�
�����
b1 c1

b3 c3

�����
| {z }

=A2

!
+ a3

�����
b1 c1

b2 c2

�����
| {z }

=A3

=

= b1 �
 
�
�����
a2 c2

a3 c3

�����
| {z }

=B1

!
+ b2

�����
a1 c1

a3 c3

�����
| {z }

=B2

+b3 �
 
�
�����
a1 c1

a2 c2

�����
| {z }

=B3

!
=

= c1

�����
a2 b2

a3 b3

�����
| {z }

=C1

+c2 �
 
�
�����
a1 b1

a3 b3

�����
| {z }

=C2

!
+ c3

�����
a1 b1

a2 b2

�����
| {z }

=C3

:
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ÝòŁ ôîðìóºß íàçßâàþòæÿ ðàçºîæåíŁÿìŁ îïðåäåºŁòåºÿ ïî æîîòâåò-
æòâóþøåìó æòîºÆöó:
�������

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������
= a1A1+a2A2+a3A3 = b1B1+b2B2+b3B3 = c1C1+c2C2+c3C3:

6.9. ˙àìå÷àíŁå. ˇîæŒîºüŒó îïðåäåºŁòåºü íå ìåíÿåòæÿ ïðŁ òðàíæïîíŁ-
ðîâàíŁŁ ìàòðŁöß, Łìåþò ìåæòî àíàºîªŁ÷íßå ðàçºîæåíŁÿ ïî æòðîŒàì:
�������

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������
= a1A1+b1B1+c1C1 = a2A2+b2B2+c2C2 = a3A3+b3B3+c3C3:

6.10. Òåîðåìà (ôàºüłŁâîå ðàçºîæåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ). Ñóììà ïðîŁç-
âåäåíŁØ ýºåìåíòîâ æòîºÆöà îïðåäåºŁòåºÿ íà àºªåÆðàŁ÷åæŒŁå ýºåìåíòß
äðóªîªî æòîºÆöà ðàâíî íóºþ, íàïðŁìåð,

a1B1 + a2B2 + a3B3 = 0; a1C1 + a2C2 + a3C3 = 0:

ÀíàºîªŁ÷íîå æâîØæòâî Łìååò ìåæòî äºÿ æòðîŒ, íàïðŁìåð,

a1A2 + b1B2 + c1C2 = 0; a3A1 + b3B1 + c3C1 = 0:

˜. Ôîðìóºß ˚ðàìåðà. —àææìîòðŁì æŁæòåìó òð…ı ºŁíåØíßı óðàâ-
íåíŁØ æ òðåìÿ íåŁçâåæòíßìŁ:

8
><
>:

a1x+ b1y + c1z = p1;

a2x+ b2y + c2z = p2;

a3x+ b3y + c3z = p3:

ÌàòðŁöß 8
>>>>>>>:

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

9
>>>>>>>;
;

8
>>>>>>>:

a1 b1 c1 p1

a2 b2 c2 p2

a3 b3 c3 p3

9
>>>>>>>;

íàçßâàþòæÿ îæíîâíîØ Ł ðàæłŁðåííîØ ìàòðŁöàìŁ æŁæòåìß æîîòâåòæòâåí-
íî. ´âåäÿ â ðàææìîòðåíŁå æòîºÆöß

a =

8
>>>>>>>:

a1

a2

a3

9
>>>>>>>;
; b =

8
>>>>>>>:

b1

b2

b3

9
>>>>>>>;
; c =

8
>>>>>>>:

c1

c2

c3

9
>>>>>>>;
; p =

8
>>>>>>>:

p1

p2

p3

9
>>>>>>>;
;

ìß ìîæåì çàïŁæàòü æŁæòåìó â âŁäå

ax+ by + cz = p:

ˇóæòü (x; y; z) � ðåłåíŁå æŁæòåìß. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî æòîºÆåö p ÿâºÿ-
åòæÿ ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁåØ æòîºÆöîâ a, b, c æ ŒîýôôŁöŁåíòàìŁ x, y, z:

p = ax+ by + cz:
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—àææìîòðŁì îïðåäåºŁòåºü jp; b; cj:

jp; b; cj =
���ax+ by + cz| {z }

=p

; b; c
��� = jax; b; cj+ jby; b; cj+ jcz; b; cj =

= x ja; b; cj+y jb; b; cj| {z }
=0

+z jc; b; cj| {z }
=0

;

îòŒóäà, ïðŁ óæºîâŁŁ ja; b; cj 6= 0, ïîºó÷àåì

x =
jp; b; cj
ja; b; cj =

detAx

detA
:

ÀíàºîªŁ÷íî ïîºó÷àþòæÿ ôîðìóºß äºÿ y; z:

y =
ja;p; cj
ja; b; cj =

detAy

detA
; z =

ja; b;pj
ja; b; cj =

detAz

detA
;

ªäå îïðåäåºŁòåºŁ detAx, detAy, detAz ïîºó÷åíß Łç îïðåäåºŁòåºÿ detA
çàìåíîØ æîîòâåòæòâóþøåªî æòîºÆöà íà æòîºÆåö æâîÆîäíßı ÷ºåíîâ óðàâ-
íåíŁØ æŁæòåìß.

Ôîðìóºß ˚ðàìåðà äàþò ðåłåíŁå â æºó÷àå, Œîªäà îïðåäåºŁòåºü
ja; b; cj îæíîâíîØ ìàòðŁöß æŁæòåìß îòºŁ÷åí îò íóºÿ, Ł ïðŁ ýòîì äîŒà-
çßâàþò åäŁíæòâåííîæòü ýòîªî ðåłåíŁÿ. ¯æºŁ æå ja; b; cj = 0, òî ôîðìóºß
˚ðàìåðà íåïðŁìåíŁìß; â ýòîì æºó÷àå æŁæòåìà ìîæåò ºŁÆî íå Łìåòü ðå-
łåíŁØ, ºŁÆî Łìåòü Æîºåå îäíîªî ðåłåíŁÿ.

¯. ˇîºíîå ðàçºîæåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïîðÿäŒà. ´ß-
÷Łæºÿÿ àºªåÆðàŁ÷åæŒŁå äîïîºíåíŁÿ, âıîäÿøŁå â ðàçºîæåíŁå îïðåäåºŁòå-
ºÿ òðåòüåªî ïîðÿäŒà ïî ýºåìåíòàì ŒàŒîªî-ºŁÆî æòîºÆöà, ïîºó÷àåì æºåäó-
þøóþ ôîðìóºó, íàçßâàåìóþ ïîºíßì ðàçºîæåíŁåì îïðåäåºŁòåºÿ:
�������

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������
= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 � a1b3c2 � a2b1c3 � a3b2c1:

ˇðàâàÿ ÷àæòü ôîðìóºß ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ æóììó łåæòŁ æºàªàåìßı,
Œàæäîå Łç Œîòîðßı ÿâºÿåòæÿ ïðîŁçâåäåíŁåì òð…ı ýºåìåíòîâ îïðåäåºŁ-
òåºÿ, ïðŁ÷…ì òðŁ æºàªàåìßı Æåðóòæÿ æî çíàŒîì ¾+¿, à òðŁ îæòàºüíßı �
æî çíàŒîì ¾�¿. ˜ºÿ çàïîìŁíàíŁÿ ýòŁı ïðîŁçâåäåíŁØ Ł Łı çíàŒîâ Łìåþòæÿ
æºåäóþøŁå ìíåìîíŁ÷åæŒŁå ïðàâŁºà:

´î âòîðîØ Łç ýòŁı æıåì Œ ìàòðŁöå ïðŁïŁæàíß æïðàâà å… ïåðâßå äâà æòîºÆ-
öà; ïðîŁçâåäåíŁÿ ýºåìåíòîâ, æîåäŁí…ííßı íà æıåìå æïºîłíîØ ºŁíŁåØ,
âıîäÿò â ïîºíîå ðàçºîæåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ æî çíàŒîì ¾+¿, à ýºåìåíòîâ,
æîåäŁí…ííßı ïóíŒòŁðíîØ ºŁíŁåØ, � æî çíàŒîì ¾�¿. ˇîºüçîâàòüæÿ ýòŁìŁ
ïðàâŁºàìŁ äºÿ ïðàŒòŁ÷åæŒîªî âß÷ŁæºåíŁÿ îïðåäåºŁòåºåØ ŒðàØíå íåæå-
ºàòåºüíî, ïîòîìó ÷òî îíŁ ïðŁâîäÿò Œ Æîºüłîìó îÆœ…ìó âß÷ŁæºåíŁØ;
Œðîìå òîªî, ïðŁ âß÷ŁæºåíŁŁ ïðîŁçâåäåíŁØ ºåªŒî îłŁÆŁòüæÿ â çíàŒå.
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˘. ˛ïðåäåºŁòåºü ïîðÿäŒà n. ˇîíÿòŁå îïðåäåºŁòåºÿ ïîðÿäŒà n
àíàºîªŁ÷íî ïîíÿòŁþ îïðåäåºŁòåºÿ ïîðÿäŒà 3.

—àææìîòðŁì Œâàäðàòíóþ (n�n)-ìàòðŁöóA; Æóäåì æ÷Łòàòü, ÷òî æòðóŒ-
òóðíßìŁ ýºåìåíòàìŁ ýòîØ ìàòðŁöß ÿâºÿþòæÿ íå îòäåºüíßå å… ýºåìåíòß,
à æòîºÆöß:

A =

8
>>>>>>>>>>>>:

a1
1 a1

2 : : : a1
n

a2
1 a2

2 : : : a2
n

: : : : : :
. . . : : :

an
1 an

2 : : : an
n

9
>>>>>>>>>>>>;

=
h
a1;a2; : : : ;an

i
;

a1 =

8
>>>>>>>>>>>>:

a1
1

a2
1
...

an
1

9
>>>>>>>>>>>>;
; a2 =

8
>>>>>>>>>>>>:

a1
2

a2
2
...

an
2

9
>>>>>>>>>>>>;
; : : : ; an =

8
>>>>>>>>>>>>:

a1
n

a2
n
...

an
n

9
>>>>>>>>>>>>;
:

6.11. ˛ïðåäåºåíŁå. ˛ïðåäåºŁòåºü (äåòåðìŁíàíò) ïîðÿäŒà n� ýòî
ôóíŒöŁÿ

det : Rn�n ! R;

îÆºàæòüþ îïðåäåºåíŁÿ ŒîòîðîØ ÿâºÿåòæÿ ìíîæåæòâî âæåı âåøåæòâåííßı
(n� n)-ìàòðŁö, ºŁÆî ôóíŒöŁÿ

det : Rn � � � � � Rn

| {z }
n æîìíîæŁòåºåØ

! R;

n àðªóìåíòîâ, ŒàŒîâßìŁ ÿâºÿþòæÿ n-ýºåìåíòíßå æòîºÆöß, îÆºàäàþøàÿ
æºåäóþøŁìŁ æâîØæòâàìŁ:

(1) ïîºŁºŁíåØíîæòü ïî æòîºÆöàì (ò.å. ºŁíåØíîæòü ïî Œàæäîìó æòîºÆöó):

det
�
a0

1 + a00
1 ;a2; : : : ;an

�
= det

�
a0

1;a2; : : : ;an

�
+ det

�
a00

1 ;a2; : : : ;an

�
;

det
�
�a1;a2; : : : ;an

�
= � det

�
a1;a2; : : : ;an

�
;

Ł àíàºîªŁ÷íî äºÿ âæåı îæòàºüíßı æòîºÆöîâ;
(2) ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîæòü: ïðŁ ïåðåæòàíîâŒå ºþÆßı äâóı æòîºÆöîâ îïðåäå-

ºŁòåºü ìåíÿåò çíàŒ íà ïðîòŁâîïîºîæíßØ, íàïðŁìåð,

det
�
a1;a2; : : : ;an

�
= � det

�
a2;a1; : : : ;an

�
;

(3) íîðìŁðîâŒà:
det1 = 1

(îïðåäåºŁòåºü åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß ðàâåí 1).

˚âàäðàòíàÿ ìàòðŁöà íàçßâàåòæÿ íåâßðîæäåííîØ, åæºŁ å… îïðåäåºŁ-
òåºü îòºŁ÷åí îò íóºÿ, Ł âßðîæäåííîØ â ïðîòŁâíîì æºó÷àå.

ÑâîØæòâà ïîºŁºŁíåØíîæòŁ, ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîæòŁ Ł íîðìŁðîâŒŁ, âıî-
äÿøŁå â îïðåäåºåíŁå äåòåðìŁíàíòà, Æóäåì íàçßâàòü ıàðàŒòåðŁæòŁ÷åæŒŁ-
ìŁ, ŁºŁ îæíîâíßìŁ. ¨ç íŁı âßòåŒàåò ðÿä ïðîŁçâîäíßı æâîØæòâ, ïîºåçíßı
ïðŁ ïðàŒòŁ÷åæŒîì âß÷ŁæºåíŁŁ îïðåäåºŁòåºåØ.
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6.12. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà îïðåäåºŁòåºÿ ïîðÿäŒà n:

(1) ˛ïðåäåºŁòåºü ïîðÿäŒà n íå ìåíÿåòæÿ ïðŁ òðàíæïîíŁðîâàíŁŁ ìàò-
ðŁöß:

detAT = detA:
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âæå óòâåðæäåíŁÿ, æôîðìóºŁðîâàííßå Ł äîŒàçàí-
íßå äºÿ æòîºÆöîâ îïðåäåºŁòåºÿ, Łìåþò àíàºîªŁ, æïðàâåäºŁâßå äºÿ
æòðîŒ.

(2) ˛ïðåäåºŁòåºü æ äâóìÿ ïðîïîðöŁîíàºüíßìŁ (â ÷àæòíîæòŁ, ðàâíßìŁ)
æòîºÆöàìŁ ðàâåí íóºþ.

(3) ˛ïðåäåºŁòåºü íå ŁçìåíŁòæÿ, åæºŁ Œ ºþÆîìó åªî æòîºÆöó ïðŁÆàâŁòü
ïðîŁçâîºüíóþ ºŁíåØíóþ ŒîìÆŁíàöŁþ îæòàºüíßı æòîºÆöîâ.

(4) ˛ïðåäåºŁòåºü, æîäåðæàøŁØ íóºåâîØ æòîºÆåö, ðàâåí íóºþ.

6.13. Òåîðåìà (ŒðŁòåðŁØ îÆðàøåíŁÿ â íóºü îïðåäåºŁòåºÿ ïîðÿäŒà n).
˛ïðåäåºŁòåºü ïîðÿäŒà n ðàâåí íóºþ òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà åªî
æòîºÆöß ºŁíåØíî çàâŁæŁìß.

´ß÷ŁæºåíŁå îïðåäåºŁòåºåØ ïîðÿäŒà n ïðîŁçâîäŁòæÿ æ ïîìîøüþ ðàç-
ºîæåíŁÿ ïî æòîºÆöàì ŁºŁ æòðîŒàì. ˛ÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî äºÿ îïðåäå-
ºŁòåºåØ ïîðÿäŒà n íå æóøåæòâóåò íŁŒàŒŁı ôîðìóº, ïðàâŁº ŁºŁ àºªî-
ðŁòìîâ, ïîäîÆíßı ïðàâŁºàì äºÿ îïðåäåºŁòåºåØ ïîðÿäŒà 3, ïðŁâåä…ííßì
íà æ. 85 â ï. ¯.

ÌŁíîðîì M j
k ïðîŁçâîºüíîªî ýºåìåíòà aj

k îïðåäåºŁòåºÿ ïîðÿäŒà n
íàçßâàåòæÿ îïðåäåºŁòåºü ïîðÿäŒà n� 1, ïîºó÷åííßØ Łç Łæıîäíîªî îïðå-
äåºŁòåºÿ âß÷…ðŒŁâàíŁåì j-Ø æòðîŒŁ Ł k-ªî æòîºÆöà, íà ïåðåæå÷åíŁŁ Œî-
òîðßı æòîŁò ýºåìåíò aj

k.

ÀºªåÆðàŁ÷åæŒŁì äîïîºíåíŁåì Aj
k ïðîŁçâîºüíîªî ýºåìåíòà aj

k îïðå-
äåºŁòåºÿ ïîðÿäŒà n íàçßâàåòæÿ ìŁíîð ýòîªî ýºåìåíòà, óìíîæåííßØ íà
(�1)j+k, ªäå j Ł k� íîìåðà æòðîŒŁ Ł æòîºÆöà, íà ïåðåæå÷åíŁŁ Œîòîðßı
æòîŁò ðàææìàòðŁâàåìßØ ýºåìåíò:

Aj
k = (�1)j+kM j

k :

6.14. Òåîðåìà. ˛ïðåäåºŁòåºü ïîðÿäŒà n ðàâåí æóììå ïðîŁçâåäåíŁØ ýºå-
ìåíòîâ ºþÆîªî æòîºÆöà íà Łı àºªåÆðàŁ÷åæŒŁå äîïîºíåíŁÿ:

detA =

nX

j=1

aj
kA

j
k:

¨ìååò ìåæòî àíàºîªŁ÷íîå ðàçºîæåíŁå ïî æòðîŒå:

detA =

nX

k=1

aj
kA

j
k:

6.15. Òåîðåìà (ôàºüłŁâîå ðàçºîæåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ). Ñóììà ïðîŁç-
âåäåíŁØ ýºåìåíòîâ æòîºÆöà îïðåäåºŁòåºÿ íà àºªåÆðàŁ÷åæŒŁå ýºåìåíòß
äðóªîªî æòîºÆöà ðàâíî íóºþ:

nX

j=1

aj
kA

j
l = �kl =

(
0; k 6= l;

detA; k = l:
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ÀíàºîªŁ÷íîå æâîØæòâî Łìååò ìåæòî äºÿ æòðîŒ:

nX

k=1

aj
kAl

k = �jl =

(
0; j 6= l;

detA; j = l:

˜ºÿ æŁæòåì n óðàâíåíŁØ æ n íåŁçâåæòíßìŁ òàŒæå Łìåþò ìåæòî ôîð-
ìóºß ˚ðàìåðà, îäíàŒî íà ïðàŒòŁŒå îíŁ íå Łæïîºüçóþòæÿ, ïîæŒîºüŒó ïðŁ-
âîäÿò Œ Æîºüłîìó îÆœ…ìó âß÷ŁæºåíŁØ.

˙. ˛ïðåäåºŁòåºü ïðîŁçâåäåíŁÿ ìàòðŁö.

6.16. Òåîðåìà. ¯æºŁ A Ł B � Œâàäðàòíßå ìàòðŁöß îäíîªî ïîðÿäŒà, òî

det(AB) = detA � detB:

˛ÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî àíàºîªŁ÷íîªî óòâåðæäåíŁÿ äºÿ æóììß ìàò-
ðŁö íå æóøåæòâóåò, ò.å., âîîÆøå ªîâîðÿ, det(A+B) 6= detA+ detB.

6.17. ÑºåäæòâŁå. ¯æºŁ ìàòðŁöà A Łìååò îÆðàòíóþ, òî

detA�1 =
�

detA
��1

:

¨. ´ß÷ŁæºåíŁå îÆðàòíîØ ìàòðŁöß.

6.18. ˛ïðåäåºåíŁå. ˇóæòü A� Œâàäðàòíàÿ ìàòðŁöà ïîðÿäŒà n:

A =

8
>>>>>>>>>>>>:

a1
1 a1

2 : : : a1
n

a2
1 a2

2 : : : a2
n

: : : : : :
. . . : : :

an
1 an

2 : : : an
n

9
>>>>>>>>>>>>;

ÑîæòàâŁì ìàòðŁöó Łç àºªåÆðàŁ÷åæŒŁı äîïîºíåíŁØ Aj
k ýºåìåíòîâ aj

k ìàò-
ðŁöß A Ł òðàíæïîíŁðóåì å…:

A =

8
>>>>>>>>>>>>:

A1
1 A1

2 : : : A1
n

A2
1 A2

2 : : : A2
n

: : : : : :
. . . : : :

An
1 An

2 : : : An
n

9
>>>>>>>>>>>>;

òðàíæïîíŁ-��������!
ðîâàíŁå

8
>>>>>>>>>>>>:

A1
1 A2

1 : : : An
1

A1
2 A2

2 : : : An
2

: : : : : :
. . . : : :

A1
n A2

n : : : An
n

9
>>>>>>>>>>>>;

ˇîºó÷åííàÿ ìàòðŁöà íàçßâàåòæÿ ïðŁæîåäŁí…ííîØ Œ ìàòðŁöå A Ł îÆîçíà-
÷àåòæÿ A_.

6.19. Òåîðåìà. ÌàòðŁöà A îÆðàòŁìà òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà îíà
íåâßðîæäåíà, ò.å. detA 6= 0. ˛Æðàòíàÿ ìàòðŁöà A�1 âßðàæàåòæÿ ôîð-
ìóºîØ

A�1 =
1

detA
A_;

ªäå A_ � ïðŁæîåäŁí…ííàÿ ìàòðŁöà.

6.20. Òåîðåìà. ˇðîŁçâåäåíŁå ìàòðŁöß A íà å… ïðŁæîåäŁí…ííóþ A_

ðàâíî åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöå, óìíîæåííîØ íà detA:

A � A_ = detA � 1:
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2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ âòîðîªî ïîðÿäŒà.
2. ˇåðå÷ŁæºŁòå æâîØæòâà îïðåäåºŁòåºÿ âòîðîªî ïîðÿäŒà.
3. ´ßâåäŁòå ôîðìóºß ˚ðàìåðà äºÿ æŁæòåìß äâóı óðàâíåíŁØ æ äâóìÿ

íåŁçâåæòíßìŁ.
4. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïîðÿäŒà.
5. ˇåðå÷ŁæºŁòå æâîØæòâà îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïîðÿäŒà.
6. ×òî òàŒîå ìŁíîð ýºåìåíòà îïðåäåºŁòåºÿ? ×òî òàŒîå àºªåÆðàŁ÷åæŒîå

äîïîºíåíŁå ýºåìåíòà îïðåäåºŁòåºÿ? ´ ÷…ì ðàçºŁ÷Łå ìåæäó ýòŁìŁ ïî-
íÿòŁÿìŁ?

7. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºß ðàçºîæåíŁÿ îïðåäåºŁòåºÿ ïî ºþÆîìó æòîºÆöó.
8. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ôàºüłŁâîì ðàçºîæåíŁŁ îïðåäåºŁòåºÿ.
9. ˙àïŁłŁòå ïîºíîå ðàçºîæåíŁå îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïîðÿäŒà.

10. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºß ˚ðàìåðà äºÿ æŁæòåìß òð…ı óðàâíåíŁØ æ òðåìÿ
íåŁçâåæòíßìŁ.

11. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó îÆ îïðåäåºŁòåºå ïðîŁçâåäåíŁÿ ìàòðŁö.
12. ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð Œâàäðàòíßı ìàòðŁö A Ł B ïîðÿäŒà 2, äºÿ Œîòîðßı

det(A+ B) 6= detA+ detB.
13. ×òî òàŒîå íåâßðîæäåííàÿ ìàòðŁöà?
14. ÑôîðìóºŁðóØòå íåîÆıîäŁìîå Ł äîæòàòî÷íîå óæºîâŁå æóøåæòâîâàíŁÿ

îÆðàòíîØ ìàòðŁöß.

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 6.1. ´ß÷ŁæºŁòå îïðåäåºŁòåºŁ

(à)

�����
cos� � sin�

sin� cos�

����� ; (Æ)

�����
12345 12347

24691 24695

����� :

—åłåíŁå. (à) ¨ìååì
�����

cos� � sin�

sin� cos�

����� = cos2 �+ sin2 � = 1:

(Æ) ˜ºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ îïðåäåºŁòåºÿ âß÷òåì Łç åªî âòîðîØ æòðîŒŁ óäâî-
åííóþ ïåðâóþ æòðîŒó:

�����
12345 12347

24691 24695

����� =

�����
12345 12347

24691� 2 � 12345 24695� 2 � 12347

����� =

=

�����
12345 12347

1 1

����� = 12345 � 1� 12347 � 1 = �2:

ˇðŁìåð 6.2. —åłŁòå æŁæòåìó óðàâíåíŁØ æ ïîìîøüþ ôîðìóº ˚ðàìåðà Ł
æ ïîìîøüþ îÆðàòíîØ ìàòðŁöß:

(
�2x + 3y = 12;

11x � 6y = �7:



90 ˆº. 6. ˛ïðåäåºŁòåºŁ

—åłåíŁå. 1. ´ß÷ŁæºŁì îïðåäåºŁòåºŁ, ó÷àæòâóþøŁå â ôîðìóºàı ˚ðàìåðà:

detA =

�����
�2 3

11 �6

����� = (�2) � (�6)� 3 � 11 = 12� 33 = �21;

detAx =

�����
12 3

�7 �6

����� = 12 � (�6)� 3 � (�7) = �72 + 21 = �51;

detAy =

�����
�2 12

11 �7

����� = (�2) � (�7)� 12 � 11 = 14� 132 = �118:

ˇî ôîðìóºàì ˚ðàìåðà ïîºó÷àåì

x =
detAx

A
=

17

7
; y =

detAy

A
=

118

21
:

2. ˙àïŁłåì æŁæòåìó â ìàòðŁ÷íîØ ôîðìå AX = B, ââåäÿ ìàòðŁöß

A =

8
>>>:
�2 3

11 �6

9
>>>; ; X =

8
>>>:
x

y

9
>>>; ; B =

8
>>>:

12

�7

9
>>>; :

´ß÷ŁæºŁì îÆðàòíóþ ìàòðŁöó A�1 æ ïîìîøüþ ôîðìóºß (5.1) Łç òåîðå-
ìß 5.6 (æì. æ. 71):

A�1 =
1

�21

8
>>>:
�6 �3

�11 �2

9
>>>; = � 1

21

8
>>>:
�6 �3

�11 �2

9
>>>; =

8
>>>>:

2
7

1
7

11
21

2
21

9
>>>>; :

Óìíîæàÿ îÆå ÷àæòŁ óðàâíåíŁÿ AX = B íà A�1 æºåâà Ł ó÷Łòßâàÿ, ÷òî
A�1A = 1, ïîºó÷Łì

X = A�1B =

8
>>>>:

2
7

1
7

11
21

2
21

9
>>>>;

8
>>>:

12

�7

9
>>>; =

8
>>>>:

17
7

118
21

9
>>>>; :

ˇðŁìåð 6.3. ˇðŁ ºþÆîì çíà÷åíŁŁ p ðåłŁòå æŁæòåìó óðàâíåíŁØ
(

(p+ 2)x � 3y = p;

x + (p� 2)y = �1:

—åłåíŁå. ´ß÷ŁæºŁì îïðåäåºŁòåºü îæíîâíîØ ìàòðŁöß æŁæòåìß:

jAj =
�����
p+ 2 �3

1 p� 2

����� = p2 � 1:

¯æºŁ p 6= �1, òî æŁæòåìà Łìååò åäŁíæòâåííîå ðåłåíŁå, Œîòîðîå ìîæíî
íàØòŁ ïî ôîðìóºàì ˚ðàìåðà:

jAxj =
�����
p �3

�1 p� 2

����� = p2 � 2p� 3; x =
jAxj
jAj =

(p+ 1)(p� 3)

(p� 1)(p+ 1)
=
p� 3

p� 1
;
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jAyj =
�����
p+ 2 p

1 �1

����� = �2p� 2; y =
jAyj
jAj =

�2(p+ 1)

(p� 1)(p+ 1)
= � 2

p� 1
:

¯æºŁ p = �1, òî æŁæòåìà Łìååò âŁä
(
x � 3y = �1;

x � 3y = �1;

ò.å. æîæòîŁò Łç äâóı îäŁíàŒîâßı óðàâíåíŁØ. ´çÿâ y ïðîŁçâîºüíî, y = c,
íàØä…ì æ ïîìîøüþ ýòîªî óðàâíåíŁÿ x = 3c� 1.

¯æºŁ p = 1, òî æŁæòåìà Łìååò âŁä
(

3x � 3y = 1;

x � y = �1;

ïîºó÷åííßå óðàâíåíŁÿ ïðîòŁâîðå÷Łâß, òàŒ ÷òî æŁæòåìà íå Łìååò ðåłå-
íŁØ.

˛òâåò: ïðŁ p 6= �1 ðåłåíŁå åäŁíæòâåííî:

�
p� 3

p� 1
;� 2

p� 1

�
; ïðŁ

p = �1 ðåłåíŁØ ÆåæŒîíå÷íî ìíîªî: (3c�1; c), ªäå c� ïðîŁçâîºüíîå ÷Łæºî;
ïðŁ p = 1 ðåłåíŁØ íåò.

ˇðŁìåð 6.4. ˜îŒàæŁòå, ÷òî óðàâíåíŁå�����
a� x b

b c� x

����� = 0

Łìååò âåøåæòâåííßå ŒîðíŁ ïðŁ ºþÆßı âåøåæòâåííßı a, b, c.

—åłåíŁå. —àæŒðßâàÿ îïðåäåºŁòåºü, ïîºó÷Łì Œâàäðàòíîå óðàâíåíŁå

(a� x)(c � x)� b2 = 0 () x2 � x(a+ c) + (ac� b2) = 0:

¯ªî äŁæŒðŁìŁíàíò íåîòðŁöàòåºåí,

D = (a+ c)2 � 4(ac� b2) = a2 � 2ac+ c2 + 4b2 = (a� c)2 + b2 > 0;

òàŒ ÷òî óðàâíåíŁå Łìååò âåøåæòâåííßå ŒîðíŁ.

ˇðŁìåð 6.5. ˇóæòü âæå ýºåìåíòß ìàòðŁöß A âòîðîªî ïîðÿäŒà ÿâºÿþòæÿ
äŁôôåðåíöŁðóåìßìŁ ôóíŒöŁÿìŁ îäíîØ ïåðåìåííîØ x, òàŒ ÷òî îïðåäå-
ºŁòåºü detA ýòîØ ìàòðŁöß òàŒæå ÿâºÿåòæÿ ôóíŒöŁåØ îò x. ˜îŒàæŁòå,
÷òî detA� äŁôôåðåíöŁðóåìàÿ ôóíŒöŁÿ, ïðŁ÷…ì Łìååò ìåæòî ôîðìóºà

�����
a(x) b(x)

c(x) d(x)

�����

0

=

�����
a0(x) b0(x)

c(x) d(x)

�����+

�����
a(x) b(x)

c0(x) d0(x)

����� :

—åłåíŁå:
�����
a(x) b(x)

c(x) d(x)

�����

0

=
�
a(x)d(x) � b(x)c(x)

�0

=

= a0(x)d(x) + a(x)d0(x)
::::::::

� b0(x)c(x) � b(x)c0(x)
:::::::

=
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=
�
a0(x)d(x) � b0(x)c(x)

�
+
�
a(x)d0(x) � b(x)c0(x)

�
=

=

�����
a0(x) b0(x)

c(x) d(x)

�����+

�����
a(x) b(x)

c0(x) d0(x)

����� :

ˇðŁìåð 6.6. ˝å ðàæŒðßâàÿ îïðåäåºŁòåºÿ, äîŒàæŁòå, ÷òî îí ðàâåí íóºþ:

(à)

�������

sin2 � 1 cos2 �

sin2 � 1 cos2 �

sin2 
 1 cos2 


�������
; (Æ)

�������

a+ b c 1

b+ c a 1

c+ a b 1

�������
:

—åłåíŁå. (à) ¯æºŁ Łç âòîðîªî æòîºÆöà âß÷åæòü æóììó ïåðâîªî Ł òðåòüåªî,
òî ïîºó÷Łì îïðåäåºŁòåºü æ íóºåâßì æòîºÆöîì.

(Æ) ¯æºŁ Œ ïåðâîìó æòîºÆöó îïðåäåºŁòåºÿ ïðŁÆàâŁòü âòîðîØ, òî ïîºó-
÷Łòæÿ æòîºÆåö, âæå ýºåìåíòß Œîòîðîªî ðàâíß a+b+c; îí ïðîïîðöŁîíàºåí
òðåòüåìó æòîºÆöó, òàŒ ÷òî îïðåäåºŁòåºü ðàâåí íóºþ ïî òåîðåìå 6.4(4).

ˇðŁìåð 6.7. ´ß÷ŁæºŁòå îïðåäåºŁòåºŁ

(à)

�������

1 2 3

2 4 �1

�4 5 1

�������
; (Æ)

�������

14 2 3

7 4 �1

9 5 1

�������
:

—åłåíŁå. (à) ˇðåîÆðàçóåì îïðåäåºŁòåºü òàŒ, ÷òîÆß â åªî ïåðâîì æòîºÆöå
îÆðàçîâàºŁæü äâà íóºåâßı ýºåìåíòà; ïîæºå ýòîªî ðàçºîæŁì îïðåäåºŁòåºü
ïî ïåðâîìó æòîºÆöó. ¨òàŒ, Œî âòîðîØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì ïåðâóþ, óìíîæåí-
íóþ íà �2:

�������

1 2 3

2 4 �1

�4 5 1

�������
 �

�2

+ =

�������

1 2 3

0 0 �7

�4 5 1

�������
=

(ïîæŒîºüŒó âî âòîðîØ æòðîŒå îÆðàçîâàºŁæü äâà íóºåâßı ýºåìåíòà, íåìíî-
ªî ŁçìåíŁì íàłŁ ïåðâîíà÷àºüíßå íàìåðåíŁÿ Ł ðàæŒðîåì îïðåäåºŁòåºü
ïî âòîðîØ æòðîŒå)

= �(�7) �
�����

1 2

�4 5

����� = 91

(îÆðàòŁòå âíŁìàíŁå íà ìŁíóæ ïåðåä (�7), ïîÿâŁâłŁØæÿ â æŁºó æîîòíîłå-
íŁÿ ìåæäó ìŁíîðàìŁ Ł àºªåÆðàŁ÷åæŒŁìŁ äîïîºíåíŁÿìŁ).

(Æ) ˜ºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ âòîðîªî îïðåäåºŁòåºÿ ïîïßòàåìæÿ ïîºó÷Łòü íó-
ºŁ â òðåòüåì æòîºÆöå; äºÿ ýòîªî Œ ïåðâîØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì óòðîåííóþ
âòîðóþ æòðîŒó:

�������

14 2 3

7 4 �1

9 5 1

�������

 �
3

+

=

�������

35 14 0

7 4 �1

9 5 1

�������
=
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Ł Œî âòîðîØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì òðåòüþ æòðîŒó, ïîæºå ÷åªî ðàçºîæŁì îïðå-
äåºŁòåºü ïî òðåòüåìó æòîºÆöó:

=

�������

35 14 0

7 4 �1

9 5 1

�������
 �+ =

�������

35 14 0

16 9 0

9 5 1

�������
=

= +1 �
�����

35 14

16 9

����� = 7

�����
5 2

16 9

����� = 7 � (45� 32) = 91;

çäåæü ìß âßíåæºŁ çà çíàŒ îïðåäåºŁòåºÿ îÆøŁØ ìíîæŁòåºü ýºåìåíòîâ
ïåðâîØ æòðîŒŁ, ðàâíßØ 7.

ˇðŁìåð 6.8. ˜ºÿ ìàòðŁöß Łç ïðŁìåðà 6.7(à) íàØäŁòå îÆðàòíóþ.

—åłåíŁå. ´ß÷ŁæºŁì îÆðàòíóþ ìàòðŁöó A�1 æ ïîìîøüþ òåîðåìß 6.19.
ˇîæŒîºüŒó îïðåäåºŁòåºü ðàâåí 91 (æì. ïðŁìåð 6.7(à)), îÆðàòíàÿ ìàòðŁöà
æóøåæòâóåò. ˝àØäåì àºªåÆðàŁ÷åæŒŁå äîïîºíåíŁÿ ýºåìåíòîâ ìàòðŁöß A:

A1
1 = +

�����
4 �1

5 1

����� = 9; A1
2 = �

�����
2 �1

�4 1

����� = 2; A1
3 = +

�����
2 4

�4 5

����� = 26;

A2
1 = �

�����
2 3

5 1

����� = 13; A2
2 = +

�����
1 3

�4 1

����� = 13; A2
3 = �

�����
1 2

�4 5

����� = �13;

A3
1 = +

�����
2 3

4 �1

����� = �14; A3
2 = �

�����
1 3

2 �1

����� = 7; A3
3 = +

�����
1 2

2 4

����� = 0:

ÑîæòàâŁì ìàòðŁöó Łç íàØäåííßı àºªåÆðàŁ÷åæŒŁı äîïîºíåíŁØ; ïîæºå
òðàíæïîíŁðîâàíŁÿ Łç íå… ïîºó÷àåòæÿ ïðŁæîåäŁí…ííàÿ ìàòðŁöà:

8
>>>>>>>:

9 2 26

13 13 �13

�14 7 0

9
>>>>>>>;

òðàíæïîíŁ-��������!
ðîâàíŁå

A_ =

8
>>>>>>>:

9 13 �14

2 13 7

26 �13 0

9
>>>>>>>;
:

˛Æðàòíàÿ ìàòðŁöà ðàâíà

A�1 =
1

jAjA
_ =

1

91

8
>>>>>>>:

9 13 �14

2 13 7

26 �13 0

9
>>>>>>>;
:

ˇðŁìåð 6.9. ´ß÷ŁæºŁòå îïðåäåºŁòåºü ïîðÿäŒà 4:
���������

2 �3 1 4

3 1 �4 2

4 2 3 �1

3 �1 3 2

���������

:
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—åłåíŁå. ¨æïîºüçóÿ æâîØæòâà îïðåäåºŁòåºÿ, ïðåîÆðàçóåì åªî òàŒ, ÷òîÆß
â ŒàŒîØ-ºŁÆî æòðîŒå ŁºŁ æòîºÆöå ïîÿâŁºîæü ìíîªî íóºåâßı ýºåìåíòîâ.
˝àïðŁìåð, ºåªŒî ïîºó÷Łòü íóºåâßå ýºåìåíòß âî âòîðîì æòîºÆöå, ïðŁÆà-
âŁâ âòîðóþ æòðîŒó, óìíîæåííóþ íà ïîäıîäÿøŁå ŒîýôôŁöŁåíòß, Œî âæåì
îæòàºüíßì æòðîŒàì:

���������

2 �3 1 4

3 1 �4 2

4 2 3 �1

3 �1 3 2

���������

 �
3

+

 ����
�2

+

 ��������+

=

���������

11 0 �11 10

3 1 �4 2

�2 0 11 �5

6 0 �1 4

���������

:

ˇîæºå ýòîªî ìîæíî ðàæŒðßòü îïðåäåºŁòåºü ïî âòîðîìó æòîºÆöó:

���������

11 0 �11 10

3 1 �4 2

�2 0 11 �5

6 0 �1 4

���������

= 1 �

�������

11 �11 10

�2 11 �5

6 �1 4

�������
:

ˇðŁÆàâºÿÿ ïîæºåäíþþ æòðîŒó ïîºó÷åííîªî îïðåäåºŁòåºÿ òðåòüåªî ïî-
ðÿäŒà, óìíîæåííóþ íà ïîäıîäÿøŁØ ŒîýôôŁöŁåíò, ïîºó÷àåì íóºŁ âî âòî-
ðîì æòîºÆöå:

�������

11 �11 10

�2 11 �5

6 �1 4

�������

 �

�11

+

 �
11

+ =

�������

�55 0 �34

64 0 39

6 �1 4

�������
:

Ýòîò îïðåäåºŁòåºü ðàæŒðßâàåì ïî âòîðîìó æòîºÆöó:

�������

�55 0 �34

64 0 39

6 �1 4

�������
= �(�1)

�����
�55 �34

64 39

�����
 �+

=

=

����

?y �2+

9 5

64 39

���� =

�����
�1 5

�14 39

����� = 31:

ˇðŁìåð 6.10. —åłŁòå æŁæòåìó óðàâíåíŁØ æ ïîìîøüþ ôîðìóº ˚ðàìåðà
Ł æ ïîìîøüþ îÆðàòíîØ ìàòðŁöß:

8
><

>:

x + 2y + 3z = 14;

2x + 4y � z = 7;

�4x + 5y + z = 9:
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—åłåíŁå. 1. ´ß÷ŁæºŁì îïðåäåºŁòåºŁ, ó÷àæòâóþøŁå â ôîðìóºàı ˚ðàìåðà.
˛ïðåäåºŁòåºü îæíîâíîØ ìàòðŁöß æŁæòåìß Æßº íàØäåí â ïðŁìåðå 6.7:

detA =

�������

1 2 3

2 4 �1

�4 5 1

�������
= 91:

˜ºÿ íàıîæäåíŁÿ çíà÷åíŁÿ íåŁçâåæòíîØ x íóæåí îïðåäåºŁòåºü ìàòðŁ-
öß, ïîºó÷åííîØ Łç îæíîâíîØ ìàòðŁöß æŁæòåìß çàìåíîØ å… ïåðâîªî æòîºÆ-
öà íà æòîºÆåö ïðàâßı ÷àæòåØ óðàâíåíŁØ; ýòîò îïðåäåºŁòåºü òàŒæå Æßº
âß÷Łæºåí â ïðŁìåðå 6.7:

detAx =

�������

14 2 3

7 4 �1

9 5 1

�������
= 91:

ˇðŁ âß÷ŁæºåíŁŁ îïðåäåºŁòåºåØ

detAy =

�������

1 14 3

2 7 �1

�4 9 1

�������
; detAz =

�������

1 2 14

2 4 7

�4 5 9

�������
ïîïßòàåìæÿ ïîºó÷Łòü íóºŁ â ïåðâîì æòîºÆöå íà ìåæòå âßäåºåííßı ýºå-
ìåíòîâ àíàºîªŁ÷íî òîìó, ŒàŒ ýòî Æßºî æäåºàíî âßłå ïðŁ âß÷Łæºå-
íŁŁ detA; ïîæºå ýòîªî ŒàæäßØ Łç ïîºó÷åííßı îïðåäåºŁòåºåØ ðàçºîæŁì
ïî ýºåìåíòàì ïåðâîªî æòîºÆöà:

detAy =

������

1 14 3

2 7 �1

�4 9 1

������
 �

2

+

 ����

�1

+

=

�������

1 14 3

0 �21 �7

0 65 13

�������
=

�����
�21 �7

65 13

����� = 182;

detAz =

������

1 2 14

2 4 7

�4 5 9

������
 �

2

+

 ����

�1

+

=

�������

1 2 14

0 0 �21

0 13 65

�������
=

�����
0 �21

13 65

����� = 273:

Òåïåðü íàıîäŁì ðåłåíŁå æŁæòåìß:

x =
detAx

detA
=

91

91
= 1; y =

detAy

detA
=

182

91
= 2; z =

detAz

detA
=

273

91
= 3:

2. ˙àïŁłåì æŁæòåìó â ìàòðŁ÷íîØ ôîðìå AX = B, ââåäÿ ìàòðŁöß

A =

8
>>>>>>>:

1 2 3

2 4 �1

�4 5 1

9
>>>>>>>;
; X =

8
>>>>>>>:

x

y

z

9
>>>>>>>;
; B =

8
>>>>>>>:

14

7

9

9
>>>>>>>;
:

˛Æðàòíàÿ ìàòðŁöà Æßºà âß÷Łæºåíà âßłå â ïðŁìåðå 6.8:

A�1 =
1

91

8
>>>>>>>:

9 13 �14

2 13 7

26 �13 0

9
>>>>>>>;
:
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Òåïåðü ìîæíî íàØòŁ ðåłåíŁå æŁæòåìß:

X = A�1B =
1

91

8
>>>>>>>:

9 13 �14

2 13 7

26 �13 0

9
>>>>>>>;

8
>>>>>>>:

14

7

9

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

1

2

3

9
>>>>>>>;
:

4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

6.1. ´ß÷ŁæºŁòå æºåäóþøŁå îïðåäåºŁòåºŁ âòîðîªî ïîðÿäŒà; åæºŁ îïðåäå-
ºŁòåºü ðàâåí íóºþ, óŒàæŁòå ºŁíåØíóþ çàâŁæŁìîæòü åªî æòîºÆöîâ Ł ºŁ-
íåØíóþ çàâŁæŁìîæòü åªî æòðîŒ:

(à)

�����
3 4

5 7

����� ; (Æ)

�����
8 12

10 15

����� ; (â)

�����
n� 1 n

n n+ 1

����� ; (ª)

�����
a+ b a� b
a� b a+ b

����� ;

(ä)

�����
a2 ab

ab b2

����� ; (å)

�����
sinx+ sin y cos y + cosx

cos y � cosx sinx� sin y

����� ;

(æ)

�����
a2 � ab+ b2 a� b
a2 + ab+ b2 a+ b

����� ; (ç)

�������

1� t2
1 + t2

2t

1 + t2
�2t

1 + t2
1� t2
1 + t2

�������
:

6.2. ˜ºÿ äàííßı ìàòðŁö íàØäŁòå îÆðàòíßå:

(à)

8
>>>:

2 3

�5 4

9
>>>; ; (Æ)

8
>>>:
�5 2

3 �4

9
>>>; ; (â)

8
>>>:

3 �4

4 3

9
>>>; ; (ª)

8
>>>:

3 4

4 3

9
>>>; :

6.3. —åłŁòå æŁæòåìß óðàâíåíŁØ c ïîìîøüþ ôîðìóº ˚ðàìåðà Ł æ ïîìî-
øüþ îÆðàòíîØ ìàòðŁöß:

(à)

(
2x + 3y = 7;

�5x + 4y = �3;
(Æ)

(
�5x + 2y = �12;

3x � 4y = 5;

(â)

(
3x � 4y = 5;

4x + 3y = 5;
(ª)

(
3x + 4y = 5;

4x + 3y = 5:

[ÓŒàçàíŁå: ŁæïîºüçóØòå ðåçóºüòàò ïðåäßäóøåØ çàäà÷Ł.]

6.4. ˜ºÿ âæåı çíà÷åíŁØ ïàðàìåòðà p ðåłŁòå æŁæòåìß óðàâíåíŁØ:

(à)

(
(p+ 2)x + 2py = 4;

5x + (p+ 3)y = 5;
(Æ)

(
(p+ 3)x + 15y = p;

px + (p+ 4)y = p� 2:

6.5. ¨çâåæòíî, ÷òî ÷Łæºà 737, 871, 938 äåºÿòæÿ íà 67. ˝å âß÷Łæºÿÿ îïðå-

äåºŁòåºÿ, äîŒàæŁòå, ÷òî ÷Łæºî
��� 7 3 7

8 7 1
9 3 8

��� òàŒæå äåºŁòæÿ íà 67.
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6.6. ´ß÷ŁæºŁòå îïðåäåºŁòåºŁ òðåòüåªî ïîðÿäŒà:

(à)

�������

1 2 3

4 5 6

7 8 9

�������
; (Æ)

�������

1 2 3

2 3 1

3 1 2

�������
; (â)

�������

1 2 3

�2 �1 3

�3 1 �2

�������
;

(ª)

�������

a b b

b a b

b b a

�������
; (ä)

�������

c a 0

a 0 b

0 b c

�������
; (å)

�������

a2 + 1 ab ac

ba b2 + 1 bc

ca cb c2 + 1

�������
;

(æ)

�������

a b c

c a b

b c a

�������
; (ç)

�������

0 a 0

x y z

0 b 0

�������
; (Ł)

�������

0 x+ 1 1� x
1� x 0 x+ 1

x+ 1 1� x 0

�������
:

6.7. ´ß÷ŁæºŁòå îïðåäåºŁòåºŁ òðåòüåªî ïîðÿäŒà:

(à)

�������

1 1 1

a b c

a2 b2 c2

�������
; (Æ)

�������

1 1 1

a b c

bc ac ab

�������
; (â)

�������

1 1 1

a b c

a3 b3 c3

�������
;

(ª)

�������

1 1 1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������
; (ä)

�������

sin� cos� 1

sin� cos� 1

sin 
 cos 
 1

�������
; (å)

�������

sin� cos� sin(�+ �)

sin� cos� sin(� + �)

sin 
 cos 
 sin(
 + �)

�������
:

6.8. ˜ºÿ äàííßı ìàòðŁö íàØäŁòå îÆðàòíßå:

(à)

8
>>>>>>>:

2 1 �3

�1 2 5

�3 �1 4

9
>>>>>>>;

; (Æ)

8
>>>>>>>:

1 2 4

2 5 �2

4 �2 �3

9
>>>>>>>;

; (â)

8
>>>>>>>:

5 3 5

4 �1 4

3 �2 4

9
>>>>>>>;

;

(ª)

8
>>>>>>>:

2 �3 �3

�3 2 �3

�3 �3 2

9
>>>>>>>;

; (ä)

8
>>>>>>>:

1 2 3

2 5 8

3 8 14

9
>>>>>>>;

; (å)

8
>>>>>>>:

1 �3 2

�3 10 �11

2 �11 30

9
>>>>>>>;
:

6.9. —åłŁòå æºåäóþøŁå æŁæòåìß óðàâíåíŁØ æ ïîìîøüþ ôîðìóº ˚ðàìåðà
Ł æ ïîìîøüþ îÆðàòíîØ ìàòðŁöß:

(à)

8
><

>:

2x + y � 3z = 8;

�x + 2y + 5z = �5;

�3x � y + 4z = �11;

(Æ)

8
><

>:

x + 2y + 4z = 17;

2x + 5y � 2z = 6;

4x � 2y � 3z = �9;

(â)

8
><

>:

5x + 3y + 5z = 5;

4x � y + 4z = 4;

3x � 2y + 4z = 6;

(ª)

8
><

>:

2x � 3y � 3z = 4;

�3x + 2y � 3z = 4;

�3x � 3y + 2z = 4;
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(ä)

8
><
>:

x + 2y + 3z = 10;

2x + 5y + 8z = 24;

3x + 8y + 14z = 39;

(å)

8
><
>:

x � 3y + 2z = �5;

�3x + 10y � 11z = 12;

2x � 11y + 30z = 6:

[ÓŒàçàíŁå: ŁæïîºüçóØòå ðåçóºüòàò ïðåäßäóøåØ çàäà÷Ł.]

6.10. ´ß÷ŁæºŁòå îïðåäåºŁòåºŁ ÷åòâ…ðòîªî ïîðÿäŒà:

(à)

���������

�3 1 1 2

0 0 �4 0

�4 2 �3 1

�4 �4 �1 �4

���������

; (Æ)

���������

�1 4 �4 1

�3 1 1 �2

0 3 0 �4

2 4 4 �3

���������

; (â)

���������

4 5 2 3

3 2 4 6

1 6 5 4

2 4 6 5

���������

;

(ª)

���������

4 1 �4 1

4 �4 2 �2

�4 4 0 0

2 3 �4 2

���������

; (ä)

���������

�4 2 �4 1

�4 6 �1 3

2 8 �1 4

1 4 1 2

���������

; (å)

���������

1 2 3 4

5 6 7 8

a b c d

4 3 2 1

���������

:



ˆ¸À´À 7

ÀºªîðŁòì à̂óææà�˘îðäàíà

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ÌàòðŁöß óïðîø…ííîªî âŁäà. ˝àçîâ…ì âåäóøŁì ýºåìåíòîì
æòðîŒŁ ïåðâßØ (æºåâà) íåíóºåâîØ ýºåìåíò ýòîØ æòðîŒŁ.

î̂âîðÿò, ÷òî ìàòðŁöà Łìååò óïðîø…ííßØ âŁä, åæºŁ îíà Łìååò æºåäó-
þøóþ æòðóŒòóðó:

(à) âåäóøŁØ ýºåìåíò ŒàæäîØ íåíóºåâîØ æòðîŒŁ ðàâåí åäŁíŁöå Ł ÿâºÿ-
åòæÿ åäŁíæòâåííßì íåíóºåâßì ýºåìåíòîì â æâî…ì æòîºÆöå; æîîòâåò-
æòâóþøŁå æòîºÆöß íàçßâàþòæÿ ÆàçŁæíßìŁ;

(Æ) âåäóøŁØ ýºåìåíò ŒàæäîØ æòðîŒŁ ðàæïîºàªàåòæÿ æòðîªî ïðàâåå âåäó-
øåªî ýºåìåíòà æòðîŒŁ, ºåæàøåØ âßłå;

(â) âæå íóºåâßå æòðîŒŁ ðàæïîºàªàþòæÿ íŁæå âæåı íåíóºåâßı; íåíóºåâßå
æòðîŒŁ òàŒæå íàçßâàþòæÿ ÆàçŁæíßìŁ.

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ìàòðŁöà óïðîø…ííîªî âŁäà âßªºÿäŁò æºåäóþøŁì îÆðà-
çîì:

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1 � 0 � � � � 0 � �

0 0 1 � � � � 0 � �

0 0 0 0 � � � 0 � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 0 � � � 1 � �

0 0 0 0 � � � 0 0 0

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 0 � � � 0 0 0

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

;

çäåæü âßäåºåíß âåäóøŁå ýºåìåíòß æòðîŒ Ł ÆàçŁæíßå æòîºÆöß.
˛÷åâŁäíß æºåäóþøŁå æâîØæòâà ìàòðŁö óïðîø…ííîªî âŁäà:

(i) ÆàçŁæíßå æòîºÆöß ìàòðŁöß óïðîø…ííîªî âŁäà ÿâºÿþòæÿ ïîæºåäîâà-
òåºüíßìŁ æòîºÆöàìŁ åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß;

(ii) ŒàæäßØ æòîºÆåö, íå ÿâºÿþøŁØæÿ ÆàçŁæíßì, ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ ºŁ-
íåØíóþ ŒîìÆŁíàöŁþ ïðåäłåæòâóþøŁı ÆàçŁæíßı æòîºÆöîâ.

`. ÀºªîðŁòì à̂óææà�˘îðäàíà. ÑºåäóþøŁå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ
ìàòðŁöß íàçßâàþòæÿ ýºåìåíòàðíßìŁ ïðåîÆðàçîâàíŁÿìŁ æòðîŒ :

(1) ïåðåæòàíîâŒà äâóı æòðîŒ ìåæòàìŁ;
(2) óìíîæåíŁå ºþÆîØ æòðîŒŁ íà íåíóºåâîå ÷Łæºî;

99
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(3) ïðŁÆàâºåíŁå Œ ºþÆîØ æòðîŒå äðóªîØ æòðîŒŁ, óìíîæåííîØ íà ïðîŁç-
âîºüíîå ÷Łæºî;

(4) [óäàºåíŁå Łç ìàòðŁöß íóºåâßı æòðîŒ].

7.1. Òåîðåìà. ¸þÆóþ ìàòðŁöó ìîæíî ïðŁâåæòŁ Œ óïðîø…ííîìó âŁäó
æ ïîìîøüþ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁØ æòðîŒ.

˛ïŁłåì îäŁí łàª àºªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà, ïîçâîºÿþøåªî ïðŁ-
âåæòŁ ìàòðŁöó Œ óïðîø…ííîìó âŁäó.

Øàª � k.

1. ÑðåäŁ æòðîŒ ìàòðŁöß æ íîìåðàìŁ k; : : : ;m âßÆŁðàåì îäíó Łç æòðîŒ æ
íàŁìåíüłŁì ŒîºŁ÷åæòâîì íóºåØ, æ÷Łòàÿ îò íà÷àºà æòðîŒŁ. Ýòó æòðîŒó
íàçîâ…ì âåäóøåØ æòðîŒîØ, å… ïåðâßØ íåíóºåâîØ ýºåìåíò Æßº íàçâàí
âßłå âåäóøŁì ýºåìåíòîì. ´åäóøŁì æòîºÆöîì íàçîâ…ì æòîºÆåö, â
Œîòîðîì ðàæïîºàªàåòæÿ âåäóøŁØ ýºåìåíò.

2. —àçäåºŁì âåäóøóþ æòðîŒó íà å… âåäóøŁØ ýºåìåíò; â ïîºó÷åííîØ íîâîØ
æòðîŒå âåäóøŁØ ýºåìåíò Æóäåò ðàâåí 1.

3. ˇåðåæòàâŁì âåäóøóþ æòðîŒó íà k-å ìåæòî.
4. ´ß÷òåì Łç ŒàæäîØ æòðîŒŁ ìàòðŁöß âåäóøóþ æòðîŒó, óìíîæåííóþ íà

ŒîýôôŁöŁåíòß, ïîäîÆðàííßå òàŒŁì îÆðàçîì, ÷òîÆß âæå ýºåìåíòß âå-
äóøåªî æòîºÆöà (Œðîìå âåäóøåªî ýºåìåíòà) îÆðàòŁºŁæü â íóºü. ˇîæºå
ýòîªî âåäóøŁØ æòîºÆåö Æóäåò ïðåäæòàâºÿòü æîÆîØ k-Ø æòîºÆåö åäŁíŁ÷-
íîØ ìàòðŁöß.

ˇðîöåææ çàâåðłàåòæÿ, Œîªäà Œàæäàÿ æòðîŒà ìàòðŁöß óæå ïîÆßâàºà â
ðîºŁ âåäóøåØ æòðîŒŁ ŁºŁ Œîªäà âåäóøóþ æòðîŒó âßÆðàòü íåâîçìîæíî.

˝à ïðàŒòŁŒå äºÿ ïðîâåäåíŁÿ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁØ æòðîŒ
(ÆåçîòíîæŁòåºüíî Œ àºªîðŁòìó à̂óææà�˘îðäàíà) óäîÆíî ïîºüçîâàòüæÿ
æºåäóþøŁì ðåöåïòîì, ŒîòîðßØ íàçßâàåòæÿ ïðàâŁºîì ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ:

(i) âßÆŁðàåòæÿ ŒàŒàÿ-ºŁÆî íåíóºåâàÿ æòðîŒà As Ł â íåØ ŒàŒîØ-ºŁÆî
íåíóºåâîØ ýºåìåíò as

t (Æóäåì íàçßâàòü Łı ðàçðåłàþøŁìŁ); ðàçðå-
łàþøàÿ æòðîŒà ïåðåïŁæßâàåòæÿ Æåç ŁçìåíåíŁØ;

(ii) âæå ýºåìåíòß ðàçðåłàþøåªî æòîºÆöà At, (ò.å. æòîºÆöà, â Œîòîðîì
æîäåðæŁòæÿ ðàçðåłàþøŁØ ýºåìåíò), Œðîìå æàìîªî ðàçðåłàþøåªî
ýºåìåíòà, çàìåíÿþòæÿ íóºÿìŁ;

(iii) ŒàæäßØ ýºåìåíò ai
j ìàòðŁöß, íå ïðŁíàäºåæàøŁØ ðàçðåłàþ-

øåØ æòðîŒå ŁºŁ ðàçðåłàþøåìó æòîºÆöó, çàìåíÿåòæÿ íà ýºåìåíò
ai

ja
s
t � ai

ta
s
j .

Ýòî ïðàâŁºî ìîæíî æıåìàòŁ÷åæŒŁ ïðîŁººþæòðŁðîâàòü æºåäóþøŁì îÆðà-
çîì: 8

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

...
...

� � � ai
j � � � ai

t � � �
...

...

� � � as
j � � � as

t
� � �

...
...

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

...
...

� � � ai
ja

s
t � ai

ta
s
j � � � 0 � � �

...
...

� � � as
j � � � as

t
� � �

...
...

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

:
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´. ÀºªîðŁòì à̂óææà. ÀºªîðŁòì ˆàóææà îòºŁ÷àåòæÿ îò àºªîðŁòìà
à̂óææà�˘îðäàíà òåì, ÷òî ïðŁ âßïîºíåíŁŁ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâà-

íŁØ íà Œàæäîì łàªå îÆðàøàþò â íóºü íå âæå ýºåìåíòß âåäóøåªî æòîºÆöà
(çà ŁæŒºþ÷åíŁåì, ðàçóìååòæÿ, âåäóøåªî ýºåìåíòà), à òîºüŒî ýºåìåíòß,
ºåæàøŁå íŁæå âåäóøåªî ýºåìåíòà. ´ ðåçóºüòàòå ìàòðŁöà ïðŁâîäŁòæÿ Œ
òàŒ íàçßâàåìîìó æòóïåí÷àòîìó âŁäó ïî æòðîŒàì:

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� � � � � � � � � � � �

0 0 � � � � � � � � � �

0 0 0 0 � � � � � � � �

0 0 0 0 0 0 � � � � � �
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 0 0 � � � � � �

0 0 0 0 0 0 � � � 0 0 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 0 0 � � � 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

;

ÌàòðŁöà æòóïåí÷àòîªî âŁäà Łìååò æºåäóþøóþ æòðóŒòóðó:

(1) âåäóøŁØ ýºåìåíò ŒàæäîØ æòðîŒŁ (ò.å. ïåðâßØ íåíóºåâîØ ýºåìåíò
æòðîŒŁ) ðàæïîºàªàåòæÿ æòðîªî ïðàâåå âåäóøåªî ýºåìåíòà æòðîŒŁ, ºå-
æàøåØ âßłå;

(2) âæå íóºåâßå æòðîŒŁ ðàæïîºàªàþòæÿ íŁæå âæåı íåíóºåâßı.

´ îòºŁ÷Łå îò îïðåäåºåíŁÿ ìàòðŁöß óïðîø…ííîªî âŁäà çäåæü îòæóòæòâóåò
òðåÆîâàíŁå, ÷òîÆß âåäóøŁØ ýºåìåíò ŒàæäîØ íåíóºåâîØ æòðîŒŁ Æßº ðàâåí
åäŁíŁöå Ł ÿâºÿºæÿ åäŁíæòâåííßì íåíóºåâßì ýºåìåíòîì â æâî…ì æòîºÆöå.

ˆ. —àíª ìàòðŁöß. Òåîðåìà î ÆàçŁæíîì ìŁíîðå.

7.2. Òåîðåìà. ˇóæòü A� íåŒîòîðàÿ ìàòðŁöà, R(A) � ìàòðŁöà, ïîºó-
÷åííàÿ Łç A ýºåìåíòàðíßìŁ ïðåîÆðàçîâàíŁÿìŁ æòðîŒ R. Òîªäà

R(A) = R(1) �A;
ªäå 1� åäŁíŁ÷íàÿ ìàòðŁöà, R(1) � ìàòðŁöà, ïîºó÷åííàÿ Łç åäŁíŁ÷íîØ
æ ïîìîøüþ òåı æå æàìßı ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁØ æòðîŒ R. Ìàò-
ðŁöà R(1), íàçßâàåìàÿ ìàòðŁöåØ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁØ, îÆðà-
òŁìà.

7.3. Òåîðåìà. ˇóæòü ìàòðŁöà A0 ïîºó÷åíà Łç ìàòðŁöß A ýºåìåíòàð-
íßìŁ ïðåîÆðàçîâàíŁÿìŁ æòðîŒ.

(1) ¯æºŁ æòîºÆöß ìàòðŁöß A ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìß, òî æòîºÆöß ìàò-
ðŁöß A0 òàŒæå ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìß.

(2) ¯æºŁ ìåæäó æòîºÆöàìŁ ìàòðŁöß A Łìååòæÿ ºŁíåØíàÿ çàâŁæŁ-
ìîæòü

�1A1 + �2A2 + � � �+ �kAn = O;
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òî æîîòâåòæòâóþøŁå æòîºÆöß ìàòðŁöß A0 æâÿçàíß òàŒîØ æå ºŁ-
íåØíîØ çàâŁæŁìîæòüþ:

�1A0
1 + �2A0

2 + � � �+ �kA0
n = O:

7.4. Òåîðåìà. ´ ºþÆîØ ìàòðŁöå ŒîºŁ÷åæòâî ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìßı
æòðîŒ ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìßı æòîºÆöîâ.

7.5. ˛ïðåäåºåíŁå. —àíªîì ìàòðŁöß íàçßâàåòæÿ ŒîºŁ÷åæòâî å… ºŁíåØíî
íåçàâŁæŁìßı æòðîŒ (æòîºÆöîâ).

7.6. Òåîðåìà. ˇðŁ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁÿı æòðîŒ ìàòðŁöß
ðàíª íå Łçìåíÿåòæÿ.

Òåîðåìà 7.6 ïîçâîºÿåò ïðŁ ïîìîøŁ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁØ
æòðîŒ âß÷Łæºÿòü ðàíª ìàòðŁöß. ˜ºÿ ýòîªî íóæíî ïðŁâåæòŁ ìàòðŁöó ºŁ-
Æî Œ óïðîø…ííîìó âŁäó ïðŁ ïîìîøŁ àºªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà (â ýòîì
æºó÷àå ïîìŁìî ðàíªà ìîæíî óæòàíîâŁòü Ł ºŁíåØíßå çàâŁæŁìîæòŁ ìåæäó
æòîºÆöàìŁ ìàòðŁöß), ºŁÆî Œ æòóïåí÷àòîìó âŁäó ïî æòðîŒàì ïðŁ ïîìîøŁ
àºªîðŁòìà à̂óææà (â ýòîì æºó÷àå ìîæíî íàØòŁ ºŁłü ðàíª).

´ßäåºŁì â ïðÿìîóªîºüíîØ ìàòðŁöå A 2 Rm�n íåæŒîºüŒî æòðîŒ æ íî-
ìåðàìŁ i1 < i2 < � � � < ik (âæåªî k æòðîŒ) Ł òàŒîå æå ŒîºŁ÷åæòâî æòîºÆöîâ
æ íîìåðàìŁ j1 < j2 < � � � < jk (ÿæíî, ÷òî k 6 minfm;ng) Ł îÆðàçóåì Łç
ýºåìåíòîâ íà Łı ïåðåæå÷åíŁŁ Œâàäðàòíóþ ìàòðŁöó ïîðÿäŒà k:
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

a1
1 : : : a1

j1
: : : a1

j2
: : : a1

jk
: : : a1

n
...

...
...

...
...

ai1
1 : : : ai1

j1
: : : ai1

j2
: : : ai1

jk
: : : ai1

n

...
...

...
...

...

ai2
1 : : : ai2

j1
: : : ai2

j2
: : : ai2

jk
: : : ai2

n

...
...

...
...

...

aik

1 : : : aik

j1
: : : aik

j2
: : : aik

jk
: : : aik

n

...
...

...
...

...

am
1 : : : am

j1 : : : am
j2 : : : am

jk
: : : am

n

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ai1
j1

: : : ai1
j2

: : : ai1
jk

...
...

...

ai2
j1

: : : ai2
j2

: : : ai2
jk

...
...

...

aik

j1
: : : aik

j2
: : : aik

jk

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

;

Æóäåì íàçßâàòü å… ïîäìàòðŁöåØ (ïîðÿäŒà k) ìàòðŁöß A, æîîòâåòæòâóþ-
øåØ âßÆðàííßì æòðîŒàì Ł æòîºÆöàì, Ł îÆîçíà÷àòü

A

8
>>>:
i1 i2 : : : ik
j1 j2 : : : jk

9
>>>; =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ai1
j1

: : : ai1
j2

: : : ai1
jk

...
...

...

ai2
j1

: : : ai2
j2

: : : ai2
jk

...
...

...

aik

j1
: : : aik

j2
: : : aik

jk

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

:

˛ïðåäåºŁòåºü ýòîØ ïîäìàòðŁöß íàçßâàåòæÿ ìŁíîðîì (ïîðÿäŒà k) ìàò-
ðŁöß A, æîîòâåòæòâóþøŁì âßÆðàííßì æòðîŒàì Ł æòîºÆöàì.
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7.7. ˛ïðåäåºåíŁå. ÌŁíîð ïîðÿäŒà r ìàòðŁöß A íàçßâàåòæÿ ÆàçŁæíßì,
åæºŁ îí îòºŁ÷åí îò íóºÿ, à ºþÆîØ ìŁíîð Æîºüłåªî ïîðÿäŒà ðàâåí íóºþ.

7.8. Òåîðåìà (òåîðåìà î ÆàçŁæíîì ìŁíîðå).

1. ÑòîºÆöß (æòðîŒŁ), îÆðàçóþøŁå ÆàçŁæíßØ ìŁíîð, ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìß.
2. ¸þÆîØ æòîºÆåö (æòðîŒà) ÿâºÿåòæÿ ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁåØ æòîºÆöîâ

(æòðîŒ), îÆðàçóþøŁı ÆàçŁæíßØ ìŁíîð.

˜. ´ß÷ŁæºåíŁå îÆðàòíîØ ìàòðŁöß. ´ß÷ŁæºåíŁå ìàòðŁöß, îÆ-
ðàòíîØ Œ çàäàííîØ ŒâàäðàòíîØ ìàòðŁöå A, ïðŁ ïîìîøŁ àºªîðŁòìà
à̂óææà�˘îðäàíà îæóøåæòâºÿåòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì: æîæòàâºÿåòæÿ

Æºî÷íàÿ ìàòðŁöà
�
A j 1

�
Ł âßïîºíÿþòæÿ ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ

æòðîŒ, ïðŁâîäÿøŁå å… ºåâßØ ÆºîŒ Œ åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöå; òîªäà â ïðàâîì
ÆºîŒå îÆðàçóåòæÿ ìàòðŁöà A�1:

�
A j 1

� ýº. ïðåîÆð.�������!
æòðîŒ

�
1 j A�1

�
:

ÀíàºîªŁ÷íóþ ìåòîäŁŒó ìîæíî Łæïîºüçîâàòü äºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ ìàòðŁ-
öß A�1B:

�
A j B

� ýº. ïðåîÆð.�������!
æòðîŒ

�
1 j A�1B

�
:

ÒàŒŁì æïîæîÆîì ìîæíî íàıîäŁòü ðåłåíŁÿ æŁæòåì óðàâíåíŁØ
AX = B, ªäå A� Œâàäðàòíàÿ íåâßðîæäåííàÿ ìàòðŁöà. ˜åØæòâŁòåºüíî,
óìíîæàÿ îÆå ÷àæòŁ ðàâåíæòâà AX = B íà îÆðàòíóþ ìàòðŁöó A�1, ïîºó-
÷Łì X = A�1B.

×òîÆß íàØòŁ ìàòðŁöó BA�1, ìîæíî ºŁÆî Łæïîºüçîâàòü ýºåìåíòàð-
íßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ æòîºÆöîâ (âæÿ òåîðŁÿ òàŒŁı ïðåîÆðàçîâàíŁØ æòðîŁò-
æÿ àíàºîªŁ÷íî), ºŁÆî ïîæòóïŁòü æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

BA�1 =
��
BA�1

�T
�T

=
�

(AT )�1BT
�
:

Ñíà÷àºà âß÷Łæºÿåòæÿ ìàòðŁöà (AT )�1BT :
�
AT j BT

� ýº. ïðåîÆð.�������!
æòðîŒ

�
1 j (AT )�1BT

�
;

ïîæºå ÷åªî ðåçóºüòàò òðàíæïîíŁðóåòæÿ.

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ×òî òàŒîå ìàòðŁöà óïðîø…ííîªî âŁäà? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåð.
2. ˇåðå÷ŁæºŁòå æâîØæòâà ìàòðŁö óïðîø…ííîªî âŁäà.
3. ˇåðå÷ŁæºŁòå ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ æòðîŒ.
4. ×òî òàŒîå âåäóøŁØ ýºåìåíò? âåäóøàÿ æòðîŒà? âåäóøŁØ æòîºÆåö?
5. ˛ïŁłŁòå łàª àºªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà.
6. ÑôîðìóºŁðóØòå ïðàâŁºî ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ.
7. ×òî òàŒîå àºªîðŁòì à̂óææà? ´ ÷…ì åªî îòºŁ÷Łå îò àºªîðŁòìà à̂óææà�

˘îðäàíà?
8. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î æâÿçŁ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁØ æòðîŒ

ìàòðŁöß Ł îïåðàöŁŁ óìíîæåíŁÿ ìàòðŁö.
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9. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î æîıðàíåíŁŁ ºŁíåØíîØ çàâŁæŁìîæòŁ Ł íåçà-
âŁæŁìîæòŁ æòîºÆöîâ ìàòðŁöß ïðŁ ýºåìåíòàðíßı ïðåîÆðàçîâàíŁÿı
æòðîŒ.

10. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ðàíªà ìàòðŁöß. ˚àŒ íàØòŁ ðàíª ìàòðŁ-
öß?

11. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ÆàçŁæíîªî ìŁíîðà ìàòðŁöß. ´æåªäà ºŁ
æóøåæòâóåò ÆàçŁæíßØ ìŁíîð? ¯äŁíæòâåí ºŁ ÆàçŁæíßØ ìŁíîð?

12. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó î ÆàçŁæíîì ìŁíîðå.
13. ˚àŒ âß÷ŁæºŁòü îÆðàòíóþ ìàòðŁöó ïðŁ ïîìîøŁ àºªîðŁòìà à̂óææà�

˘îðäàíà? ˛òâåò îÆîæíóØòå.

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 7.1. ˇðŁ ïîìîøŁ àºªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà ïðŁâåäŁòå ìàò-
ðŁöó A Œ óïðîø…ííîìó âŁäó, óŒàæŁòå å… ÆàçŁæíßå æòîºÆöß Ł ºŁíåØíßå
çàâŁæŁìîæòŁ ìåæäó æòîºÆöàìŁ. ×åìó ðàâåí ðàíª ìàòðŁöß A? ÓŒàæŁòå
ŒàŒîØ-ºŁÆî ÆàçŁæíßØ ìŁíîð ìàòðŁöß A.

A =

8
>>>>>>>>>>>:

0 �2 6 2 8 �2

2 1 1 0 0 1

0 �1 3 1 4 �1

3 1 3 0 1 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

—åłåíŁå.
Øàª 1. ´ Œà÷åæòâå âåäóøåØ æòðîŒŁ ìîæíî âßÆðàòü âòîðóþ ŁºŁ ÷åò-

â…ðòóþ æòðîŒó; âßÆåðåì âòîðóþ. ´åäóøŁØ ýºåìåíò âòîðîØ æòðîŒŁ ðà-
âåí 2; ðàçäåºŁì âåäóøóþ æòðîŒó íà âåäóøŁØ ýºåìåíò Ł ïåðåæòàâŁì å… íà
ïåðâîå ìåæòî:

8
>>>>>>>>>>>:

0 �2 6 2 8 �2

2 1 1 0 0 1

0 �1 3 1 4 �1

3 1 3 0 1 0

9
>>>>>>>>>>>;

: 2
 ���
 �

=)

8
>>>>>>>>>>>:

1
1
2

1
2 0 0 1

2

0 �2 6 2 8 �2

0 �1 3 1 4 �1

3 1 3 0 1 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

´åäóøåØ æòðîŒîØ òåïåðü ÿâºÿåòæÿ ïåðâàÿ æòðîŒà, à âåäóøŁì æòîºÆöîì �
ïåðâßØ æòîºÆåö.

˛ÆðàòŁì â íóºü âæå ýºåìåíòß âåäóøåªî (ïåðâîªî) æòîºÆöà, Œðîìå
âåäóøåªî ýºåìåíòà; åäŁíæòâåííßØ òàŒîØ ýºåìåíò � ýòî 3 â ÷åòâ…ðòîØ
æòðîŒå (ýòîò ýºåìåíò âßäåºåí æŁðíßì łðŁôòîì). ´ßïîºíŁì æºåäóþ-
øåå ýºåìåíòàðíîå ïðåîÆðàçîâàíŁå: Œ ÷åòâ…ðòîØ æòðîŒå äîÆàâŁì âåäóøóþ
(ïåðâóþ) æòðîŒó, óìíîæåííóþ íà (�3):

8
>>>>>>>>>>>:

1
1
2

1
2 0 0 1

2

0 �2 6 2 8 �2

0 �1 3 1 4 �1

3 1 3 0 1 0

9
>>>>>>>>>>>;  �

�3

+

)

8
>>>>>>>>>>>:

1
1
2

1
2 0 0 1

2

0 �2 6 2 8 �2

0 �1 3 1 4 �1

0 � 1
2

3
2 0 1 � 3

2

9
>>>>>>>>>>>;
:

ˇåðâßØ æòîºÆåö ìàòðŁöß òåïåðü ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ ïåðâßØ æòîºÆåö åäŁ-
íŁ÷íîØ ìàòðŁöß ïîðÿäŒà 4.
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Øàª 2. ˝à âòîðîì łàªå â Œà÷åæòâå âåäóøåØ æòðîŒŁ ìîæíî âßÆðàòü
âòîðóþ, òðåòüþ ŁºŁ ÷åòâ…ðòóþ æòðîŒó. ´ßÆåðåì òðåòüþ, ðàçäåºŁì å… íà
âåäóøŁØ ýºåìåíò (�1) (îí âßäåºåí) Ł ïåðåæòàâŁì íà âòîðîå ìåæòî:

8
>>>>>>>>>>>:

1 1
2

1
2 0 0 1

2

0 �2 6 2 8 �2

0 �1 3 1 4 �1

0 � 1
2

3
2 0 1 � 3

2

9
>>>>>>>>>>>;

: (�1)
 ������

 � )

8
>>>>>>>>>>>:

1 1

2

1
2 0 0 1

2

0 1 �3 �1 �4 1

0 �2 6 2 8 �2

0 �1

2

3
2 0 1 � 3

2

9
>>>>>>>>>>>;
:

´åäóøåØ æòðîŒîØ òåïåðü ÿâºÿåòæÿ âòîðàÿ æòðîŒà, à âåäóøŁì æòîºÆ-
öîì � âòîðîØ æòîºÆåö.

˛ÆðàòŁì â íóºü âæå ýºåìåíòß âåäóøåªî (âòîðîªî) æòîºÆöà, Œðîìå âå-
äóøåªî ýºåìåíòà (îíŁ âßäåºåíß æŁðíßì łðŁôòîì). ´ßïîºíŁì æºåäóþ-
øŁå ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ:

(1) Œ ïåðâîØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì âåäóøóþ (âòîðóþ) æòðîŒó, óìíîæåííóþ
íà (�1=2);

(2) Œ òðåòüåØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì âåäóøóþ (âòîðóþ) æòðîŒó, óìíîæåííóþ
íà 2;

(3) Œ ÷åòâ…ðòîØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì âåäóøóþ (âòîðóþ) æòðîŒó, óìíîæåííóþ
íà 1=2.

—åçóºüòàò âßïîºíåíŁÿ:
8
>>>>>>>>>>>:

1 1

2

1
2 0 0 1

2

0 1 �3 �1 �4 1

0 �2 6 2 8 �2

0 �1

2

3
2 0 1 � 3

2

9
>>>>>>>>>>>;

 �
� 1

2

+

 �����
2

+

 ��������

1
2

+

)

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 2 1
2 2 0

0 1 �3 �1 �4 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 � 1
2 �1 �1

9
>>>>>>>>>>>;
:

´òîðîØ æòîºÆåö ìàòðŁöß òåïåðü ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ âòîðîØ æòîºÆåö åäŁ-
íŁ÷íîØ ìàòðŁöß ïîðÿäŒà 4.

Øàª 3. ´ Œà÷åæòâå âåäóøåØ æòðîŒŁ ìîæíî âßÆðàòü òîºüŒî ÷åòâ…ðòóþ
æòðîŒó. ˜åºŁì ýòó æòðîŒó íà å… âåäóøŁØ ýºåìåíò (�1=2) (îí âßäåºåí) Ł
ïåðåæòàâºÿåì íà òðåòüå ìåæòî:

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 2 1
2 2 0

0 1 �3 �1 �4 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 �
1

2
�1 �1

9
>>>>>>>>>>>; :

�
�1

2

� �������
 �
)

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 2 1

2
2 0

0 1 �3 �1 �4 1

0 0 0 1 2 2

0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

´åäóøåØ æòðîŒîØ òåïåðü ÿâºÿåòæÿ òðåòüÿ æòðîŒà, à âåäóøŁì æòîºÆöîì �
÷åòâ…ðòßØ æòîºÆåö.

˛ÆðàòŁì â íóºü ýºåìåíòß âåäóøåªî (÷åòâ…ðòîªî) æòîºÆöà, Œðîìå âå-
äóøåªî ýºåìåíòà (îíŁ âßäåºåíß æŁðíßì łðŁôòîì), äºÿ ÷åªî âßïîºíŁì
æºåäóþøŁå ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ:

(1) Œ ïåðâîØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì âåäóøóþ (òðåòüþ) æòðîŒó, óìíîæåííóþ
íà (�1=2);

(2) Œî âòîðîØ æòðîŒå ïðŁÆàâŁì âåäóøóþ (òðåòüþ) æòðîŒó.
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—åçóºüòàò âßïîºíåíŁÿ:
8
>>>>>>>>>>>:

1 0 2 1

2
2 0

0 1 �3 �1 �4 1

0 0 0 1 2 2

0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;

 �
�

� 1
2

�
+

 �+ )

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 2 0 1 �1

0 1 �3 0 �2 3

0 0 0 1 2 2

0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

×åòâ…ðòßØ æòîºÆåö ìàòðŁöß òåïåðü ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ òðåòŁØ æòîºÆåö
åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß ïîðÿäŒà 4.

¯ø… îäŁí łàª âßïîºíŁòü íåâîçìîæíî, òàŒ ŒàŒ ÷åòâåðòóþ æòðîŒó
íåºüçÿ âßÆðàòü â Œà÷åæòâå âåäóøåØ: â íåØ íåò íåíóºåâßı ýºåìåíòîâ. ˇðî-
öåäóðà çàŒîí÷åíà, ïîºó÷åííàÿ ìàòðŁöà Łìååò óïðîø…ííßØ âŁä:

A0 =

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 2 0 1 �1

0 1 �3 0 �2 3

0 0 0 1 2 2

0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

¯… ïåðâßØ, âòîðîØ Ł ÷åòâ…ðòßØ æòîºÆöß (A0
1, A0

2, A0
4) ÿâºÿþòæÿ ÆàçŁæíß-

ìŁ (îíŁ æîâïàäàþò æîîòâåòæòâåííî æ ïåðâßì, âòîðßì Ł òðåòüŁì æòîºÆöà-
ìŁ åäŁíŁ÷íîØ ìàòðŁöß ðàçìåðà ïîðÿäŒà 4), à îæòàºüíßå æòîºÆöß ÿâºÿ-
þòæÿ ºŁíåØíßìŁ ŒîìÆŁíàöŁÿìŁ ÆàçŁæíßı:

A0
3 = 2A0

1 � 3A0
2;

A0
5 = A0

1 � 2A0
2 + 2A0

4;

A0
6 = �A0

1 + 3A0
2 + 2A0

4:

˚îýôôŁöŁåíòß ýòŁı ºŁíåØíßı ŒîìÆŁíàöŁØ � íå ÷òî Łíîå, ŒàŒ ýºåìåíòß
æîîòâåòæòâóþøŁı æòîºÆöîâ ïðåîÆðàçîâàííîØ ìàòðŁöß.

˚àŒ Łçâåæòíî, ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ æòðîŒ íå ìåíÿþò ºŁ-
íåØíßå çàâŁæŁìîæòŁ ìåæäó æòîºÆöàìŁ (òåîðåìà 7.3); ïîýòîìó â Łæıîä-
íîØ ìàòðŁöå A ÆàçŁæíßìŁ æòîºÆöàìŁ ÿâºÿþòæÿ æòîºÆöß A1, A2 Ł A4, à
îæòàºüíßå æòîºÆöß ÿâºÿþòæÿ ºŁíåØíßìŁ ŒîìÆŁíàöŁÿìŁ ÆàçŁæíßı:

A3 = 2A1 � 3A2;

A5 = A1 � 2A2 + 2A4;

A6 = �A1 + 3A2 + 2A4;

ýòŁ æîîòíîłåíŁÿ ºåªŒî ïðîâåðÿþòæÿ ïðÿìßì âß÷ŁæºåíŁåì, íàïðŁìåð,
8
>>>>>>>>>>>:

6

1

3

3

9
>>>>>>>>>>>;

| {z }
A3

= 2

8
>>>>>>>>>>>:

0

2

0

3

9
>>>>>>>>>>>;

| {z }
A1

�3

8
>>>>>>>>>>>:

�2

1

�1

1

9
>>>>>>>>>>>;

| {z }
A2

ˇîæŒîºüŒó ŒîºŁ÷åæòâî ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìßı (ÆàçŁæíßı) æòîºÆöîâ ìàò-
ðŁöß ðàâíî òð…ì, rkA = 3.
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ÑòîºÆöß A1, A2 Ł A4, Æóäó÷Ł ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìßìŁ, ìîªóò âıîäŁòü
â æîæòàâ ÆàçŁæíîªî ìŁíîðà1. —àææìîòðŁì ïîäìàòðŁöó, îÆðàçîâàííóþ ïåð-
âßì, âòîðßì Ł ÷åòâ…ðòßì æòîºÆöàìŁ Ł ïåðâîØ, âòîðîØ Ł òðåòüåØ æòðîŒà-
ìŁ ìàòðŁöß A:

8
>>>>>>>>>>>:

0 �2 6 2 8 �2

2 1 1 0 0 1

0 �1 3 1 4 �1

3 1 3 0 1 0

9
>>>>>>>>>>>;
) A

8
>>>:

1 2 3

1 2 4

9
>>>; =

8
>>>>>>>:

0 �2 2

2 1 0

0 �1 1

9
>>>>>>>;
:

˛÷åâŁäíî, îïðåäåºŁòåºü ïîºó÷åííîØ ïîäìàòðŁöß ðàâåí íóºþ (â íåØ ïåð-
âàÿ Ł òðåòüÿ æòðîŒŁ ïðîïîðöŁîíàºüíß) Ł ïîòîìó ÆàçŁæíßì ìŁíîðîì íå
ÿâºÿåòæÿ. —àææìîòðŁì ïîäìàòðŁöó, îÆðàçîâàííóþ ïåðâßì, âòîðßì Ł ÷åò-
â…ðòßì æòîºÆöàìŁ Ł ïåðâîØ, âòîðîØ Ł ÷åòâ…ðòîØ æòðîŒàìŁ ìàòðŁöß A:

8
>>>>>>>>>>>:

0 �2 6 2 8 �2

2 1 1 0 0 1

0 �1 3 1 4 �1

3 1 3 0 1 0

9
>>>>>>>>>>>;
) A

8
>>>:

1 2 4

1 2 4

9
>>>; =

8
>>>>>>>:

0 �2 2

2 1 0

3 1 0

9
>>>>>>>;
:

—àæŒðßâàÿ îïðåäåºŁòåºü ýòîØ ïîäìàòðŁöß ïî ïîæºåäíåìó æòîºÆöó, íàıî-
äŁì å… îïðåäåºŁòåºü, ðàâíßØ (�2). Ýòîò îïðåäåºŁòåºü ÿâºÿåòæÿ îäíŁì
Łç ÆàçŁæíßı ìŁíîðîâ ìàòðŁöß A; îí îÆðàçîâàí ïåðâßì, âòîðßì Ł ÷åò-
â…ðòßì æòîºÆöàìŁ Ł ïåðâîØ, âòîðîØ Ł ÷åòâ…ðòîØ æòðîŒàìŁ ìàòðŁöß A.

ˇðŁìåð 7.2. ˜îŒàæŁòå ïðàâŁºî ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ.
—åłåíŁå. —àææìîòðŁì ìàòðŁöó

8
>>>>>>>:

p q r s

a b c d

x y z u

9
>>>>>>>;
:

ˇðîâåä…ì îäŁí łàª àºªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà, âßÆŁðàÿ â Œà÷åæòâå
ðàçðåłàþøåØ æòðîŒŁ Ł ðàçðåłàþøåªî æòîºÆöß æòðîŒó Ł æòîºÆåö, íà ïå-
ðåæå÷åíŁŁ Œîòîðßı æòîŁò ýºåìåíò c. Öåºüþ ÿâºÿåòæÿ îÆðàøåíŁå â íóºü
âæåı ýºåìåíòîâ ðàçðåłàþøåªî æòîºÆöà (ðàçóìååòæÿ, Œðîìå æàìîªî ýºå-
ìåíòà c). ˜ºÿ óíŁ÷òîæåíŁÿ ýºåìåíòà r (ïðŁ î÷åâŁäíîì óæºîâŁŁ r 6= 0,
Łíà÷å íŁ÷åªî ïðåîÆðàçîâßâàòü íå òðåÆóåòæÿ) âßïîºíŁì ïðåäâàðŁòåºüíî
æºåäóþøŁå âæïîìîªàòåºüíßå ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ:

(1) ïåðâóþ æòðîŒó ìàòðŁöß óìíîæŁì íà c;
(2) âòîðóþ (ðàçðåłàþøóþ) æòðîŒó óìíîæŁì íà r;

â ðåçóºüòàòå ïîºó÷Łì
8
>>>>>>>:

p q r s

a b c d

x y z u

9
>>>>>>>;

�c
�r =)

8
>>>>>>>:

cp cq cr cs

ra rb rc rd

x y z u

9
>>>>>>>;
:

1˛òìåòŁì, ÷òî ìîæíî âßÆðàòü Ł äðóªîØ íàÆîð, æîæòîÿøŁØ Łç òð…ı ºŁíåØíî íåçà-
âŁæŁìßı æòîºÆöîâ ìàòðŁöß A, â ðåçóºüòàòå ÷åªî ïîºó÷Łòæÿ äðóªîØ ÆàçŁæíßØ ìŁíîð.
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´ß÷Łòàÿ òåïåðü Łç ïåðâîØ æòðîŒŁ âòîðóþ (ðàçðåłàþøóþ) Ł ïîæºå ýòîªî
âîçâðàøàÿ ðàçðåłàþøåØ æòðîŒå å… ïåðâîíà÷àºüíßØ âŁä (ò.å. äåºÿ å… íà
r), ïîºó÷Łì

8
>>>>>>>:

cp� ra cq � rb 0 cs� rd
ra rb rc rd

x y z u

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

cp� ra cq � rb 0 cs� rd
a b c d

x y z u

9
>>>>>>>;
:

ÀíàºîªŁ÷íî óíŁ÷òîæàåì ýºåìåíò z (åæºŁ z 6= 0), äºÿ ÷åªî æíà÷àºà âß-
ïîºíÿåì âæïîìîªàòåºüíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ:

(1) òðåòüþ æòðîŒó ìàòðŁöß óìíîæŁì íà âåäóøŁØ ýºåìåíò c;
(2) âòîðóþ (âåäóøóþ) æòðîŒó óìíîæŁì íà z;

â ðåçóºüòàòå ïîºó÷àåì ìàòðŁöó
8
>>>>>>>:

cp� ra cq � rb 0 cs� rd
za zb zc zd

cx cy cz cu

9
>>>>>>>;
:

´ß÷Łòàÿ Łç òðåòüåØ æòðîŒŁ âòîðóþ (âåäóøóþ) Ł ïîæºå ýòîªî âîçâðàøàÿ
âåäóøåØ æòðîŒå å… ïåðâîíà÷àºüíßØ âŁä, ïîºó÷Łì
8
>>>>>>>:

cp� ra cq � rb 0 cs� rd
za zb zc zd

cx� za cy � zb 0 cu� zd

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

cp� ra cq � rb 0 cs� rd
a b c d

cx� za cy � zb 0 cu� zd

9
>>>>>>>;
:

Öåºü äîæòŁªíóòà: âæå ýºåìåíòß âåäóøåªî æòîºÆöà, Œðîìå âåäóøåªî ýºå-
ìåíòà, æòàºŁ ðàâíß íóºþ. ÀíàºŁç âßðàæåíŁØ ýºåìåíòîâ ïîºó÷åííîØ ìàò-
ðŁöß Ł ïðŁâîäŁò Œ ïðàâŁºó ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ.

ˇðŁìåð 7.3. ˇðŁâåäŁòå Œ óïðîø…ííîìó âŁäó ìàòðŁöó A, óŒàæŁòå å…
ÆàçŁæíßå æòîºÆöß Ł ºŁíåØíßå çàâŁæŁìîæòŁ ìåæäó æòîºÆöàìŁ, íàØäŁòå
ðàíª Ł óŒàæŁòå ŒàŒîØ-ºŁÆî ÆàçŁæíßØ ìŁíîð:

A =

8
>>>>>>>>>>>:

0 1 2 3 1 5 1

0 �1 �2 �3 1 1 1

3 0 3 �6 1 6 �8

�2 1 0 7 0 0 6

9
>>>>>>>>>>>;
:

—åłåíŁå.
Øàª 1. ˇåðâàÿ Ł âòîðàÿ æòðîŒŁ íà÷Łíàþòæÿ æ íóºåØ, ïîýòîìó â Œà-

÷åæòâå ðàçðåłàþøåØ æòðîŒŁ âßÆŁðàåì òðåòüþ. ˇåðåæòàâŁì å… íà ïåðâîå
ìåæòî:

8
>>>>>>>>>>>:

0 1 2 3 1 5 1

0 �1 �2 �3 1 1 1

3 0 3 �6 1 6 �8

�2 1 0 7 0 0 6

9
>>>>>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>>>>>:

3 0 3 �6 1 6 �8

0 �1 �2 �3 1 1 1

0 1 2 3 1 5 1

�2 1 0 7 0 0 6

9
>>>>>>>>>>>;
:
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˛ÆðàòŁì â íóºü âæå ýºåìåíòß ðàçðåłàþøåªî (ïåðâîªî) æòîºÆöà, Œðîìå æà-
ìîª�î ðàçðåłàþøåªî ýºåìåíòà, Łæïîºüçóÿ ïðàâŁºî ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ; ïðŁ
ýòîì âòîðóþ Ł òðåòüþ æòðîŒŁ ïðåîÆðàçîâßâàòü íå òðåÆóåòæÿ, ïîæŒîºüŒó
Łı ýºåìåíòß, æòîÿøŁå â ðàçðåłàþøåì æòîºÆöå, óæå ðàâíß íóºþ. ´ïðî-
÷åì, óäîÆíî ðàçäåºŁòü âòîðóþ æòðîŒó (Œîòîðàÿ æòàíåò ðàçðåłàþøåØ íà
æºåäóþøåì łàªå) íà (�1):

8
>>>>>>>>>>>:

3 0 3 �6 1 6 �8

0 �1 �2 �3 1 1 1

0 1 2 3 1 5 1

�2 1 0 7 0 0 6

9
>>>>>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>>>>>:

3 0 3 �6 1 6 �8

0 1 2 3 �1 �1 �1

0 1 2 3 1 5 1

0 3 6 9 2 12 2

9
>>>>>>>>>>>;
:

Øàª 2. ´ Œà÷åæòâå ðàçðåłàþøåØ âßÆŁðàåì âòîðóþ æòðîŒó; ïðŁ ýòîì
ðàçðåłàþøŁì æòîºÆöîì Æóäåò âòîðîØ æòîºÆåö. ˇðŁìåíÿÿ ïðàâŁºî ïðÿ-
ìîóªîºüíŁŒîâ, ïîºó÷àåì

8
>>>>>>>>>>>:

3 0 3 �6 1 6 �8

0 1 2 3 �1 �1 �1

0 1 2 3 1 5 1

0 3 6 9 2 12 2

9
>>>>>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>>>>>:

3 0 3 �6 1 6 �8

0 1 2 3 �1 �1 �1

0 0 0 0 2 6 2

0 0 0 0 5 15 5

9
>>>>>>>>>>>;

;

ïîæºå ýòîªî ðàçäåºŁì òðåòüþ æòðîŒó íà 2, à ÷åòâ…ðòóþ � íà 5.
Øàª 3. ´ Œà÷åæòâå ðàçðåłàþøåØ âßÆŁðàåì òðåòüþ æòðîŒó; ïðŁ ýòîì

ðàçðåłàþøŁì æòîºÆöîì Æóäåò ïÿòßØ æòîºÆåö:
8
>>>>>>>>>>>:

3 0 3 �6 1 6 �8

0 1 2 3 �1 �1 �1

0 0 0 0 1 3 1

0 0 0 0 1 3 1

9
>>>>>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>>>>>:

3 0 3 �6 0 3 �9

0 1 2 3 0 2 0

0 0 0 0 1 3 1

0 0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

ÑºåäóþøŁØ łàª âßïîºíŁòü íåâîçìîæíî, ïîæŒîºüŒó ÷åòâ…ðòàÿ æòðîŒà
(åäŁíæòâåííàÿ, íå ïîÆßâàâłàÿ â ðîºŁ âåäóøåØ) íóºåâàÿ. ˜åºÿ ïåðâóþ
æòðîŒó íà å… âåäóøŁØ ýºåìåíò 3, ïîºó÷àåì óïðîø…ííßØ âŁä ìàòðŁöß:

A0 =

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 1 �2 0 1 �3

0 1 2 3 0 2 0

0 0 0 0 1 3 1

0 0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

`àçŁæíßìŁ æòîºÆöàìŁ ÿâºÿþòæÿ ïåðâßØ, âòîðîØ Ł ïÿòßØ, ò.å. æòîºÆöß
A0

1, A0
2 Ł A0

5 � ÆàçŁæíßå â ïðåîÆðàçîâàííîØ ìàòðŁöå A0, à æòîºÆöß A1, A2

Ł A5 � ÆàçŁæíßå â ŁæıîäíîØ ìàòðŁöå A. ˛æòàºüíßå æòîºÆöß ìàòðŁöß A
âßðàæàþòæÿ ÷åðåç ÆàçŁæíßå æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

A3 = A1+2A2; A4 = �2A1+3A2; A6 = A1+A2+A5; A7 = �3A1+A5:

ÌàòðŁöà A Łìååò òðŁ ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìßı æòîºÆöà; æºåäîâàòåºüíî,
rkA = 3.
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˝àØä…ì ÆàçŁæíßØ ìŁíîð. ÑòîºÆöß A1, A2 Ł A5, Æóäó÷Ł ºŁíåØíî íåçà-
âŁæŁìßìŁ, ìîªóò âıîäŁòü â æîæòàâ ÆàçŁæíîªî ìŁíîðà. —àææìîòðŁì ïîä-
ìàòðŁöó

A

8
>>>:

1 2 3

1 2 5

9
>>>; =

8
>>>>>>>:

0 1 1

0 �1 1

3 0 1

9
>>>>>>>;
:

¯… îïðåäåºŁòåºü ðàâåí 6 (åªî óäîÆíî âß÷ŁæºŁòü, ðàæŒðßâ ïî ïåðâîìó
æòîºÆöó), ò.å. ÿâºÿåòæÿ îäíŁì Łç ÆàçŁæíßı ìŁíîðîâ ìàòðŁöß A.

ˇðŁìåð 7.4. ˝àØäŁòå ìàòðŁöó, îÆðàòíóþ Œ ìàòðŁöå

A =

8
>>>>>>>:

1 2 3

2 3 4

3 4 6

9
>>>>>>>;
:

—åłåíŁå. ¨æïîºüçóÿ àºªîðŁòì, îïŁæàííßØ â ï. ˜ (æì. æ. 103), Ł ïðàâŁºî
ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ, ïîºó÷Łì:
8
>>>>>>>:

1 2 3 1 0 0

2 3 4 0 1 0

3 4 6 0 0 1

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

1 2 3 1 0 0

0 �1 �2 �2 1 0

0 �2 �3 �3 0 1

9
>>>>>>>;
)

)

8
>>>>>>>:

1 2 3 1 0 0

0 1 2 2 �1 0

0 �2 �3 �3 0 1

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

1 0 �1 �3 2 0

0 1 2 2 �1 0

0 0 1 1 �2 1

9
>>>>>>>;
)

)

8
>>>>>>>:

1 0 �1 �3 2 0

0 1 2 2 �1 0

0 0 1 1 �2 1

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

1 0 0 �2 0 1

0 1 0 0 3 �2

0 0 1 1 �2 1

9
>>>>>>>;
:

¨òàŒ, îÆðàòíàÿ ìàòðŁöà ðàâíà

A�1 =

8
>>>>>>>:

�2 0 1

0 3 �2

1 �2 1

9
>>>>>>>;
:

ˇðŁìåð 7.5 (æì. ïðŁìåð 6.2, æ. 89). —åłŁòå æŁæòåìó óðàâíåíŁØ ìåòîäîì
à̂óææà�˘îðäàíà: (

�2x + 3y = 12;

11x � 6y = �7:

—åłåíŁå. ˙àïŁłåì ðàæłŁðåííóþ ìàòðŁöó æŁæòåìß
8
>>>:
�2 3 12

11 �6 �7

9
>>>;
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Ł ïðŁâåä…ì å… Œ óïðîø…ííîìó âŁäó, Łæïîºüçóÿ ïðàâŁºî ïðÿìîóªîºüíŁŒîâ.
Øàª 1. ´ Œà÷åæòâå âåäóøåØ æòðîŒŁ âßÆŁðàåì ïåðâóþ, âåäóøŁì æòîºÆ-

öîì Æóäåò ïåðâßØ æòîºÆåö, âåäóøŁØ ýºåìåíò (�2):
8
>>>:

�2 3 12

11 �6 �7

9
>>>; )

8
>>>:
�2 3 12

0 �21 �118

9
>>>; :

Øàª 2. ´ Œà÷åæòâå âåäóøåØ æòðîŒŁ âßÆŁðàåì âòîðóþ, âåäóøŁì æòîºÆ-
öîì Æóäåò âòîðîØ æòîºÆåö, âåäóøŁØ ýºåìåíò (�21):

8
>>>:
�2 3 12

0 �21 �118

9
>>>; ) =

8
>>>:

42 0 102

0 �21 �118

9
>>>; :

—àçäåºŁâ ïåðâóþ æòðîŒó íà 42, à âòîðóþ íà (�21), ïîºó÷Łì
8
>>>:

1 0 17
7

0 1 118
21

9
>>>; )

(
x = 17

7 ;

y = 118
21 :

)
8
>>>:
x

y

9
>>>; =

8
>>>:

17
7

118
21

9
>>>; :

ˇðŁìåíåíŁå ìåòîäà à̂óææà�˘îðäàíà â ýòîì ïðŁìåðå âðÿä ºŁ ïðŁâîäŁò
Œ óïðîøåíŁþ ðåłåíŁÿ ïî æðàâíåíŁþ æ ìåòîäîì ˚ðàìåðà (æì. ïðŁìåð 6.2,
æ. 89): ïåðåæ÷…ò ýºåìåíòîâ ìàòðŁöß æŁæòåìß ïðŁ ïîìîøŁ ïðàâŁºà ïðÿ-
ìîóªîºüíŁŒîâ ôàŒòŁ÷åæŒŁ ïîâòîðÿåò âß÷ŁæºåíŁå îïðåäåºŁòåºåØ, ôŁªó-
ðŁðóþøŁı â ôîðìóºàı ˚ðàìåðà.

ˇðŁìåð 7.6 (æì. ïðŁìåð 6.10, æ. 94). —åłŁòå æŁæòåìó óðàâíåíŁØ ìåòîäîì
à̂óææà�˘îðäàíà:

8
><
>:

x1 + 2x2 + 3x3 = 14;

2x1 + 4x2 � x3 = 7;

�4x1 + 5x2 + x3 = 9:

—åłåíŁå. ˇðåîÆðàçóåì ðàæłŁðåííóþ ìàòðŁöó æŁæòåìß
8
>>>>>>>:

1 2 3 14

2 4 �1 7

�4 5 1 9

9
>>>>>>>;

Œ óïðîø…ííîìó âŁäó. ÑîîòâåòæòâóþøŁå âßŒºàäŒŁ ïðŁâåä…ì Æåç Œîììåí-
òàðŁåâ, âßäåºÿÿ ºŁłü ðàçðåłàþøóþ æòðîŒó, ðàçðåłàþøŁØ æòîºÆåö Ł
ðàçðåłàþøŁØ ýºåìåíò íà Œàæäîì łàªå:

8
>>>>>>>:

1 2 3 14

2 4 �1 7

�4 5 1 9

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

1 2 3 14

0 0 �7 �21

0 13 13 65

9
>>>>>>>;
)

)

8
>>>>>>>:

1 2 3 14

0 1 1 5

0 0 1 3

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

1 0 1 4

0 1 1 5

0 0 1 3

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 3

9
>>>>>>>;
:
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¨òàŒ, ðåłåíŁå æŁæòåìß åäŁíæòâåííî Ł Łìååò âŁä x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.
˛÷åâŁäíî, îÆœ…ì âß÷ŁæºåíŁØ çäåæü æóøåæòâåííî ìåíüłå, íåæåºŁ ïðŁ Łæ-
ïîºüçîâàíŁŁ ìåòîäà ˚ðàìåðà (æì. ïðŁìåð 6.10, æ. 94).

ˇðŁìåð 7.7. —åłŁòå ìàòðŁ÷íîå óðàâíåíŁå
8
>>>>>>>:

1 2 3

2 3 4

3 4 6

9
>>>>>>>;
X =

8
>>>>>>>:

1 2 3 4

5 6 7 8

�1 �3 �2 �4

9
>>>>>>>;
:

—åłåíŁå. ÓðàâíåíŁå Łìååò âŁä AX = B, ªäå A 2 R3�3, B 2 R3�4, ïî-
ýòîìó ðåłåíŁåì óðàâíåíŁÿ (åæºŁ îíî æóøåæòâóåò) äîºæíà Æßòü ìàòðŁöà
X 2 R3�4.

ÑïîæîÆ 1. ˇîæŒîºüŒó ìàòðŁöà A îÆðàòŁìà (îÆðàòíàÿ Œ íåØ Æßºà âß-
÷Łæºåíà â ïðŁìåðå 7.4), Łìååì

X = A�1B =

8
>>>>>>>:

�2 0 1

0 3 �2

1 �2 1

9
>>>>>>>;

8
>>>>>>>:

1 2 3 4

5 6 7 8

�1 �3 �2 �4

9
>>>>>>>;

=

=

8
>>>>>>>:

�3 �7 �8 �12

17 24 25 32

�10 �13 �13 �16

9
>>>>>>>;
:

ÑïîæîÆ 2, îæíîâàííßØ íà îïŁæàííîì â ï. ˜ àºªîðŁòìå (æì. æ. 103),
óäîÆíî ïðŁìåíŁòü, åæºŁ ìàòðŁöà A�1 çàðàíåå íå Łçâåæòíà:
8
>>>>>>>:

1 2 3 1 2 3 4

2 3 4 5 6 7 8

3 4 6 �1 �3 �2 �4

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>:

1 2 3 1 2 3 4

0 �1 �2 3 2 1 0

0 �2 �3 �4 �9 �11 �16

9
>>>>>>>;
)

)

8
>>>>>>>:

1 2 3 1 2 3 4

0 1 2 �3 �2 �1 0

0 �2 �3 �4 �9 �11 �16

9
>>>>>>>;
)

)

8
>>>>>>>:

1 0 �1 7 6 5 4

0 1 2 �3 �2 �1 0

0 0 1 �10 �13 �13 �16

9
>>>>>>>;
)

)

8
>>>>>>>:

1 0 0 �3 �7 �8 �12

0 1 0 17 24 25 32

0 0 1 �10 �13 �13 �16

9
>>>>>>>;
;

òàŒ ÷òî ðåłåíŁåì äàííîªî ìàòðŁ÷íîªî óðàâíåíŁÿ ÿâºÿåòæÿ ìàòðŁöà

X =

8
>>>>>>>:

�3 �7 �8 �12

17 24 25 32

�10 �13 �13 �16

9
>>>>>>>;
:
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4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

7.1. ˇðŁâåäŁòå æºåäóþøŁå ìàòðŁöß Œ óïðîø…ííîìó âŁäó ïðŁ ïîìîøŁ
àºªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà. ÓŒàæŁòå ÆàçŁæíßå æòîºÆöß Ł ºŁíåØíßå çà-
âŁæŁìîæòŁ ìåæäó æòîºÆöàìŁ, îïðåäåºŁòå ðàíª:

(à)

8
>>>:

2 1 3 5

3 2 4 7

9
>>>; ; (Æ)

8
>>>>>>>:

2 �1 8 3 13

0 2 �4 4 �4

5 1 13 �3 8

9
>>>>>>>;

;

(â)

8
>>>>>>>:

4 �1 �7 0 5 �1 4

�2 3 11 �3 �11 �6 4

1 2 5 1 1 5 �1

9
>>>>>>>;

;

(ª)

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

2 1 4 1 �1 5 1

�1 2 �7 3 10 2 �5

3 0 9 1 �4 8 1

2 �1 8 2 �1 9 �3

3 1 7 1 �3 7 2

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

:

7.2. —åłŁòå æºåäóþøŁå Œâàäðàòíßå æŁæòåìß óðàâíåíŁØ æ ïîìîøüþ àº-
ªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà (æð. çàäà÷ó 6.9):

(à)

8
><
>:

2x + y � 3z = 8;

�x + 2y + 5z = �5;

�3x � y + 4z = �11;

(Æ)

8
><
>:

x + 2y + 4z = 17;

2x + 5y � 2z = 6;

4x � 2y � 3z = �9;

(â)

8
><

>:

5x + 3y + 5z = 5;

4x � y + 4z = 4;

3x � 2y + 4z = 6;

(ª)

8
><

>:

2x � 3y � 3z = 4;

�3x + 2y � 3z = 4;

�3x � 3y + 2z = 4;

(ä)

8
><

>:

x + 2y + 3z = 10;

2x + 5y + 8z = 24;

3x + 8y + 14z = 39;

(å)

8
><

>:

x � 3y + 2z = �5;

�3x + 10y � 11z = 12;

2x � 11y + 30z = 6:

7.3. Ìåòîäîì à̂óææà�˘îðäàíà ðåłŁòå æºåäóþøŁå Œâàäðàòíßå æŁæòåìß
(îÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî æŁæòåìß Łìåþò îäŁíàŒîâßå îæíîâíßå ìàòðŁöß):

(à)

8
>>><
>>>:

2x1 � 2x2 � 3x3 � 4x4 = 1;

4x1 � x2 � 4x3 � 5x4 = 2;

6x1 � 9x3 � 4x4 = 3;

8x1 + x2 � 14x3 � 2x4 = 4;

(Æ)

8
>>><
>>>:

2x1 � 2x2 � 3x3 � 4x4 = 4;

4x1 � x2 � 4x3 � 5x4 = 3;

6x1 � 9x3 � 4x4 = 12;

8x1 + x2 � 14x3 � 2x4 = 6:
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7.4. ˜ºÿ äàííßı ìàòðŁö íàØäŁòå îÆðàòíßå ìåòîäîì à̂óææà�˘îðäàíà
(æð. çàäà÷ó 6.8):

(à)

8
>>>>>>>:

2 1 �3

�1 2 5

�3 �1 4

9
>>>>>>>;

; (Æ)

8
>>>>>>>:

1 2 4

2 5 �2

4 �2 �3

9
>>>>>>>;

; (â)

8
>>>>>>>:

5 3 5

4 �1 4

3 �2 4

9
>>>>>>>;

;

(ª)

8
>>>>>>>:

2 �3 �3

�3 2 �3

�3 �3 2

9
>>>>>>>;

; (ä)

8
>>>>>>>:

1 2 3

2 5 8

3 8 14

9
>>>>>>>;

; (å)

8
>>>>>>>:

1 �3 2

�3 10 �11

2 �11 30

9
>>>>>>>;
:

7.5. ˝àØäŁòå ðåłåíŁå óðàâíåíŁØ AX = B Ł Y A = B, ªäå

(à) A =

8
>>>>>>>:

7 �3 4

5 �2 4

2 �1 1

9
>>>>>>>;
; B =

8
>>>>>>>:

1 �1 �3

2 �1 �7

�1 1 0

9
>>>>>>>;

;

(Æ) A =

8
>>>>>>>:

1 �4 4

�2 �3 �2

2 1 3

9
>>>>>>>;
; B =

8
>>>>>>>:

3 �4 2

2 0 1

2 4 2

9
>>>>>>>;
:

7.6. ˜ºÿ äàííßı ìàòðŁö íàØäŁòå îÆðàòíßå:

(à)

8
>>>>>>>>>>>:

14 2 0 1

1 2 1 0

�2 3 5 2

0 1 2 1

9
>>>>>>>>>>>;
; (Æ)

8
>>>>>>>>>>>:

1 3 �2 1

3 10 �5 3

�2 �5 6 0

0 1 3 5

9
>>>>>>>>>>>;
:
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ÑŁæòåìß ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ÑŁæòåìß ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ. —àææìîòðŁì æŁæòåìó, æîæòî-
ÿøóþ Łç m ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ æ n íåŁçâåæòíßìŁ:8

>>><

>>>:

a1
1x

1 + a1
2x

2 + � � �+ a1
nx

n = b1;

a2
1x

1 + a2
2x

2 + � � �+ a2
nx

n = b2;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

am
1 x

1 + am
2 x

2 + � � �+ am
n x

n = bm:

´âåä…ì ìàòðŁöß A Ł eA� îæíîâíóþ Ł ðàæłŁðåííóþ ìàòðŁöß æŁæòåìß, à
òàŒæå æòîºÆåö íåŁçâåæòíßı X Ł æòîºÆåö ïðàâßı ÷àæòåØ B:

A =

8
>>>>>>>>>>>>:

a1
1 a1

2 : : : a1
n

a2
1 a2

2 : : : a2
n

...
...

. . .
...

am
1 am

2 : : : am
n

9
>>>>>>>>>>>>;

=
h
A1; A2; : : : ; An

i
; B =

8
>>>>>>>>>>>>:

b1

b2

...

bm

9
>>>>>>>>>>>>;
;

eA =

8
>>>>>>>>>>>>:

a1
1 a1

2 : : : a1
n b1

a2
1 a2

2 : : : a2
n b2

...
...

. . .
...

...

am
1 am

2 : : : am
n bm

9
>>>>>>>>>>>>;

=
h
A;B

i
; X =

8
>>>>>>>>>>>>:

x1

x2

...

xn

9
>>>>>>>>>>>>;

(íàïîìíŁì, ÷òî Œâàäðàòíßå æŒîÆŒŁ ìß Łæïîºüçóåì äºÿ îÆîçíà÷åíŁÿ
Æºî÷íßı ìàòðŁö; æì. æ. 66). Òîªäà æŁæòåìà ìîæåò Æßòü çàïŁæàíà â ìàò-
ðŁ÷íîì âŁäå

AX = B;

à òàŒæå â âŁäå
A1x

1 +A2x
2 + � � �+Anx

n = B:

˝àÆîð ÷Łæåº x1; x2; : : : ; xn (æòîºÆåö X =
8
:x1; x2; : : : ; xn

9
;T

) íàçßâà-
åòæÿ ðåłåíŁåì æŁæòåìß, åæºŁ ïðŁ ïîäæòàíîâŒå ýòŁı ÷Łæåº â Œàæäîå Łç
óðàâíåíŁØ æŁæòåìß ïîºó÷àåòæÿ âåðíîå ÷Łæºîâîå ðàâåíæòâî (æîîòâåòæòâåí-
íî, ïðŁ ïîäæòàíîâŒå æòîºÆöà â ìàòðŁ÷íîå óðàâíåíŁå ïîºó÷àåòæÿ âåðíîå
ìàòðŁ÷íîå ðàâåíæòâî).

ÑŁæòåìà íàçßâàåòæÿ æîâìåæòíîØ, åæºŁ îíà Łìååò ıîòÿ Æß îäíî ðåłå-
íŁå, Ł íåæîâìåæòíîØ, åæºŁ îíà íå Łìååò ðåłåíŁØ.

115
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˜âå æîâìåæòíßå æŁæòåìß íàçßâàþòæÿ ýŒâŁâàºåíòíßìŁ, åæºŁ ìíîæå-
æòâà Łı ðåłåíŁØ æîâïàäàþò. ßæíî, ÷òî ýŒâŁâàºåíòíßå æŁæòåìß æîäåðæàò
îäŁíàŒîâîå ÷Łæºî íåŁçâåæòíßı; ÷Łæºî æå óðàâíåíŁØ â íŁı ìîæåò Æßòü
ðàçºŁ÷íßì. ˝åæîâìåæòíßå æŁæòåìß Æóäåì æ÷Łòàòü ýŒâŁâàºåíòíßìŁ òîºü-
Œî â æºó÷àå, Œîªäà îíŁ æîäåðæàò îäŁíàŒîâîå ŒîºŁ÷åæòâî íåŁçâåæòíßı.

`. ˛äíîðîäíßå æŁæòåìß. ÑŁæòåìà ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ íàçßâà-
åòæÿ îäíîðîäíîØ, åæºŁ ïðàâßå ÷àæòŁ âæåı óðàâíåíŁØ ðàâíß íóºþ:

8
>>><

>>>:

a1
1x

1 + a1
2x

2 + � � �+ a1
nx

n = 0;

a2
1x

1 + a2
2x

2 + � � �+ a1
nx

n = 0;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

am
1 x

1 + am
2 x

2 + � � �+ am
n x

n = 0;

â ìàòðŁ÷íîØ çàïŁæŁ

AX = O ŁºŁ A1x
1 +A2x

2 + � � �+Anx
n = O:

˛äíîðîäíàÿ æŁæòåìà âæåªäà æîâìåæòíà: ÷Łæºà x1 = x2 = � � � = xn = 0
(ŁºŁ, ÷òî òî æå, íóºåâîØ æòîºÆåö) îÆðàçóþò å… ðåłåíŁå, íàçßâàåìîå òðŁ-
âŁàºüíßì. ˛äíàŒî îäíîðîäíàÿ æŁæòåìà ìîæåò Łìåòü Ł íåòðŁâŁàºüíßå
(ò.å. íåíóºåâßå) ðåłåíŁÿ.

8.1. Òåîðåìà. ˛äíîðîäíàÿ æŁæòåìà Łìååò íåòðŁâŁàºüíîå ðåłåíŁå òî-
ªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà æòîºÆöß å… îæíîâíîØ ìàòðŁöß ºŁíåØíî çàâŁ-
æŁìß.

8.2. Òåîðåìà. ¯æºŁ â îäíîðîäíîØ æŁæòåìå ÷Łæºî íåŁçâåæòíßı Æîºüłå
÷Łæºà óðàâíåíŁØ, òî îíà Łìååò íåòðŁâŁàºüíîå ðåłåíŁå.

8.3. Òåîðåìà. ¯æºŁ X1, X2 � äâà ðåłåíŁÿ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß AX = 0,
òî ºþÆàÿ Łı ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ òàŒæå ÿâºÿåòæÿ ðåłåíŁåì ýòîØ
æŁæòåìß.

8.4. ˛ïðåäåºåíŁå. Ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ (ŁºŁ ôóí-
äàìåíòàºüíàÿ æîâîŒóïíîæòü ðåłåíŁØ, ŁºŁ ôóíäàìåíòàºüíàÿ æŁæòåìà ðå-
łåíŁØ, ÔÑ—) îäíîðîäíîØ æŁæòåìß � ýòî òàŒîØ óïîðÿäî÷åííßØ íàÆîð ºŁ-
íåØíî íåçàâŁæŁìßı ðåłåíŁØ X1; X2; : : : ; Xs, ÷òî ºþÆîå ðåłåíŁå äàííîØ
æŁæòåìß ìîæíî ïðåäæòàâŁòü â âŁäå Łı ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ:

X = c1X1 + c2X2 + � � �+ csXs;

ªäå c1; c2; : : : ; cs � ÷Łæºîâßå ŒîýôôŁöŁåíòß. ˛ÆøŁì ðåłåíŁåì æŁæòåìß
íàçßâàåòæÿ âßðàæåíŁå c1X1 + c2X2 + � � � + csXs, ïîçâîºÿþøåå æ ïîìî-
øüþ íàäºåæàøåªî âßÆîðà ÷Łæåº c1; c2; : : : ; cs ïîºó÷Łòü ºþÆîå ðåłåíŁå
îäíîðîäíîØ æŁæòåìß.

8.5. Òåîðåìà. ˚îºŁ÷åæòâî s æòîºÆöîâ, îÆðàçóþøŁı ÔÑ— îäíîðîäíîØ
æŁæòåìß, ðàâíî s = n � r, ªäå n� ŒîºŁ÷åæòâî íåŁçâåæòíßı â æŁæòåìå,
à r� ðàíª å… îæíîâíîØ ìàòðŁöß.
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8.6. ˛ïðåäåºåíŁå. ÌàòðŁöà �, æòîºÆöàìŁ ŒîòîðîØ ÿâºÿþòæÿ æòîºÆöß
ÔÑ—, íàçßâàåòæÿ ôóíäàìåíòàºüíîØ ìàòðŁöåØ äàííîØ æŁæòåìß:

� =
h
X1; X2; : : : ; Xs

i
:

˛Æøåå ðåłåíŁå æŁæòåìß âßðàæàåòæÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàºüíóþ ìàòðŁöó

ïî ôîðìóºå X = �C, ªäå C =
8
:c1; c2; : : : ; cs

9
;T

� æòîºÆåö, æîæòîÿøŁØ Łç
ïðîŁçâîºüíßı ïîæòîÿííßı.

´. ˝åîäíîðîäíßå æŁæòåìß. ÑŁæòåìà AX = B íàçßâàåòæÿ íåîä-
íîðîäíîØ, åæºŁ B 6= O. ×àæòî íåîäíîðîäíóþ æŁæòåìó AX = B ðàææìàòðŁ-
âàþò âìåæòå æ îäíîðîäíîØ æŁæòåìîØ AX = O, Œîòîðóþ íàçßâàþò æîïóò-
æòâóþøåØ.

8.7. Òåîðåìà. ¯æºŁ X1, X2 � äâà ðåłåíŁÿ íåîäíîðîäíîØ æŁæòåìß
AX = B, òî Łı ðàçíîæòü X1 � X2 ÿâºÿåòæÿ ðåłåíŁåì æîïóòæòâóþ-
øåØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß AX = O.

8.8. Òåîðåìà (ïðŁíöŁï ºŁíåØíîØ æóïåðïîçŁöŁŁ). ¸þÆîå ðåłåíŁå íåîä-
íîðîäíîØ æŁæòåìß (ò.å. âßðàæåíŁå äºÿ îÆøåªî ðåłåíŁÿ, ˛—˝Ñ) ìîæíî
ïðåäæòàâŁòü â âŁäå æóììß íåŒîòîðîªî ÷àæòíîªî ðåłåíŁÿ ýòîØ íåîäíî-
ðîäíîØ æŁæòåìß (×—˝Ñ) Ł ïîäıîäÿøåªî ðåłåíŁÿ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß
(ò.å. âßðàæåíŁÿ äºÿ å… îÆøåªî ðåłåíŁÿ, ˛—˛Ñ):

˛—˝Ñ = ×—˝Ñ + ˛—˛Ñ:

8.9. Òåîðåìà (òåîðåìà ˚ðîíåŒåðà�˚àïåººŁ). ˝åîäíîðîäíàÿ æŁæòåìà
ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ AX = B æîâìåæòíà òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œî-
ªäà ðàíª å… ðàæłŁðåííîØ ìàòðŁöß ðàâåí ðàíªó îæíîâíîØ ìàòðŁöß:
rk
�
AjB

�
= rkA.

ˆ. ˛äíîðîäíßå æŁæòåìß óïðîø…ííîªî âŁäà.

8.10. ˛ïðåäåºåíŁå. ˝åŁçâåæòíàÿ xk íàçßâàåòæÿ ÆàçŁæíîØ, åæºŁ îíà âıî-
äŁò òîºüŒî â îäíî óðàâíåíŁå æŁæòåìß. ˝åŁçâåæòíßå, íå ÿâºÿþøŁåæÿ Æà-
çŁæíßìŁ, íàçßâàþòæÿ æâîÆîäíßìŁ.

8.11. ˛ïðåäåºåíŁå. ÑŁæòåìà íàçßâàåòæÿ æŁæòåìîØ óïðîø…ííîªî âŁäà,
åæºŁ â Œàæäîì óðàâíåíŁŁ Łìååòæÿ ÆàçŁæíàÿ íåŁçâåæòíàÿ; â æºó÷àå, åæºŁ
íåŒîòîðîå óðàâíåíŁå æîäåðæŁò Æîºåå îäíîØ ÆàçŁæíîØ íåŁçâåæòíîØ, âßÆŁ-
ðàåòæÿ îäíà Łç íŁı. ´ æŁæòåìå óïðîø…ííîªî âŁäà ŒîºŁ÷åæòâî ÆàçŁæíßı
íåŁçâåæòíßı ðàâíî ŒîºŁ÷åæòâó óðàâíåíŁØ â æŁæòåìå.

—åłåíŁå îäíîðîäíîØ æŁæòåìß óïðîø…ííîªî âŁäà
8
>>><
>>>:

x1 + a1
r+1x

r+1 + � � � + a1
nx

n = 0;

x2 + a2
r+1x

r+1 + � � � + a2
nx

n = 0;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

xr + ar
r+1x

r+1 + � � � + ar
nx

n = 0
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ºåªŒî íàØòŁ, åæºŁ âæå æºàªàåìßå, æîäåðæàøŁå æâîÆîäíßå íåŁçâåæòíßå,
ïåðåíåæòŁ â ïðàâßå ÷àæòŁ óðàâíåíŁØ:

8
>>><
>>>:

x1 = �a1
r+1x

r+1 � � � � � a1
nx

n;

x2 = �a2
r+1x

r+1 � � � � � a2
nx

n;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

xr = �ar
r+1x

r+1 � � � � � ar
nx

n:

¯æºŁ âìåæòî æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı xr+1; : : : ; xn ïîäæòàâºÿòü ïðîŁçâîºü-
íßå ÷Łæºà Ł âß÷Łæºÿòü çíà÷åíŁÿ ÆàçŁæíßı íåŁçâåæòíßı x1; : : : ; xr ïî óŒà-
çàííßì ôîðìóºàì, òî ïîºó÷åííßØ íàÆîð ÷Łæåº x1; : : : ; xn Æóäåò ïðåäæòàâ-
ºÿòü æîÆîØ íåŒîòîðîå ðåłåíŁå äàííîØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß.

˛Æîçíà÷Łâ ïðîŁçâîºüíßå çíà÷åíŁÿ æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı xr+1, : : : ,
xn ÷åðåç c1; : : : ; cn�r, ïðåäæòàâŁì îÆøåå ðåłåíŁå æŁæòåìß â âŁäå

X =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

x2

...

xr

xr+1

xr+2

...

xn

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�a1
r+1c

1 � � � � � a1
nc

n�r

�a2
r+1c

1 � � � � � a2
nc

n�r

...

�ar
r+1c

1 � � � � � ar
nc

n�r

c1

c2

...

cn�r

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

=

= c1

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�a1
r+1

�a2
r+1
...

�ar
r+1

1

0
...

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

+ � � �+ cn�r

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�a1
n

�a2
n

...

�ar
n

0

0
...

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

ÑòîºÆöß, ôŁªóðŁðóþøŁå â ïîæºåäíåì âßðàæåíŁŁ, îÆðàçóþò ôóíäà-
ìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ äàííîØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß, Œîòîðîå
íàçßâàåòæÿ íîðìàºüíßì ÔÑ— (˝ÔÑ—), æîîòâåòæòâóþøŁì ÆàçŁæíßì

íåŁçâåæòíßì x1; : : : ; xr Ł æâîÆîäíßì íåŁçâåæòíßì xr+1; : : : ; xn: ŒàæäßØ
æòîºÆåö, âıîäÿøŁØ â íîðìàºüíîå ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ,
ïîºó÷àåòæÿ, åæºŁ çíà÷åíŁå îäíîØ Łç æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı âçÿòü ðàâ-
íßì 1, à îæòàºüíßå ïîºîæŁòü ðàâíßìŁ íóºþ (æîîòâåòæòâóþøŁå ýºåìåíòß
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æòîºÆöîâ âßäåºåíß). ˝îðìàºüíàÿ ôóíäàìåíòàºüíàÿ ìàòðŁöà ðàææìàòðŁ-
âàåìîØ æŁæòåìß æîæòàâºåíà Łç æòîºÆöîâ ˝ÔÑ—:

� =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�a1
r+1 : : : �a1

n
...

. . .
...

�ar
r+1 : : : �ar

n

1 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : 1

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

;

âßäåºåííßå ýºåìåíòß ýòîØ ìàòðŁöß îÆðàçóþò åäŁíŁ÷íóþ ìàòðŁöó ïî-
ðÿäŒà n� r, îòŒóäà ÿæíî, ÷òî rk � = n� r (æð. æ òåîðåìîØ 8.5, æ. 116).

˜. ˝åîäíîðîäíßå æŁæòåìß óïðîø…ííîªî âŁäà. —åłåíŁå íåîä-
íîðîäíîØ æŁæòåìß óïðîø…ííîªî âŁäà

8
>>><

>>>:

x1 + a1
r+1x

r+1 + � � � + a1
nx

n = b1;

x2 + a2
r+1x

r+1 + � � � + a2
nx

n = b2;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

xr + ar
r+1x

r+1 + � � � + ar
nx

n = br

ìîæåò Æßòü íàØäåíî àíàºîªŁ÷íî: ïåðåïŁæàâ æŁæòåìó â âŁäå
8
>>><
>>>:

x1 = b1 � a1
r+1x

r+1 � � � � � a1
nx

n;

x2 = b2 � a2
r+1x

r+1 � � � � � a2
nx

n;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

xr = br � ar
r+1x

r+1 � � � � � ar
nx

n;

îÆíàðóæŁâàåì, ÷òî å… îÆøåå ðåłåíŁå ìîæíî çàïŁæàòü æºåäóþøŁì îÆðà-
çîì:

X =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

...

xr

xr+1

xr+2

...

xn

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

b1

...

br

0

0
...

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

| {z }
×—˝Ñ

+ c1

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�a1
r+1
...

�ar
r+1

1

0
...

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

+ � � �+ cn�r

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�a1
n

...

�ar
n

0

0
...

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

| {z }
˛—˛Ñ

(âßäåºåíß æâîÆîäíßå íåŁçâåæòíßå). ÔŁªóðŁðóþøåå çäåæü ÷àæòíîå ðåłå-
íŁå íåîäíîðîäíîØ æŁæòåìß (b1; : : : ; br; 0; : : : ; 0)T íàçßâàåòæÿ ÆàçŁæíßì ðå-

łåíŁåì, îòâå÷àþøŁì ÆàçŁæíßì íåŁçâåæòíßì x1; : : : ; xr Ł æâîÆîäíßì
íåŁçâåæòíßì xr+1; : : : ; xn.
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¯. —åłåíŁå ïðîŁçâîºüíßı æŁæòåì. ×òîÆß ðåłŁòü æŁæòåìó ïðî-
Łçâîºüíîªî âŁäà, íóæíî ïðåîÆðàçîâàòü å… Œ ýŒâŁâàºåíòíîØ æŁæòåìå óïðî-
ø…ííîªî âŁäà.

ÑºåäóþøŁå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ æŁæòåìß óðàâíåíŁØ ïåðåâîäÿò å… â ýŒâŁ-
âàºåíòíóþ æŁæòåìó:

(1) ïåðåæòàíîâŒà äâóı óðàâíåíŁØ ìåæòàìŁ;
(2) óìíîæåíŁå ºþÆîªî óðàâíåíŁÿ æŁæòåìß íà íåíóºåâîå ÷Łæºî;
(3) ïðŁÆàâºåíŁå Œ ºþÆîìó óðàâíåíŁþ æŁæòåìß äðóªîªî óðàâíåíŁÿ, óìíî-

æåííîªî íà ïðîŁçâîºüíîå ÷Łæºî;
(4) óäàºåíŁå Łç æŁæòåìß óðàâíåíŁÿ âŁäà

0 � x1 + 0 � x2 + � � �+ 0 � xn = 0:

ÝòŁ ïðåîÆðàçîâàíŁÿ æŁæòåì ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ íàçßâàþòæÿ ýºåìåí-
òàðíßìŁ ïðåîÆðàçîâàíŁÿìŁ.

´ìåæòî ïðåîÆðàçîâàíŁØ æàìîØ æŁæòåìß óäîÆíî âßïîºíÿòü ïðåîÆðà-
çîâàíŁÿ ðàæłŁðåííîØ ìàòðŁöß ýòîØ æŁæòåìß; ïðŁ ýòîì ýºåìåíòàðíßì
ïðåîÆðàçîâàíŁÿì æŁæòåìß æîîòâåòæòâóþò ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ
æòðîŒ ðàæłŁðåííîØ ìàòðŁöß.

ÒàŒŁì îÆðàçîì, äºÿ ðåłåíŁÿ ïðîŁçâîºüíîØ æŁæòåìß (îäíîðîäíîØ ŁºŁ
íåîäíîðîäíîØ) íóæíî æíà÷àºà ïðŁâåæòŁ ðàæłŁðåííóþ ìàòðŁöó ýòîØ æŁ-
æòåìß Œ óïðîø…ííîìó âŁäó ïðŁ ïîìîøŁ àºªîðŁòìà à̂óææà�˘îðäàíà, à
çàòåì âßïŁæàòü ðåłåíŁå, ŒàŒ îïŁæàíî âßłå.

˘. ÑîæòàâºåíŁå æŁæòåìß ºŁíåØíßı îäíîðîäíßı óðàâíåíŁØ
ïî çàäàííîìó ÔÑ—. ×òîÆß íàØòŁ æŁæòåìó ºŁíåØíßı îäíîðîäíßı
óðàâíåíŁØ, äºÿ ŒîòîðîØ äàííßØ íàÆîð ºŁíåØíî íåçàâŁæŁìßı æòîºÆöîâ
X1; : : : ; Xs îÆðàçóåò ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ, íóæíî æîæòà-
âŁòü ìàòðŁöó, æòîºÆöàìŁ ŒîòîðîØ ÿâºÿþòæÿ âåŒòîðß X1; : : : ; Xs Ł âåŒòîð
X = (x1; : : : ; xn)T , æîæòîÿøŁØ Łç íåŁçâåæòíßı, Ł ïðŁâåæòŁ å… Œ óïðîø…í-
íîìó âŁäó:

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x1
1 x1

2 � � � x1
s x1

x2
1 x2

2 � � � x2
s x2

...
...

. . .
...

...

xs
1 xs

2 � � � xs
s xs

xs+1
1 xs+1

2 � � � xs+1
s xs+1

...
...

. . .
...

...

xn
1 xn

2 � � � xn
s xn

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 0 � � � 0 �
0 1 � � � 0 �
...

...
. . .

...
...

0 0 � � � 1 �
0 0 � � � 0 �

...
...

. . .
...

...

0 0 � � � 0 �

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

:

¨æŒîìàÿ æŁæòåìà ïîºó÷Łòæÿ, åæºŁ ïðŁðàâíÿòü íóºþ âßðàæåíŁÿ, îÆðà-
çîâàâłŁåæÿ â ïðàâîì íŁæíåì óªºó ïîæºåäíåØ ìàòðŁöß (îíŁ âßäåºåíß).
˜åØæòâŁòåºüíî, ïîæºåäíŁØ æòîºÆåö ìàòðŁöß ÿâºÿåòæÿ ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁ-
íàöŁåØ ïðåäßäóøŁı òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà óŒàçàííßå âßðàæåíŁÿ
òîæäåæòâåííî îÆðàøàþòæÿ â íóºü.



3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷ 121

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ×òî òàŒîå îäíîðîäíàÿ æŁæòåìà ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ? íåîäíîðîäíàÿ?
2. ×òî òàŒîå îæíîâíàÿ Ł ðàæłŁðåííàÿ ìàòðŁöß æŁæòåìß óðàâíåíŁØ?
3. ×òî òàŒîå ðåłåíŁå æŁæòåìß? ˚àŒŁå æŁæòåìß íàçßâàþòæÿ æîâìåæòíß-

ìŁ? íåæîâìåæòíßìŁ?
4. ´æåªäà ºŁ æîâìåæòíà îäíîðîäíàÿ æŁæòåìà? íåîäíîðîäíàÿ? ˇðŁâåäŁòå

ïðŁìåðß.
5. ×òî òàŒîå ýŒâŁâàºåíòíßå æŁæòåìß? ˇðŁâåäŁòå ïðŁìåðß.
6. ÑôîðìóºŁðóØòå äîæòàòî÷íßå óæºîâŁÿ æóøåæòâîâàíŁÿ íåòðŁâŁàºüíßı

ðåłåíŁØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß.
7. ÑôîðìóºŁðóØòå Ł äîŒàæŁòå òåîðåìó î ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ ðåłåíŁØ

îäíîðîäíîØ æŁæòåìß.
8. ×òî òàŒîå ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß

óðàâíåíŁØ? ×òî òàŒîå îÆøåå ðåłåíŁå æŁæòåìß?
9. ×òî òàŒîå ôóíäàìåíòàºüíàÿ ìàòðŁöà îäíîðîäíîØ æŁæòåìß óðàâíåíŁØ?

˚àŒ çàïŁæàòü îÆøåå ðåłåíŁå æŁæòåìß æ ïîìîøüþ ôóíäàìåíòàºüíîØ
ìàòðŁöß?

10. ×òî òàŒîå íîðìàºüíîå ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ îäíîðîä-
íîØ æŁæòåìß óðàâíåíŁØ? íîðìàºüíàÿ ôóíäàìåíòàºüíàÿ ìàòðŁöà?

11. ÑôîðìóºŁðóØòå ïðŁíöŁï ºŁíåØíîØ æóïåðïîçŁöŁŁ äºÿ ðåłåíŁØ íåîä-
íîðîäíßı æŁæòåì.

12. ×òî òàŒîå æŁæòåìà óïðîø…ííîªî âŁäà? ×òî òàŒîå ÆàçŁæíàÿ íåŁçâåæò-
íàÿ? æâîÆîäíàÿ íåŁçâåæòíàÿ?

13. ˚àŒ çàïŁæàòü îÆøåå ðåłåíŁå îäíîðîäíîØ æŁæòåìß óïðîø…ííîªî âŁäà?
14. ˚àŒ çàïŁæàòü îÆøåå ðåłåíŁå íåîäíîðîäíîØ æŁæòåìß óïðîø…ííîªî âŁ-

äà?
15. ˇåðå÷ŁæºŁòå ýºåìåíòàðíßå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ, ïåðåâîäÿøŁå æŁæòåìó ºŁ-

íåØíßı óðàâíåíŁØ â ýŒâŁâàºåíòíóþ æŁæòåìó.
16. ˚àŒ æîæòàâŁòü îäíîðîäíóþ æŁæòåìó ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ, Łìåþøóþ

çàäàííîå ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ?

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 8.1. ˙àïŁłŁòå îÆøåå ðåłåíŁå îäíîðîäíîØ æŁæòåìß óïðîø…í-
íîªî âŁäà 8

><

>:

x1 + 3x3 + x5 = 0;

x2 + 4x3 + 2x5 = 0;

x4 + 2x5 = 0:

—åłåíŁå. `àçŁæíßìŁ íåŁçâåæòíßìŁ ÿâºÿþòæÿ x1; x2; x4 (îíŁ âßäåºåíß),
æâîÆîäíßìŁ � x3; x5. ˙àïŁłåì æŁæòåìó â âŁäå

8
><

>:

x1 = �3x3 � x5;

x2 = �4x3 � 2x5;

x4 = �x5:
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¯æºŁ âìåæòî æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı x3 Ł x5 ïîäæòàâºÿòü ïðîŁçâîºüíßå
÷Łæºà, x3 = c1, x5 = c2, Ł âß÷Łæºÿòü x1, x2, x4 ïî óŒàçàííßì ôîðìóºàì,
òî ïîºó÷Łì îÆøåå ðåłåíŁå æŁæòåìß:

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

x2

x3

x4

x5

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�3c1 � c2

�4c1 � 2c2

c1

�c2

c2

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

= c1

X1z }| {8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�3

�4

1

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

+c2

X2z }| {8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

�2

0

�1

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

| {z }
˛—˛Ñ

(âßäåºåíß æâîÆîäíßå íåŁçâåæòíßå). ˝îðìàºüíîå ôóíäàìåíòàºüíîå æå-
ìåØæòâî ðåłåíŁØ äàííîØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß óðàâíåíŁØ æîæòîŁò Łç
æòîºÆöîâ X1 Ł X2. ˝îðìàºüíàÿ ôóíäàìåíòàºüíàÿ ìàòðŁöà � äàííîØ æŁ-
æòåìß æîæòîŁò Łç æòîºÆöîâX1 Ł X2, � = [X1; X2]; îÆøåå ðåłåíŁå æŁæòåìß
âßðàæàåòæÿ ÷åðåç íå… æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

X =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�3 �1

�4 �2

1 0

0 �1

0 1

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

8
>>>:
c1

c2

9
>>>; ;

ªäå c1 Ł c2 � ïðîŁçâîºüíßå ïîæòîÿííßå. ˛ÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî âßäå-
ºåííßå ýºåìåíòß (çíà÷åíŁÿ æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı) îÆðàçóþò åäŁíŁ÷-
íóþ ìàòðŁöó.

ˇðŁìåð 8.2. ˙àïŁłŁòå îÆøåå ðåłåíŁå íåîäíîðîäíîØ æŁæòåìß óïðîø…í-
íîªî âŁäà: 8

><

>:

x1 + 3x3 + x5 = 1;

x2 + 4x3 + 2x5 = 2;

x4 + 2x5 = 3:

(8.1)

—åłåíŁå. Ñîïóòæòâóþøàÿ îäíîðîäíàÿ æŁæòåìà Łìååò âŁä
8
><
>:

x1 + 3x3 + x5 = 0;

x2 + 4x3 + 2x5 = 0;

x4 + 2x5 = 0:

(8.2)

`àçŁæíßìŁ íåŁçâåæòíßìŁ â îÆåŁı æŁæòåìàı (8.1) Ł (8.2) ÿâºÿþòæÿ x1, x2,
x4 (îíŁ âßäåºåíß). ˇåðåïŁłåì æŁæòåìß â âŁäå

(À)

8
><

>:

x1 = 1� 3x3 � x5;

x2 = 2� 4x3 � 2x5;

x4 = 3� x5;

(`)

8
><

>:

x1 = �3x3 � x5;

x2 = �4x3 � 2x5;

x4 = �x5:
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×àæòíîå ðåłåíŁå íåîäíîðîäíîØ æŁæòåìß ïîºó÷àåì, ïîäæòàâºÿÿ â (À) íó-
ºåâßå çíà÷åíŁÿ æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı, à ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî
ðåłåíŁØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß ïîºó÷àåì Łç (`), âßÆŁðàÿ æíà÷àºà x3 = 1
Ł x5 = 0, à çàòåì x3 = 0 Ł x5 = 1. ˛Æøåå ðåłåíŁå ŁæıîäíîØ æŁæòåìß (8.1)
Łìååò âŁä

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

x2

x3

x4

x5

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

1� 3c1 � c2

2� 4c1 � 2c2

c1

3� c2

c2

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2

0

3

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

| {z }
×—˝Ñ

+c1

X1z }| {8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�3

�4

1

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

+c2

X2z }| {8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

�2

0

�1

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

| {z }
˛—˛Ñ

(çäåæü âßäåºåíß çíà÷åíŁÿ æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı).

ˇðŁìåð 8.3. —åłŁòå æŁæòåìó îäíîðîäíßı ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ
8
>>><
>>>:

x2 + 2x3 + 3x4 + x5 + 5x6 + x7 = 0;

� x2 � 2x3 � 3x4 + x5 + x6 + x7 = 0;

3x1 + 3x3 � 6x4 + x5 + 6x6 � 8x7 = 0;

�2x1 + x2 + 7x4 + 6x7 = 0:

—åłåíŁå. ´ßïŁłåì îæíîâíóþ ìàòðŁöó æŁæòåìß (ïîæŒîºüŒó æŁæòåìà îäíî-
ðîäíàÿ, âßïŁæßâàòü ðàæłŁðåííóþ ìàòðŁöó íåò íåîÆıîäŁìîæòŁ: ïðŁ ºþ-
Æßı ïðåîÆðàçîâàíŁÿı æŁæòåìß ŁºŁ ðàæłŁðåííîØ ìàòðŁöß íóºåâîØ æòîº-
Æåö Łçìåíÿòüæÿ íå Æóäåò):

8
>>>>>>>>>>>:

0 1 2 3 1 5 1

0 �1 �2 �3 1 1 1

3 0 3 �6 1 6 �8

�2 1 0 7 0 0 6

9
>>>>>>>>>>>;
:

Ýòà ìàòðŁöà Æßºà ïðŁâåäåíà Œ óïðîø…ííîìó âŁäó â ïðŁìåðå 7.3:
8
>>>>>>>>>>>:

1 0 1 �2 0 1 �3

0 1 2 3 0 2 0

0 0 0 0 1 3 1

0 0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;

;

çäåæü âßäåºåíß ÆàçŁæíßå æòîºÆöß ìàòðŁöß Ł ŒîýôôŁöŁåíòß ïðŁ ÆàçŁæ-
íßı íåŁçâåæòíßı. ˛äíîðîäíàÿ æŁæòåìà, æîîòâåòæòâóþøàÿ ýòîØ ìàòðŁöå,
Łìååò âŁä 8

><

>:

x1 + x3 � 2x4 + x6 � 3x7 = 0;

x2 + 2x3 + 3x4 + 2x6 = 0;

x5 + 3x6 + x7 = 0;



124 ˆº. 8. ÑŁæòåìß ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ

çäåæü âßäåºåíß ÆàçŁæíßå íåŁçâåæòíßå x1, x2, x5; îæòàºüíßå íåŁçâåæòíßå
(x3, x4, x6, x7) ÿâºÿþòæÿ æâîÆîäíßìŁ. ´ßðàçŁì ÆàçŁæíßå íåŁçâåæòíßå
÷åðåç æâîÆîäíßå:

8
><
>:

x1 = � x3 + 2x4 � x6 + 3x7;

x2 = � 2x3 � 3x4 � 2x6;

x5 = � 3x6 � x7:

¯æºŁ ïðŁäàâàòü æâîÆîäíßì íåŁçâåæòíßì x3, x4, x6, x7 ïðîŁçâîºüíßå çíà-
÷åíŁÿ, Œîòîðßå îÆîçíà÷Łì ÷åðåç c1, c2, c3, c4 æîîòâåòæòâåííî, òî ïîºó÷Łì
æºåäóþøåå âßðàæåíŁå îÆøåªî ðåłåíŁÿ æŁæòåìß:

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� c1 + c2 � c3 + c4

� 2c1 � 3c2 � 2c3

c1

c2

� 3c3 � c4

c3

c4

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

=

= c1

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

�2

1

0

0

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

+ c2

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

�3

0

1

0

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

+ c3

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

�2

0

0

�3

1

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

+ c4

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

0

0

0

�1

0

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

:

ÑòîºÆöß

X1 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

�2

1

0

0

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

; X2 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

�3

0

1

0

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

; X3 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

�2

0

0

�3

1

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

; X4 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

0

0

0

�1

0

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

îÆðàçóþò íîðìàºüíîå ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ ðàææìàòðŁ-
âàåìîØ îäíîðîäíîØ æŁæòåìß (âßäåºåíß çíà÷åíŁÿ æâîÆîäíßı íåŁçâåæò-
íßı).
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ÌàòðŁöà

� =
h
X1; X2; X3; X4

i
=

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�1 1 �1 1

�2 �3 �2 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 �3 �1

0 0 1 0

0 0 0 1

9
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ íîðìàºüíóþ ôóíäàìåíòàºüíóþ ìàòðŁöó æŁæòåìß; îÆ-
ðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî âßäåºåííßå ýºåìåíòß (çíà÷åíŁÿ æâîÆîäíßı íåŁç-
âåæòíßı) îÆðàçóþò åäŁíŁ÷íóþ ìàòðŁöó ïîðÿäŒà 4. ˛Æøåå ðåłåíŁå X æŁ-
æòåìß âßðàæàåòæÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàºüíóþ ìàòðŁöó ôîðìóºîØ X = �C,

ªäå C =
8
:c1; c2; c3; c4

9
;T

� ïðîŁçâîºüíßØ ÷åòßð…ıŒîìïîíåíòíßØ æòîºÆåö.

ˇðŁìåð 8.4. —åłŁòå æŁæòåìó íåîäíîðîäíßı ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ
8
>>><

>>>:

� 2x2 + 6x3 + 2x4 + 8x5 = �2;

2x1 + x2 + x3 = 1;

� x2 + 3x3 + x4 + 4x5 = �1;

3x1 + x2 + 3x3 + x5 = 0:

—åłåíŁå. —àæłŁðåííàÿ ìàòðŁöà ýòîØ æŁæòåìß

A =

8
>>>>>>>>>>>:

0 �2 6 2 8 �2

2 1 1 0 0 1

0 �1 3 1 4 �1

3 1 3 0 1 0

9
>>>>>>>>>>>;
:

Æßºà ïðŁâåäåíà Œ óïðîø…ííîìó âŁäó â ïðŁìåðå 7.1 (æì. æ. 104):

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 2 0 1 �1

0 1 �3 0 �2 3

0 0 0 1 2 2

0 0 0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;

(çäåæü âßäåºåíß ÆàçŁæíßå æòîºÆöß Ł ŒîýôôŁöŁåíòß ïðŁ ÆàçŁæíßı íåŁç-
âåæòíßı). ÑŁæòåìà óðàâíåíŁØ, æîîòâåòæòâóþøàÿ ýòîØ ìàòðŁöå, Ł æîïóò-
æòâóþøàÿ îäíîðîäíàÿ æŁæòåìà Łìåþò âŁä

(À)

8
><

>:

x1 = � 2x3 � x5 � 1;

x2 = 3x3 + 2x5 + 3;

x4 = � 2x5 + 2;

(`)

8
><

>:

x1 = � 2x3 � x5;

x2 = 3x3 + 2x5;

x4 = � 2x5:

(8.3)
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×àæòíîå ðåłåíŁå íåîäíîðîäíîØ æŁæòåìß ïîºó÷àåì, ïîºàªàÿ â (8.3)(À)
çíà÷åíŁÿ âæåı æâîÆîäíßı íåŁçâåæòíßı ðàâíßìŁ íóºþ:

8
><
>:

x1 = �1;

x2 = 3;

x4 = 2

)

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

x1

x2

x3

x4

x5

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

3

0

2

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

:

˝îðìàºüíîå ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ îäíîðîäíîØ æŁæòå-
ìß ïîºó÷àåì, ïîºàªàÿ â (8.3)(`) æíà÷àºà x3 = 1, x5 = 0, à çàòåì
x3 = 0, x5 = 1:

X1 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�2

3

1

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

; X2 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

2

0

�2

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

:

¨òàŒ, îÆøåå ðåłåíŁå íåîäíîðîäíîØ æŁæòåìß Łìååò âŁä

X =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

3

0

2

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

| {z }
×—˝Ñ

+ c1

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�2

3

1

0

0

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

+ c2

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

�1

2

0

�2

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

| {z }
˛—˛Ñ

:

ˇðŁìåð 8.5. Ñîæòàâüòå æŁæòåìó îäíîðîäíßı ºŁíåØíßı óðàâíåíŁØ, äºÿ

ŒîòîðîØ æòîºÆöß X1 =
8
:1; 2; 3; 4

9
;T

Ł X2 =
8
:5; 6; 7; 8

9
;T

îÆðàçóþò ôóíäà-
ìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ.

—åłåíŁå. ÑîæòàâŁì Łç äàííßı æòîºÆöîâ ìàòðŁöó
8
>>>>>>>>>>>:

1 5 x1

2 6 x2

3 7 x3

4 8 x4

9
>>>>>>>>>>>;

Ł ïðŁâåä…ì å… Œ óïðîø…ííîìó âŁäó:
8
>>>>>>>>>>>:

1 5 x1

2 6 x2

3 7 x3

4 8 x4

9
>>>>>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>>>>>:

1 5 x1

0 �4 �6x1 + 5x2

0 �8 �7x1 + 5x3

0 �12 �8x1 + 5x4

9
>>>>>>>>>>>;
)
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)

8
>>>>>>>>>>>:

�4 0 26x1 � 25y

0 �4 5x2 � 6x1

0 0 �20x1 + 40x2 � 20x3

0 0 �40x1 + 60x2 � 20x4

9
>>>>>>>>>>>;
:

˜ºÿ òîªî ÷òîÆß òðåòŁØ æòîºÆåö ìàòðŁöß Æßº ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁåØ
äâóı ïðåäßäóøŁı, òðåÆóåòæÿ îÆðàøåíŁå â íóºü âßäåºåííßı ýºåìåíòîâ.
—àçäåºŁâ ýòŁ âßðàæåíŁÿ íà (�20) Ł ïðŁðàâíÿâ Łı Œ íóºþ, ïîºó÷àåì Łæ-
Œîìóþ æŁæòåìó óðàâíåíŁØ:

(
x1 � 2x2 + x3 = 0;

2x1 � 3x2 + x4 = 0:

˙àìå÷àíŁå. ˝àØäåííàÿ æŁæòåìà Łìååò óïðîø…ííßØ âŁä; ÆàçŁæíßìŁ
íåŁçâåæòíßìŁ ÿâºÿþòæÿ x3 Ł x4. ˝îðìàºüíîå ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØ-
æòâî ðåłåíŁØ, îòâå÷àþøåå ýòŁì ÆàçŁæíßì íåŁçâåæòíßì, æîæòîŁò Łç
æòîºÆöîâ (ïðîâåðüòå!)

Y1 =

8
>>>>>>>>>>>:

1

0

�1

�2

9
>>>>>>>>>>>;
; Y2 =

8
>>>>>>>>>>>:

0

1

2

3

9
>>>>>>>>>>>;

(âßäåºåíß çíà÷åíŁÿ æâîÆîäíßå íåŁçâåæòíßå). ˝åòðóäíî ïîºó÷Łòü ðàçºî-

æåíŁÿ æòîºÆöîâ X1 =
8
:1; 2; 3; 4

9
;T

Ł X2 =
8
:5; 6; 7; 8

9
;T

(Œîòîðßå òàŒæå
îÆðàçóþò ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ, îäíàŒî íå ÿâºÿþøååæÿ
íîðìàºüíßì) â ºŁíåØíßå ŒîìÆŁíàöŁŁ æòîºÆöîâ ˝ÔÑ— Y1 Ł Y2:

8
>>>>>>>:

Y1 Y2 X1 X2

1 0 1 5
0 1 2 6
�1 2 3 7
�2 3 4 8

9
>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 1 5

0 1 2 6

0 2 4 12

0 3 6 18

9
>>>>>>>>>>>;
)

8
>>>>>>>>>>>:

1 0 1 5

0 1 2 6

0 0 0 0

0 0 0 0

9
>>>>>>>>>>>;
;

ò.å. X1 = Y1 + 2Y2, X2 = 5Y1 + 6Y2.

4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

8.1. ˜ºÿ æºåäóþøŁı îäíîðîäíßı æŁæòåì óïðîø…ííîªî âŁäà óŒàæŁòå Æà-
çŁæíßå Ł æâîÆîäíßå íåŁçâåæòíßå, íàØäŁòå ÔÑ— Ł çàïŁłŁòå îÆøåå ðåłå-
íŁå:

(à) x1 + x2 = 0;

(Æ) x1 + x2 + x3 = 0;
(ª)

(
x1 + x3 + x4 = 0;

x2 + x3 + x4 = 0;

(â)

(
x1 + x3 = 0;

x2 + x3 = 0;
(ä)

(
x1 + x2 + x3 = 0;

x1 � x2 + x4 = 0:
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8.2. ˜ºÿ æºåäóþøŁı íåîäíîðîäíßı æŁæòåì óïðîø…ííîªî âŁäà óŒàæŁòå
ÆàçŁæíßå Ł æâîÆîäíßå íåŁçâåæòíßå, çàïŁłŁòå îÆøåå ðåłåíŁå:

(à) x1 + x2 = 1;

(Æ) x1 + x2 + x3 = 1;
(ª)

(
x1 + x3 + x4 = 1;

x2 + x3 + x4 = 2;

(â)

(
x1 + x3 = 1;

x2 + x3 = 2;
(ä)

(
x1 + x2 + x3 = 1;

x1 � x2 + x4 = 2:

8.3. —åłŁòå æºåäóþøŁå îäíîðîäíßå æŁæòåìß ïðŁ ïîìîøŁ àºªîðŁòìà
à̂óææà�˘îðäàíà (æì. çàäà÷ó 7.1):

(à)

(
2x1 + x2 + 3x3 + 5x4 = 0;

3x1 + 2x2 + 4x3 + 7x4 = 0;
(Æ)

8
><
>:

2x1 � x2 + 8x3 + 3x4 + 13x5 = 0;

2x2 � 4x3 + 4x4 � 4x5 = 0;

5x1 + x2 + 13x3 � 3x4 + 8x5 = 0;

(â)

8
><
>:

4x1 � x2 � 7x3 + 5x4 � x5 + 4x6 = 0;

�2x1 + 3x2 + 11x3 � 3x3 � 11x4 � 6x5 + 4x6 = 0;

x1 + 2x2 + 5x3 + x3 + x4 + 5x5 � x6 = 0;

(ª)

8
>>>>><
>>>>>:

2x1 + x2 + 4x3 + x4 � x5 + 5x6 + x7 = 0;

�x1 + 2x2 � 7x3 + 3x4 + 10x5 + 2x6 � 5x7 = 0;

3x1 + 9x3 + x4 � 4x5 + 8x6 + x7 = 0;

2x1 � x2 + 8x3 + 2x4 � x5 + 9x6 � 3x7 = 0;

3x1 + x2 + 7x3 + x4 � 3x5 + 7x6 + 2x7 = 0:

8.4. —åłŁòå æºåäóþøŁå íåîäíîðîäíßå æŁæòåìß ïðŁ ïîìîøŁ àºªîðŁòìà
à̂óææà�˘îðäàíà (æì. çàäà÷ó 7.1):

(à)

(
2x1 + x2 + 3x3 = 5;

3x1 + 2x2 + 4x3 = 7;
(Æ)

8
><
>:

2x1 � x2 + 8x3 + 3x4 = 13;

2x2 � 4x3 + 4x4 = �4;

5x1 + x2 + 13x3 � 3x4 = 8;

(â)

8
><
>:

4x1 � x2 � 7x3 + 5x4 � x5 = 4;

�2x1 + 3x2 + 11x3 � 3x3 � 11x4 � 6x5 = 4;

x1 + 2x2 + 5x3 + x3 + x4 + 5x5 = �1;

(ª)

8
>>>>><
>>>>>:

2x1 + x2 + 4x3 + x4 � x5 + 5x6 = 1;

�x1 + 2x2 � 7x3 + 3x4 + 10x5 + 2x6 = �5;

3x1 + 9x3 + x4 � 4x5 + 8x6 = 1;

2x1 � x2 + 8x3 + 2x4 � x5 + 9x6 = �3;

3x1 + x2 + 7x3 + x4 � 3x5 + 7x6 = 2:
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8.5. ˜àíß æòîºÆöß

X1 =

8
>>>>>>>>>>>:

1

�1

2

3

9
>>>>>>>>>>>;
; X2 =

8
>>>>>>>>>>>:

3

2

0

1

9
>>>>>>>>>>>;
; X3 =

8
>>>>>>>>>>>:

�2

3

1

0

9
>>>>>>>>>>>;
:

Ñîæòàâüòå îäíîðîäíóþ æŁæòåìó, ôóíäàìåíòàºüíîå æåìåØæòâî ðåłåíŁØ Œî-
òîðîØ æîæòîŁò Łç æòîºÆöîâ (à) X1; (Æ) X1, X2; (â) X1, X2, X3.

8.6. ˜àíß æòîºÆöß

X1 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

2

1

1

0

�1

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

; X2 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

3

1

0

�1

2

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

; X3 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

1

1

�1

2

3

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

; X4 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>:

0

0

0

1

1

9
>>>>>>>>>>>>>>>;

:

Ñîæòàâüòå îäíîðîäíóþ æŁæòåìó, ôóíäàìåíòàºüíàÿ æîâîŒóïíîæòü ðåłåíŁØ
ŒîòîðîØ æîæòîŁò Łç æòîºÆöîâ (à) X1; (Æ) X1, X2; (â) X1, X2, X3; (ª) X1,
X2, X3, X4.



ˆ¸À´À 9

´åŒòîðíàÿ àºªåÆðà

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ˝åŒîòîðßå ïîíÿòŁÿ Łç łŒîºüíîªî Œóðæà ªåîìåòðŁŁ.
ˇðåäïîºàªàåòæÿ, ÷òî Łç Œóðæà ªåîìåòðŁŁ æðåäíåØ łŒîºß ÷Łòàòåºþ Łç-
âåæòíß îæíîâíßå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß. ˝àïîìíŁì íåŒîòîðßå
Łç íŁı.

˛æíîâíßìŁ íåîïðåäåºÿåìßìŁ ïîíÿòŁÿìŁ â ªåîìåòðŁŁ1 ÿâºÿþòæÿ
òî÷ŒŁ, ïðÿìßå Ł ïºîæŒîæòŁ. Òî÷ŒŁ îÆîçíà÷àåì ïðîïŁæíßìŁ ºàòŁíæŒŁ-
ìŁ ÆóŒâàìŁ (A, B, . . . ), ïðÿìßå � æòðî÷íßìŁ ºàòŁíæŒŁìŁ ÆóŒâàìŁ (a,
b, . . . ), ïºîæŒîæòŁ � æòðî÷íßìŁ ªðå÷åæŒŁìŁ ÆóŒâàìŁ (�, �, . . . ). ˇðÿìàÿ,
ïðîıîäÿøàÿ ÷åðåç òî÷ŒŁ A Ł B, îÆîçíà÷àåòæÿ òàŒæå (AB); ïºîæŒîæòü,
ïðîıîäÿøàÿ ÷åðåç òî÷ŒŁ A, B Ł C, îÆîçíà÷àåòæÿ (ABC).

ÒåðìŁí ¾ïàðàººåºüíîæòü¿ Æóäåì Łæïîºüçîâàòü â ðàæłŁðåííîì æìßæ-
ºå: äâå ïðÿìßå a Ł b íàçßâàþòæÿ ïàðàººåºüíßìŁ (îÆîçíà÷åíŁå a k b), åæºŁ
îíŁ ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ Ł íå Łìåþò îÆøŁı òî÷åŒ ºŁÆî åæºŁ îíŁ æîâ-
ïàäàþò. ÀíàºîªŁ÷íî, äâå ïºîæŒîæòŁ � Ł � íàçßâàþòæÿ ïàðàººåºüíßìŁ
(îÆîçíà÷åíŁå � k �), åæºŁ îíŁ íå Łìåþò îÆøŁı òî÷åŒ ºŁÆî æîâïàäàþò.

ˇºîæŒîæòü � Ł ïðÿìàÿ a íàçßâàþòæÿ ïàðàººåºüíßìŁ, åæºŁ îíŁ ºŁÆî
íå Łìåþò îÆøŁı òî÷åŒ, ºŁÆî ïðÿìàÿ ºåæŁò â ïºîæŒîæòŁ. `óäåì æ÷Łòàòü
ïî îïðåäåºåíŁþ, ÷òî åæºŁ � k a, òî a k � Ł íàîÆîðîò.

˛òðåçîŒ [AB] � ýòî ìíîæåæòâî, æîæòîÿøåå Łç òî÷åŒ A Ł B Ł âæåı
òî÷åŒ ïðÿìîØ (AB), ºåæàøŁı ìåæäó2 A Ł B. ˚àæäîìó îòðåçŒó [AB]
æòàâŁòæÿ â æîîòâåòæòâŁå íåîòðŁöàòåºüíîå ÷Łæºî, íàçßâàåìîå äºŁíîØ ýòîªî
îòðåçŒà (ŁºŁ ðàææòîÿíŁåì ìåæäó òî÷ŒàìŁ A Ł B) Ł îÆîçíà÷àåìîå jABj.
˜ºŁíà îòðåçŒà îÆºàäàåò æºåäóþøŁìŁ æâîØæòâàìŁ:

(1) jABj = jBAj äºÿ ºþÆßı òî÷åŒ A Ł B;
(2) jABj > 0 äºÿ ºþÆßı òî÷åŒ A Ł B, ïðŁ÷…ì jABj = 0 òîªäà Ł òîºüŒî

òîªäà, Œîªäà A = B;
(3) jABj 6 jACj + jCBj äºÿ ºþÆßı òî÷åŒ A, B Ł C, ïðŁ÷…ì
jABj = jACj+ jCBj òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà C 2 [AB].

¸þÆàÿ òî÷Œà A, ºåæàøàÿ íà ïðÿìîØ a, ðàçÆŁâàåò ýòó ïðÿìóþ íà äâà
ºó÷à a1 Ł a2 æ íà÷àºîì â òî÷ŒåA; ýòŁ ºó÷Ł íàçßâàþòæÿ äîïîºíŁòåºüíßìŁ
äðóª Œ äðóªó. Òî÷Œà A ïðŁíàäºåæŁò îÆîŁì ºó÷àì.

1Òî÷íåå, â ŁçºîæåíŁŁ ªåîìåòðŁŁ, îæíîâàííîì íà àŒæŁîìàòŁŒå ¯âŒºŁäà�
ˆŁºüÆåðòà.

2¾¸åæàòü ìåæäó¿ � îäíî Łç îæíîâíßı íåîïðåäåºÿåìßı îòíîłåíŁØ â æıåìå
¯âŒºŁäà�ˆŁºüÆåðòà.

130
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˜âå òî÷ŒŁ B 6= A Ł C 6= A ïðŁíàäºå-
æàò îäíîìó ºó÷ó òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œî-
ªäà A =2 [BC], Ł ïðŁíàäºåæàò äîïîºíŁòåºü-
íßì ºó÷àì òîºüŒî òîªäà, Œîªäà A 2 [BC].

A CB

—Łæ. 9.1.

¸ó÷ æ íà÷àºîì â òî÷Œå A, íà Œîòîðîì ºåæŁò òî÷Œà B 6= A, îÆîçíà÷à-
åòæÿ [AB).

˜âà ºó÷à, ºåæàøŁå íà îäíîØ ïðÿìîØ, íàçßâàþòæÿ îäŁíàŒîâî íàïðàâ-
ºåííßìŁ, åæºŁ Łı ïåðåæå÷åíŁå ÿâºÿåòæÿ ºó÷îì, Ł ïðîòŁâîïîºîæíî íà-
ïðàâºåííßìŁ â ïðîòŁâíîì æºó÷àå. ÒàŒ, ºó÷Ł [CA) Ł [AB) íà ðŁæ. 9.1
îäŁíàŒîâî íàïðàâºåíß, à ºó÷Ł [CB) Ł [AC) � ïðîòŁâîïîºîæíî íàïðàâ-
ºåíß.

˚àæäàÿ ïðÿìàÿ a, ºåæàøàÿ â ïºîæŒîæòŁ �, ðàçÆŁâàåò ýòó ïºîæŒîæòü
íà äâå ïîºóïºîæŒîæòŁ �1 Ł �2; Æóäåì ªîâîðŁòü, ÷òî ýòŁ ïîºóïºîæŒîæòŁ
îïðåäåºÿþòæÿ ïðÿìîØ a. Ñàìà ïðÿìàÿ a ïðŁíàäºåæŁò îÆåŁì ïîºóïºîæ-
Œîæòÿì. ˜âå òî÷ŒŁ A Ł B ºåæàò â îäíîØ ïîºóïºîæŒîæòŁ, îïðåäåºÿåìîØ
ïðÿìîØ a, òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà [AB] \ a = ? (æì. ðŁæ. 9.2).

�

A
B

C�1

�2

a

—Łæ. 9.2

P
R

Q

S

T

—Łæ. 9.3

˜âà ºó÷à [AB) Ł [CD), ºåæàøŁå íà ïàðàººåºüíßı ïðÿìßı, ºåæàò
òàŒæå â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ. ¸ó÷Ł [AB) Ł [CD) íàçßâàþòæÿ îäŁíàŒîâî íà-
ïðàâºåííßìŁ, ŁºŁ æîíàïðàâºåííßìŁ (îÆîçíà÷åíŁå [AB) "" [CD)), åæºŁ
îíŁ ºåæàò â îäíîØ ïîºóïºîæŒîæòŁ, îïðåäåºÿåìîØ ïðÿìîØ (AC), Ł ïðî-
òŁâîïîºîæíî íàïðàâºåííßìŁ ([AB) "# [CD)), åæºŁ îíŁ ºåæàò â ðàçíßı
ïîºóïºîæŒîæòÿı. ÒàŒ, íà ðŁæ. 9.3 [PQ) "" [RS), [PQ) "# [RT ).

˛òíîłåíŁå æîíàïðàâºåííîæòŁ ºó÷åØ ÿâºÿåòæÿ îòíîłåíŁåì ýŒâŁâà-
ºåíòíîæòŁ.

¯æºŁ íà ïðÿìîØ a âßÆðàíß òðŁ òî÷ŒŁ A, B, C (A ºåæŁò ìåæäó B
Ł C), òî ºó÷Ł [AB) Ł [AC) ïðîòŁâîïîºîæíî íàïðàâºåíß; ºþÆîØ äðóªîØ
ºó÷, ºåæàøŁØ íà ýòîØ ïðÿìîØ, æîíàïðàâºåí ºŁÆî æ [AB), ºŁÆî æ [AC).
ÒàŒŁì îÆðàçîì, íà ïðÿìîØ a ìîæíî îïðåäåºŁòü äâà âçàŁìíî ïðîòŁâî-
ïîºîæíßı íàïðàâºåíŁÿ (îðŁåíòàöŁŁ), Œàæäîå Łç Œîòîðßı ïðåäæòàâºÿåò
æîÆîØ ìíîæåæòâî âæåı ºó÷åØ, æîíàïðàâºåííßı ºŁÆî æ [AB), ºŁÆî æ [AC).

¯æºŁ íà ïðÿìîØ l âßÆðàíî îäíî Łç äâóı âîçìîæíßı íàïðàâºåíŁØ, òî
ýòà ïðÿìàÿ íàçßâàåòæÿ îðŁåíòŁðîâàííîØ ïðÿìîØ, ŁºŁ îæüþ, Ł îÆîçíà÷à-

åòæÿ ~l.
˝à ÷åðòåæàı ïîºîæŁòåºüíßì íàïðàâºåíŁåì æ÷Łòàåòæÿ íàïðàâºåíŁå

æºåâà íàïðàâî ŁºŁ æíŁçó ââåðı. —àçóìååòæÿ, íŁŒàŒîªî òî÷íîªî ìàòåìàòŁ-
÷åæŒîªî æìßæºà òàŒîØ òåðìŁí íå Łìååò, à Łæïîºüçóåòæÿ ºŁłü äºÿ íàªºÿä-
íîæòŁ.
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`. ˝àïðàâºåííßå îòðåçŒŁ.

9.1. ˛ïðåäåºåíŁå. ˝àïðàâºåííßì îòðåçŒîì
��!
AB íàçßâàåòæÿ óïîðÿäî-

÷åííàÿ ïàðà òî÷åŒ A Ł B, ïåðâàÿ A Łç Œîòîðßı íàçßâàåòæÿ íà÷àºîì, à

âòîðàÿ B � Œîíöîì íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà
��!
AB. ˝à ÷åðòåæå íàïðàâºåí-

íßØ îòðåçîŒ ŁçîÆðàæàåòæÿ æòðåºŒîØ, íà÷ŁíàþøåØæÿ â òî÷Œå A Ł çàŒàí-
÷ŁâàþøåØæÿ â òî÷Œå B. ¯æºŁ òî÷ŒŁ A Ł B æîâïàäàþò, òî íàïðàâºåííßØ

îòðåçîŒ
��!
AB (òî÷íåå,

�!
AA) íàçßâàåòæÿ âßðîæäåííßì ŁºŁ íóºåâßì Ł îÆî-

çíà÷àåòæÿ 0A.

˝àïðàâºåííßØ îòðåçîŒ
��!
AB íàçßâàþò òàŒæå æâÿçàííßì âåŒòîðîì, à

åªî íà÷àºî A� òî÷ŒîØ ïðŁºîæåíŁÿ.

î̂âîðÿò, ÷òî íàïðàâºåííßØ îòðåçîŒ
��!
AB ïàðàººåºåí ïðÿìîØ a (ïºîæ-

ŒîæòŁ �), åæºŁ ïðÿìàÿ (AB) ïàðàººåºüíà ïðÿìîØ a (æîîòâåòæòâåííî, ïºîæ-

ŒîæòŁ �) ºŁÆî
��!
AB = 0A.

˝àïðàâºåííßå îòðåçŒŁ
���!
A1B1, . . . ,

���!
AkBk íàçßâàþòæÿ ŒîººŁíåàðíßìŁ

(ŒîìïºàíàðíßìŁ), åæºŁ âæå îíŁ ïàðàººåºüíß îäíîØ Ł òîØ æå ïðÿìîØ
(æîîòâåòæòâåííî, ïºîæŒîæòŁ).

˜ºŁíîØ j��!ABj íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà
��!
AB íàçßâàåòæÿ äºŁíà jABj îò-

ðåçŒà [AB]; ÷àæòî äºÿ ŒðàòŒîæòŁ âìåæòî j��!ABj ïŁłóò jABj. ˛÷åâŁäíî,
äºŁíà íóºåâîªî íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà ðàâíà íóºþ.

O 1

~l

—Łæ. 9.4.

˛æüþ ŒîîðäŁíàò íàçßâàåòæÿ îæü, íà
ŒîòîðîØ çàôŁŒæŁðîâàíß íåŒîòîðàÿ òî÷Œà
O, íàçßâàåìàÿ íà÷àºîì ŒîîðäŁíàò, Ł ìàæ-
łòàÆíßØ íàïðàâºåííßØ îòðåçîŒ, äºŁíà Œî-
òîðîªî ïîºàªàåòæÿ ðàâíîØ åäŁíŁöå; ÷àæòî
ýòîò îòðåçîŒ íàçßâàþò îðòîì ðàææìàòðŁ-
âàåìîØ îæŁ (æì. ðŁæ. 9.4).

˝åíóºåâßå íàïðàâºåííßå îòðåçŒŁ
��!
AB Ł

��!
CD íàçßâàþòæÿ îäŁíàŒîâî

íàïðàâºåííßìŁ, ŁºŁ æîíàïðàâºåííßìŁ (îÆîçíà÷åíŁå
��!
AB "" ��!CD), åæºŁ æî-

íàïðàâºåíß ºó÷Ł [AB) Ł [CD), Ł ïðîòŁâîïîºîæíî íàïðàâºåííßìŁ (îÆî-

çíà÷åíŁå
��!
AB "# ��!CD), åæºŁ ºó÷Ł [AB) Ł [CD) Łìåþò ïðîòŁâîïîºîæíîå

íàïðàâºåíŁå.
˛òíîłåíŁå æîíàïðàâºåííîæòŁ íàïðàâºåííßı îòðåçŒîâ ÿâºÿåòæÿ

îòíîłåíŁåì ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ.
˝àïðàâºåííßå îòðåçŒŁ

��!
AB Ł

��!
CD íàçßâàþòæÿ ðàâíßìŁ, åæºŁ æåðåäŁ-

íß îòðåçŒîâ [AD] Ł [BC] æîâïàäàþò; îÆîçíà÷åíŁå
��!
AB =

��!
CD. ˝à ðŁæ. 9.5

ŁçîÆðàæåíß âæå âîçìîæíßå æºó÷àŁ âçàŁìíîªî ðàæïîºîæåíŁÿ ðàâíßı íà-
ïðàâºåííßı îòðåçŒîâ.

¨ç æâîØæòâ ïàðàººåºîªðàììà æºåäóåò, ÷òî íåíóºåâßå íàïðàâºåííßå
îòðåçŒŁ, íå ºåæàøŁå íà îäíîØ ïðÿìîØ, ðàâíß òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà
÷åòßð…ıóªîºüíŁŒ ABDC � ïàðàººåºîªðàìì.

˛òìåòŁì, ÷òî ïîíÿòŁå ðàâåíæòâà íàïðàâºåííßı îòðåçŒîâ îòºŁ÷à-
åòæÿ îò ïîíÿòŁÿ ðàâåíæòâà ÷Łæåº: äâà ÷Łæºà íàçßâàþòæÿ ðàâíßìŁ, åæºŁ
îíŁ æîâïàäàþò; äâà íàïðàâºåííßı îòðåçŒà ìîªóò Æßòü ðàâíßìŁ, íî ïðŁ
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A

A

A

A

A

B

B

B

BB

C

C

C

C

C

D

D

D

DD

O

O

O

O

O

—Łæ. 9.5

ýòîì íå æîâïàäàòü, Æóäó÷Ł îòºîæåííßìŁ îò ðàçíßı òî÷åŒ. `îºåå òîªî, ïî-
íÿòŁå ðàâåíæòâà íàïðàâºåííßı îòðåçŒîâ ìîæåò Æßòü ââåäåíî Łíà÷å, ÷åì
ýòî Æßºî æäåºàíî âßłå, Ł â ðåçóºüòàòå ïîºó÷Łòæÿ îÆœåŒò æ æîâåðłåííî
ŁíßìŁ æâîØæòâàìŁ (íàïðŁìåð, æŒîºüçÿøŁØ âåŒòîð).

9.2. Òåîðåìà. ˝àïðàâºåííßå îòðåçŒŁ
��!
AB Ł

��!
CD ðàâíß òîªäà Ł òîºüŒî

òîªäà, Œîªäà îíŁ Łìåþò îäŁíàŒîâßå äºŁíß Ł îäŁíàŒîâßå íàïðàâºåíŁÿ:
��!
AB =

��!
CD () j��!ABj = j��!CDj Ł

��!
AB "" ��!CD:

9.3. Òåîðåìà (îÆ îòŒºàäßâàíŁŁ íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà). ˜ºÿ ºþÆîªî

íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà
��!
AB Ł ºþÆîØ òî÷ŒŁ C æóøåæòâóåò òàŒàÿ åäŁí-

æòâåííàÿ òî÷Œà D, ÷òî
��!
AB =

��!
CD. ¨íßìŁ æºîâàìŁ, íàïðàâºåííßØ îò-

ðåçîŒ ìîæíî ïåðåíåæòŁ â ºþÆóþ òî÷Œó (ŁºŁ îòºîæŁòü îò ºþÆîØ òî÷-
ŒŁ).

´. ˇîíÿòŁå âåŒòîðà. ´åŒòîðîì (ŁºŁ æâîÆîäíßì âåŒòîðîì), ïî-

ðîæä…ííßì íàïðàâºåííßì îòðåçŒîì
��!
AB, íàçßâàåòæÿ Œºàææ ýŒâŁâàºåíò-

íîæòŁ [
��!
AB] ýòîªî íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà îòíîæŁòåºüíî îòíîłåíŁÿ ýŒâŁ-

âàºåíòíîæòŁ, îïðåäåº…ííîªî ŒàŒ ðàâåíæòâî íàïðàâºåííßı îòðåçŒîâ. ´åŒ-
òîðß îÆß÷íî îÆîçíà÷àþòæÿ æòðî÷íßìŁ ïîºóæŁðíßìŁ ÆóŒâàìŁ: a, b,
c Ł ò. ä.

˛òºîæŁòü âåŒòîð a îò òî÷ŒŁ A îçíà÷àåò ïîæòðîŁòü íàïðàâºåííßØ

îòðåçîŒ
��!
AB æ íà÷àºîì â òî÷Œå A, âıîäÿøŁØ â Œºàææ ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ,

îïŁæßâàåìßØ âåŒòîðîì a, ŁºŁ, ÷òî òî æå, òàŒîØ, ÷òî [
��!
AB] = a. ˝à-

ïðàâºåííßØ îòðåçîŒ
��!
AB íàçßâàåòæÿ ïðåäæòàâŁòåºåì ŁºŁ ðåàºŁçàöŁåØ

âåŒòîðà a. î̂âîðÿò òàŒæå, ÷òî íàïðàâºåííßØ îòðåçîŒ
��!
AB ïîºó÷åí îò-

ŒºàäßâàíŁåì âåŒòîðà a îò òî÷ŒŁ A.
˝óºåâîØ âåŒòîð � ýòî Œºàææ ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ íóºåâîªî íàïðàâºåííî-

ªî îòðåçŒà; îÆîçíà÷åíŁå íóºåâîªî âåŒòîðà 0. ßæíî, ÷òî äºÿ ºþÆîØ òî÷ŒŁ A

íàïðàâºåííßØ îòðåçîŒ
�!
AA ÿâºÿåòæÿ ðåàºŁçàöŁåØ íóºåâîªî âåŒòîðà.

˜ºŁíà âåŒòîðà a � ýòî äºŁíà ºþÆîªî íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà, ÿâºÿþ-
øåªîæÿ åªî ïðåäæòàâŁòåºåì; îÆîçíà÷åíŁå jaj. ÀíàºîªŁ÷íßì îÆðàçîì, ìß
ìîæåì ªîâîðŁòü î æîíàïðàâºåííßı Ł ïðîòŁâîïîºîæíî íàïðàâºåííßı âåŒ-
òîðàı, î ŒîººŁíåàðíßı Ł Œîìïºàíàðíßı âåŒòîðàı Ł ò. ï.
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ˆ. ¸ŁíåØíßå îïåðàöŁŁ íàä âåŒòîðàìŁ: æºîæåíŁå Ł óìíîæå-
íŁå íà ÷Łæºî. Ñóììà äâóı âåŒòîðîâ a Ł b � ýòî âåŒòîð, îÆîçíà÷àå-
ìßØ a + b = c Ł îïðåäåºÿåìßØ îäíŁì Łç æºåäóþøŁı äâóı æïîæîÆîâ (æì.
ðŁæ. 9.6).

(1) ˇðàâŁºî òðåóªîºüíŁŒà. ˛òºîæŁì âåŒòîð a îò òî÷ŒŁ A, ïîºó÷Łì íà-

ïðàâºåííßØ îòðåçîŒ
��!
AB; îòºîæŁì âåŒòîð b îò òî÷ŒŁ B, ïîºó÷Łì

íàïðàâºåííßØ îòðåçîŒ
��!
BC. ˚ºàææ ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ c = [

�!
AC] íàïðàâ-

ºåííîªî îòðåçŒà
�!
AC íàçßâàåòæÿ æóììîØ âåŒòîðîâ a Ł b.

(2) ˇðàâŁºî ïàðàººåºîªðàììà. ˛òºîæŁì âåŒòîðß a Ł b îò òî÷ŒŁ O, ïî-

ºó÷Łì íàïðàâºåííßå îòðåçŒŁ
�!
OA Ł

��!
OB. ˇðîâåä…ì ÷åðåç òî÷Œó A

ïðÿìóþ, ïàðàººåºüíóþ (OB), à ÷åðåç òî÷Œó B � ïðÿìóþ, ïàðàººåºü-
íóþ (OA). ˇóæòü C � òî÷Œà ïåðåæå÷åíŁÿ ïîæòðîåííßı ïðÿìßı. ˚ºàææ

ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ c = [
��!
OC] íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà

��!
OC íàçßâàåòæÿ

æóììîØ âåŒòîðîâ a Ł b.

O

A

A

B

B

C

C

a

a

b
b

a + ba + b

—Łæ. 9.6. ÑºîæåíŁå âåŒòîðîâ

ˇðîŁçâåäåíŁåì âåŒòîðà a íà âåøåæòâåííîå ÷Łæºî � íàçßâàåòæÿ âåŒ-
òîð �a, îïðåäåºÿåìßØ æºåäóþøŁì îÆðàçîì: äºŁíà âåŒòîðà �a ðàâíà���a

�� = j�j � jaj;
à åªî íàïðàâºåíŁå æîâïàäàåò æ íàïðàâºåíŁåì âåŒòîðà a, åæºŁ � > 0, Ł
ïðîòŁâîïîºîæíî íàïðàâºåíŁþ âåŒòîðà a, åæºŁ � < 0. ¯æºŁ æå � = 0, òî
0 � a = 0.

ÑºîæåíŁå âåŒòîðîâ Ł óìíîæåíŁå âåŒòîðà íà ÷Łæºî íàçßâàþòæÿ ºŁ-
íåØíßìŁ îïåðàöŁÿìŁ íàä âåŒòîðàìŁ. ˇðŁ ïîìîøŁ ºŁíåØíßı îïåðàöŁØ Łç
âåŒòîðîâ ìîæíî æòðîŁòü Æîºåå æºîæíßå ŒîíæòðóŒöŁŁ, íàçßâàåìßå ºŁíåØ-
íßìŁ ŒîìÆŁíàöŁÿìŁ. ˇóæòü a1; : : : ;ak � íåŒîòîðßå âåŒòîðß, �1; : : : ; �k �
âåøåæòâåííßå ÷Łæºà (çäåæü âåðıíŁå ŁíäåŒæß îÆîçíà÷àþò íîìåðà, à íå ïî-
ŒàçàòåºŁ æòåïåíŁ!). ¸ŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁåØ âåŒòîðîâ a1; : : : ;ak æ Œîýô-
ôŁöŁåíòàìŁ �1; : : : ; �k íàçßâàåòæÿ âåŒòîð �1a1 + � � �+ �kak.

9.4. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà ºŁíåØíßı îïåðàöŁØ íàä âåŒòîðàìŁ:

(1) ŒîììóòàòŁâíîæòü æºîæåíŁÿ: äºÿ âæåı âåŒòîðîâ a Ł b

a + b = b + a;

(2) àææîöŁàòŁâíîæòü æºîæåíŁÿ: äºÿ âæåı âåŒòîðîâ a, b Ł c

(a + b) + c = a + (b + c);
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(3) æâîØæòâî íóºåâîªî âåŒòîðà: äºÿ ºþÆîªî âåŒòîðà a

a + 0 = a;

(4) æóøåæòâîâàíŁå ïðîòŁâîïîºîæíîªî âåŒòîðà: äºÿ ºþÆîªî âåŒòîðà a
æóøåæòâóåò òàŒîØ âåŒòîð a0, ÷òî

a + a0 = 0;

(5) æâîØæòâî åäŁíŁöß: äºÿ ºþÆîªî âåŒòîðà a

1 � a = a;

(6) àææîöŁàòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ íà ÷Łæºî: äºÿ ºþÆîªî âåŒòîðà a Ł ºþ-
Æßı ÷Łæåº � Ł �

(��)a = � (�a) ;

(7) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ íà ÷Łæºî îòíîæŁòåºüíî æºîæåíŁÿ
âåŒòîðîâ: äºÿ ºþÆßı âåŒòîðîâ a Ł b Ł ºþÆîªî ÷Łæºà �

� (a + b) = �a + �b;

(8) äŁæòðŁÆóòŁâíîæòü óìíîæåíŁÿ íà ÷Łæºî îòíîæŁòåºüíî æºîæåíŁÿ
÷Łæåº: äºÿ ºþÆîªî âåŒòîðà a Ł ºþÆßı ÷Łæåº � Ł �

(�+ �)a = �a + �a:

˜. `àçŁæß Ł ŒîîðäŁíàòß. ´åŒòîðß íàçßâàþòæÿ ŒîººŁíåàðíßìŁ,
åæºŁ ŒîººŁíåàðíß íàïðàâºåííßå îòðåçŒŁ, ÿâºÿþøŁåæÿ Łı ïðåäæòàâŁòå-
ºÿìŁ. ¯æºŁ ŒîººŁíåàðíßå âåŒòîðß îòºîæŁòü îò îÆøåªî íà÷àºà, ïîºó÷Łì
íàïðàâºåííßå îòðåçŒŁ, ºåæàøŁå íà îäíîØ ïðÿìîØ.

´åŒòîðß íàçßâàþòæÿ ŒîìïºàíàðíßìŁ, åæºŁ Œîìïºàíàðíß íàïðàâºåí-
íßå îòðåçŒŁ, ÿâºÿþøŁåæÿ Łı ïðåäæòàâŁòåºÿìŁ. ¯æºŁ Œîìïºàíàðíßå âåŒ-
òîðß îòºîæŁòü îò îÆøåªî íà÷àºà, ïîºó÷Łì íàïðàâºåííßå îòðåçŒŁ, ºåæà-
øŁå â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ.

9.5. Òåîðåìà (ŒðŁòåðŁŁ ŒîººŁíåàðíîæòŁ Ł ŒîìïºàíàðíîæòŁ).

1. ˜ºÿ òîªî, ÷òîÆß äâà âåŒòîðà a; b ÆßºŁ ŒîººŁíåàðíß, íåîÆıîäŁìî Ł
äîæòàòî÷íî, ÷òîÆß æóøåæòâîâàºŁ òàŒŁå ÷Łæºà �; �, íå ðàâíßå îäíî-
âðåìåííî íóºþ, ÷òî �a + �b = 0.

2. ˜ºÿ òîªî, ÷òîÆß òðŁ âåŒòîðà a; b; c ÆßºŁ Œîìïºàíàðíß, íåîÆıîäŁìî
Ł äîæòàòî÷íî, ÷òîÆß æóøåæòâîâàºŁ òàŒŁå ÷Łæºà �; �; 
 íå ðàâíßå
îäíîâðåìåííî íóºþ, ÷òî �a + �b + 
c = 0.

9.6. ˛ïðåäåºåíŁå. `àçŁæîì íà ïºîæŒîæòŁ Æóäåì íàçßâàòü ïðîŁçâîºü-
íóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó íåŒîººŁíåàðíßı âåŒòîðîâ a1;a2. ¯æºŁ íà ïºîæ-
ŒîæòŁ çàäàí ŒàŒîØ-ºŁÆî ÆàçŁæ a1;a2, òî ºþÆîØ âåŒòîð íà ýòîØ ïºîæŒîæòŁ
ìîæíî ïðåäæòàâŁòü â âŁäå ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ

x = x1a1 + x2a2:

Ýòî æîîòíîłåíŁå íàçßâàåòæÿ ðàçºîæåíŁåì âåŒòîðà x ïî ÆàçŁæó a1;a2,
à ÷Łæºà x1; x2 � ŒîîðäŁíàòàìŁ âåŒòîðà x â ÆàçŁæå a1;a2. ˚îîðäŁíàòß
âåŒòîðà ïðŁíÿòî íóìåðîâàòü âåðıíŁìŁ ŁíäåŒæàìŁ Ł çàïŁæßâàòü â âŁäå
æòîºÆöà Łç ÷Łæåº 8

>>>:
x1

x2

9
>>>; :
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´ïðî÷åì, ÷àæòî äºÿ ýŒîíîìŁŁ ìåæòà ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà çàïŁæßâàþò Ł â
æòðîŒó; ýòî íåæóøåæòâåííî, åæºŁ ïðŁ ïðîâåäåíŁŁ âß÷ŁæºåíŁØ íå Łæïîºü-
çóåòæÿ ìàòðŁ÷íàÿ òåıíŁŒà.

`àçŁæîì â ïðîæòðàíæòâå Æóäåì íàçßâàòü ïðîŁçâîºüíóþ óïîðÿäî-
÷åííóþ òðîØŒó íåŒîìïºàíàðíßı âåŒòîðîâ a1;a2;a3. ¸þÆîØ âåŒòîð ïðî-
æòðàíæòâà ìîæíî ïðåäæòàâŁòü â âŁäå ºŁíåØíîØ ŒîìÆŁíàöŁŁ ÆàçŁæíßı âåŒ-
òîðîâ

x = x1a1 + x2a2 + x3a3;

ýòî æîîòíîłåíŁå íàçßâàåòæÿ ðàçºîæåíŁåì âåŒòîðà x ïî ÆàçŁæó a1;a2;a3,
à ÷Łæºà x1; x2; x3 � ŒîîðäŁíàòàìŁ âåŒòîðà x â ÆàçŁæå a1;a2;a3. ˚îîðäŁ-
íàòß âåŒòîðà Æóäåì çàïŁæßâàòü â âŁäå æòîºÆöà Łç ÷Łæåº (x1; x2; x3)T .

˛ðòîíîðìŁðîâàííßØ ÆàçŁæ � ýòî ÆàçŁæ, æîæòîÿøŁØ Łç åäŁíŁ÷íßı ïî-
ïàðíî ïåðïåíäŁŒóºÿðíßı âåŒòîðîâ.

9.7. Òåîðåìà. —àçºîæåíŁå âåŒòîðà ïî ÆàçŁæó åäŁíæòâåííî, ò.å. íàÆîð
ŒîîðäŁíàò âåŒòîðîâ â Œàæäîì ÆàçŁæå îïðåäåºåí îäíîçíà÷íî.

9.8. Òåîðåìà. ¯æºŁ x1, x2, x3 � ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà x, à y1, y2, y3 �
ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà y îòíîæŁòåºüíî íåŒîòîðîªî ÆàçŁæà, òî â òîì æå
ÆàçŁæå âåŒòîð x+y Łìååò ŒîîðäŁíàòß x1 +y1, x2 +y2, x3 +y3, à âåŒòîð
�x, ªäå �� ïðîŁçâîºüíîå ÷Łæºî, Łìååò ŒîîðäŁíàòß �x1, �x2, �x3.

9.9. Òåîðåìà (ŒðŁòåðŁŁ ŒîººŁíåàðíîæòŁ Ł ŒîìïºàíàðíîæòŁ).

1. ˇóæòü a Ł b � âåŒòîðß íà ïºîæŒîæòŁ, ŁìåþøŁå â íåŒîòîðîì ÆàçŁæå
ŒîîðäŁíàòß a = (ax; ay)T , b = (bx; by)T . ´åŒòîðß a Ł b ŒîººŁíåàðíß
òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà�����

ax ay

bx by

����� = 0:

2. ˇóæòü a, b Ł c � âåŒòîðß â ïðîæòðàíæòâå, ŁìåþøŁå â íåŒîòîðîì
ÆàçŁæå ŒîîðäŁíàòß a = (ax; ay; ax)T , b = (bx; by; bz)T , c = (cx; cy; cz)T .
´åŒòîðß a, b Ł c Œîìïºàíàðíß òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà�������

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

�������
= 0:

¯. ¨æïîºüçóåìßå îÆîçíà÷åíŁÿ. Ìß Æóäåì ïîºüçîâàòüæÿ æºåäóþ-
øŁìŁ îÆîçíà÷åíŁÿìŁ.

`àçŁæ íà ïºîæŒîæòŁ îÆîçíà÷àåòæÿ i; j ŁºŁ i1; i2, à â ïðîæòðàíæòâå �
i; j;k ŁºŁ i1; i2; i3 (â ÆîºüłŁíæòâå çàäà÷ ýòîò ÆàçŁæ æ÷Łòàåòæÿ îðòîíîð-
ìŁðîâàííßì). ÑŁæòåìß ŒîîðäŁíàò îÆîçíà÷àþòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

Oij () Oxy () Oi1i2 () Ox1x2;

Oijk () Oxyz () Oi1i2i3 () Ox1x2x3:

—àææìîòðŁì âåŒòîð a. ¯ªî ðàçºîæåíŁå ïî ÆàçŁæó çàïŁæßâàåì â âŁäå

a = axi + ayj + azk = a1i1 + a2i2 + a3i3;
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ªäå

A =

8
>>>>>>>:

ax

ay

az

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

a1

a2

a3

9
>>>>>>>;

� æòîºÆåö ŒîîðäŁíàò âåŒòîðà a.
¨æïîºüçóåòæÿ òàŒæå çàïŁæü

a = A =

8
>>>>>>>:

ax

ay

az

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

a1

a2

a3

9
>>>>>>>;

= (ax; ay; az)T = (a1; a2; a3)T ;

â ŒîòîðîØ âåŒòîð Ł åªî æòîºÆåö ŒîîðäŁíàò îòîæäåæòâºÿþòæÿ.
×àæòî ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà, æºåäóÿ òðàäŁöŁŁ, æºîæŁâłåØæÿ â ïðåïî-

äàâàíŁŁ àíàºŁòŁ÷åæŒîØ ªåîìåòðŁŁ, çàïŁæßâàþò â âŁäå æòðîŒŁ, ıîòÿ Łı
æºåäóåò çàïŁæßâàòü â âŁäå æòîºÆöà. ¯æºŁ ïðŁ ðåłåíŁŁ çàäà÷Ł íå Łæïîºü-
çóåòæÿ ìàòðŁ÷íàÿ òåıíŁŒà, òî ýòî äîïóæòŁìî.

˜ºÿ îÆîçíà÷åíŁÿ ŒîîðäŁíàò òî÷ŒŁ Łæïîºüçóåì çàïŁæü M(x; y; z) ŁºŁ
M(r), ªäå r îÆîçíà÷àåò ðàäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ M , ò.å. íàïðàâºåííßØ îò-

ðåçîŒ
��!
OM , ªäå O� íà÷àºî ŒîîðäŁíàò. ˛ÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî ðàäŁóæ-

âåŒòîð òî÷ŒŁ ÿâºÿåòæÿ æâÿçàííßì (îòºîæåííßì) âåŒòîðîì, ò.å. íàïðàâ-
ºåííßì îòðåçŒîì, íî ìîæíî ðàææìîòðåòü åªî Œºàææ ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ Ł
ïîºó÷Łòü Łç íåªî æâîÆîäíßØ âåŒòîð, ıîòÿ â ÆîºüłŁíæòâå çàäà÷ ýòî Æåæ-
æìßæºåííî.1

˘. ÑŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ.

9.10. ˛ïðåäåºåíŁå. ˛ðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒöŁåØ âåŒòîðà a íà ïðÿìóþ l
íàçßâàåòæÿ âåŒòîð Prl a, ŒîººŁíåàðíßØ ïðÿìîØ l, íà÷àºî (Œîíåö) Œîòîðî-
ªî ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ îðòîªîíàºüíóþ ïðîåŒöŁþ íà÷àºà (Œîíöà) âåŒòîðà
a íà ïðÿìóþ, ïàðàººåºüíóþ b (æì. ðŁæ. 9.7).

˛ðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒöŁåØ âåŒòîðà a

íà ŒîîðäŁíàòíóþ îæü ~l íàçßâàåòæÿ
÷Łæºî

pr~l a =

( ��Prl a
��; åæºŁ Prl a "" ~l;

�
��Prl a

��; åæºŁ Prl a "# ~l:
¸þÆîØ âåŒòîð l, æîíàïðàâºåííßØ æ

îæüþ ~l, íàçßâàåòæÿ íàïðàâºÿþøŁì

âåŒòîðîì îæŁ; ïðîåŒöŁÿ íà îæü ~l îÆî-
çíà÷àåòæÿ, íàðÿäó æ pr~l, æŁìâîºîì prl.

a

l

Prl a

’

—Łæ. 9.7. ˛ðòîªîíàºüíàÿ
ïðîåŒöŁÿ âåŒòîðà íà ïðÿìóþ

1ˇðŁìåðîì îæìßæºåííîØ çàäà÷Ł, â ŒîòîðîØ ðàäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ óäîÆíî ðàææìàò-
ðŁâàòü ŒàŒ æâîÆîäíßØ âåŒòîð, ÿâºÿåòæÿ çàäà÷à î ïåðåíîæå íà÷àºà ŒîîðäŁíàò (æì.
ªº. 13).
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ˇîä÷åðŒí…ì, ÷òî æîªºàæíî ïðŁíÿòßì îïðåäåºåíŁÿì ïðîåŒöŁÿ âåŒòî-
ðà íà ïðÿìóþ ÿâºÿåòæÿ âåŒòîðîì, à ïðîåŒöŁÿ âåŒòîðà íà îæü � ÷Łæºîì.

˛÷åâŁäíî, ïðîåŒöŁÿ pr~l a âåŒòîðà a íà îæü ~l ðàâíà

pr~l a = jaj cos’;

ªäå ’� óªîº ìåæäó âåŒòîðîì a Ł îæüþ ~l (ŁºŁ, ÷òî òî æå, óªîº ìåæäó
âåŒòîðàìŁ a Ł l).

9.11. ˛ïðåäåºåíŁå. ÑŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå äâóı âåŒòîðîâ a Ł b � ýòî
÷Łæºî

(a; b) = jaj � jbj � cos’ = prb a � jbj:
˜âà âåŒòîðà íàçßâàþòæÿ îðòîªîíàºüíßìŁ, åæºŁ Łı æŒàºÿðíîå ïðî-

ŁçâåäåíŁå ðàâíî íóºþ. ˛÷åâŁäíî, íóºåâîØ âåŒòîð îðòîªîíàºåí ºþÆîìó
äðóªîìó, à íåíóºåâßå âåŒòîðß îðòîªîíàºüíß òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà
îíŁ ïåðïåíäŁŒóºÿðíß.

9.12. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà æŒàºÿðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòîðîâ:

(1) ºŁíåØíîæòü ïî Œàæäîìó àðªóìåíòó (æîìíîæŁòåºþ):

(�1a1 + �2a2; b) = �1(a1; b) + �2(a2; b);

(a; �1b1 + �2b2) = �1(a; b1) + �2(a; b2);

ªäå a, a1, a2, b, b1, b2 � ïðîŁçâîºüíßå âåŒòîðß, �1, �2, �1, �2 �
ïðîŁçâîºüíßå ÷Łæºà;

(2) æŁììåòðŁ÷íîæòü (ŒîììóòàòŁâíîæòü):

(a; b) = (b;a);

(3) ïîºîæŁòåºüíàÿ îïðåäåº…ííîæòü: äºÿ ºþÆîªî âåŒòîðà a

(a;a) > 0;

ïðŁ÷…ì (a;a) = 0 òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà a = 0.

9.13. Òåîðåìà. 1. ˇðîåŒöŁÿ âåŒòîðà a íà ïðÿìóþ, ïàðàººåºüíóþ âåŒ-
òîðó b, ðàâíà

Prb a =
(a; b)

(b; b)
b: (9.1)

2. ˇðîåŒöŁÿ âåŒòîðà a íà îæü, ŒîººŁíåàðíóþ âåŒòîðó b, ðàâíà

prb a =
(a; b)

jbj : (9.2)

9.14. Òåîðåìà. ÑŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a Ł b âßðàæàåòæÿ
÷åðåç Łı ŒîîðäŁíàòß (ax; ay; az) Ł (bx; by; bz) îòíîæŁòåºüíî ïðîŁçâîºü-
íîªî îðòîíîðìŁðîâàííîªî ÆàçŁæà i; j;k ôîðìóºîØ

(a; b) = axbx + ayby + azbz:

¯æºŁ îÆîçíà÷Łòü ÷åðåç A Ł B æîîòâåòæòâåííî æòîºÆöß (ax; ay; az)T Ł

(bx; by; bz)T ŒîîðäŁíàò âåŒòîðîâ a Ł b, òî

(a; b) = ATB:
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ÑŒàºÿðíßØ Œâàäðàò âåŒòîðà � ýòî æŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðà
íà æåÆÿ:

(a;a) = jaj2:
˜ºŁíó âåŒòîðà ìîæíî âßðàçŁòü ÷åðåç åªî æŒàºÿðíßØ Œâàäðàò:

jaj =
p

(a;a) =
q
a2

x + a2
y + a2

z:

Óªîº ìåæäó âåŒòîðàìŁ ìîæíî íàØòŁ ïî ôîðìóºå

cos’ =
(a; b)

jaj � jbj =
axbx + ayby + azbzq

a2
x + a2

y + a2
z

q
b2

x + b2
y + b2

z

:

˙. ˛ðòîªîíàºüíßå ÆàçŁæß.

9.15. ˛ïðåäåºåíŁå. `àçŁæ íà ïºîæŒîæòŁ (â ïðîæòðàíæòâå) íàçßâàåòæÿ
îðòîªîíàºüíßì, åæºŁ âåŒòîðß, âıîäÿøŁå â åªî æîæòàâ, ïîïàðíî îðòîªî-
íàºüíß.

˛ðòîíîðìŁðîâàííßØ ÆàçŁæ ÿâºÿåòæÿ ÷àæòíßì æºó÷àåì îðòîªîíàºüíî-
ªî, Œîªäà âæå ÆàçŁæíßå âåŒòîðß Łìåþò åäŁíŁ÷íóþ äºŁíó.

9.16. Òåîðåìà. ˚îîðäŁíàòß (a1; a2; a3) ïðîŁçâîºüíîªî âåŒòîðà a îòíî-
æŁòåºüíî îðòîªîíàºüíîªî ÆàçŁæà e1; e2; e3 âß÷Łæºÿþòæÿ ïî ôîðìóºàì

a1 =
(a; e1)

(e1; e1)
; a2 =

(a; e2)

(e2; e2)
; a3 =

(a; e3)

(e3; e3)
: (9.3)

´ ÷àæòíîæòŁ, ŒîîðäŁíàòß (ax; ay; az) âåŒòîðà a îòíîæŁòåºüíî îðòî-
íîðìŁðîâàííîªî ÆàçŁæà i; j;k âß÷Łæºÿþòæÿ ïî ôîðìóºàì

ax = (a; i); ay = (a; j); az = (a;k) (9.4)

Ôîðìóºß (9.3) Ł (9.4) íàçßâàþòæÿ ôîðìóºàìŁ ˆŁÆÆæà.

¨. ˛ðŁåíòàöŁÿ ïºîæŒîæòŁ Ł ïðîæòðàíæòâà. ˇîäîÆíî ïîíÿòŁþ
îðŁåíòàöŁŁ ïðÿìîØ (âßÆîðà îäíîªî Łç äâóı âîçìîæíßı íàïðàâºåíŁØ íà
ïðÿìîØ, Œàæäîå Łç Œîòîðßı ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ Œºàææ ýŒâŁâàºåíòíîæòŁ
æîíàïðàâºåííßı ºó÷åØ) ìîæíî ââåæòŁ ïîíÿòŁå îðŁåíòàöŁŁ ïºîæŒîæòŁ Ł
ïðîæòðàíæòâà. ˚àŒ íà ïºîæŒîæòŁ, òàŒ Ł â ïðîæòðàíæòâå Łìååòæÿ äâå âîç-
ìîæíßı îðŁåíòàöŁŁ, Œàæäàÿ Łç Œîòîðßı ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ Œºàææ ýŒâŁ-
âàºåíòíîæòŁ ÆàçŁæîâ îòíîæŁòåºüíî æºåäóþøåªî îòíîłåíŁÿ ýŒâŁâàºåíòíî-
æòŁ: äâà ÆàçŁæà æ÷Łòàþòæÿ ýŒâŁâàºåíòíßìŁ, åæºŁ îäŁí Łç íŁı ïîºó÷àåòæÿ
Łç äðóªîªî íåïðåðßâíîØ äåôîðìàöŁåØ.

`àçŁæ íà ïºîæŒîæòŁ
8
:i; j

9
; íàçßâà-

åòæÿ ïðàâßì, åæºŁ Œðàò÷àØłŁØ ïî-
âîðîò, ïåðåâîäÿøŁØ âåŒòîð i â âåŒ-
òîð j, îæóøåæòâºÿåòæÿ ïðîòŁâ ÷à-
æîâîØ æòðåºŒŁ, Ł ºåâßì, åæºŁ ýòîò
ïîâîðîò îæóøåæòâºÿåòæÿ ïî ÷àæîâîØ
æòðåºŒå (îòìåòŁì, ÷òî ýòî îÆøåïðŁ-
íÿòîå â ìàòåìàòŁŒå æîªºàłåíŁå íà-
ïðàâºåíŁå îòæ÷…òà óªºîâ).

i

j

ºåâßØ ÆàçŁæ

i

j

ïðàâßØ ÆàçŁæ

—Łæ. 9.8. ˛ðŁåíòàöŁÿ ÆàçŁæà íà
ïºîæŒîæòŁ
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`àçŁæ â ïðîæòðàíæòâå
8
:i; j;k

9
; íàçßâàåòæÿ ïðàâßì, åæºŁ âßïîºíåíî

îäíî Łç æºåäóþøŁı (ðàâíîæŁºüíßı) óæºîâŁØ (æì. ðŁæ. 9.9):

(1) åæºŁ æìîòðåòü Łç Œîíöà âåŒòîðà k, òî Œðàò÷àØłŁØ ïîâîðîò, ïåðåâî-
äÿøŁØ âåŒòîð i â âåŒòîð j, îæóøåæòâºÿåòæÿ ïðîòŁâ ÷àæîâîØ æòðåºŒŁ;

(2) âåŒòîðß i; j;k óäîâºåòâîðÿþò ïðàâŁºó Æóðàâ÷ŁŒà: åæºŁ âðàøàòü Æó-
ðàâ÷ŁŒ â íàïðàâºåíŁŁ ïîâîðîòà, ïåðåâîäÿøåªî (Œðàò÷àØłŁì îÆðà-
çîì) âåŒòîð j â âåŒòîð j, òî ïîæòóïàòåºüíîå äâŁæåíŁå Æóðàâ÷ŁŒà
ïðîŁæıîäŁò â íàïðàâºåíŁŁ âåŒòîðà k;

(3) âåŒòîðß i; j;k óäîâºåòâîðÿþò ïðàâŁºó ïðàâîØ ðóŒŁ: Łı ðàæïîºîæå-
íŁå æîâïàäàåò æ åæòåæòâåííßì ïîºîæåíŁåì Æîºüłîªî, óŒàçàòåºüíîªî
Ł æðåäíåªî ïàºüöåâ ïðàâîØ ðóŒŁ.

´ ïðîòŁâíîì æºó÷àå ÆàçŁæ â ïðîæòðàíæòâå íàçßâàåòæÿ ºåâßì.

9.17. ˙àìå÷àíŁå. ÒåðìŁí ¾ïðàâàÿ òðîØŒà¿ (Ł ïîäîÆíßå åìó) âåŒòîðîâ
ìîæåò Łæïîºüçîâàòüæÿ â îòíîłåíŁŁ ºþÆßı òð…ı íåŒîìïºàíàðíßı âåŒ-
òîðîâ â ïðîæòðàíæòâå ÆåçîòíîæŁòåºüíî Œ òîìó, ðàææìàòðŁâàþòæÿ ºŁ ýòŁ
âåŒòîðß ŒàŒ ÆàçŁæ (ò.å. Łæïîºüçóþòæÿ ºŁ äºÿ ðàçºîæåíŁÿ äðóªŁı âåŒòî-
ðîâ; ðàçóìååòæÿ, òàŒŁå âåŒòîðß îÆðàçóþò ÆàçŁæ).

i

i

j

j
k

k

ºåâßØ ÆàçŁæ

i

i

j

j

k

k

ïðàâßØ ÆàçŁæ

—Łæ. 9.9. ˛ðŁåíòàöŁÿ ÆàçŁæà â ïðîæòðàíæòâå

˚. ´åŒòîðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ.

9.18. ˛ïðåäåºåíŁå. ´åŒòîðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a Ł b � ýòî âåŒ-
òîð, îÆîçíà÷àåìßØ [a; b] = c, óäîâºåòâîðÿþøŁØ æºåäóþøŁì òðåÆîâàíŁ-
ÿì:

(i) jcj = jaj � jbj � sin’;
(ii) âåŒòîð c îðòîªîíàºåí âåŒòîðàì a, b;
(iii) âåŒòîðß a; b; c (â óŒàçàííîì ïîðÿäŒå) îÆðàçóþò ïðàâóþ òðîØŒó.

9.19. Òåîðåìà. ´åŒòîðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a Ł b âßðàæàåòæÿ
÷åðåç Łı ŒîîðäŁíàòß (ax; ay; az) Ł (bx; by; bz) îòíîæŁòåºüíî ïðîŁçâîºü-
íîªî îðòîíîðìŁðîâàííîªî ÆàçŁæà i; j;k ôîðìóºîØ

[a; b] = �

�������

i j k

ax ay az

bx by bz

�������
; (9.5)
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ªäå âßÆŁðàåòæÿ çíàŒ ¾+¿, åæºŁ ÆàçŁæ i; j;k ïðàâßØ, Ł ¾�¿ � åæºŁ ÆàçŁæ
ºåâßØ. —àæŒðßâàòü îïðåäåºŁòåºŁ íóæíî ïî ïåðâîØ æòðîŒå: àºªåÆðàŁ÷å-
æŒŁå äîïîºíåíŁÿ ýºåìåíòîâ ïåðâîØ æòðîŒŁ (âåŒòîðîâ îðòîíîðìŁðîâàí-
íîªî ÆàçŁæà) æóòü ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà [a; b] â ýòîì ÆàçŁæå.

9.20. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà âåŒòîðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòîðîâ:

(1) ºŁíåØíîæòü ïî Œàæäîìó æîìíîæŁòåºþ:

[�1a1 + �2a2; b] = �1[a1; b] + �2[a2; b];

[a; �1b1 + �2b2] = �1[a; b1] + �2[a; b2];

ªäå a, a1, a2, b, b1, b2 � ïðîŁçâîºüíßå âåŒòîðß, �1, �2, �1, �2 �
ïðîŁçâîºüíßå ÷Łæºà;

(2) ŒîæîæŁììåòðŁ÷íîæòü:

[a; b] = �[b;a]:

9.21. Òåîðåìà (äâîØíîå âåŒòîðíîå ïðîŁçâåäåíŁå).
�
a; [b; c]

�
= b(a; c)� c(a; b):

9.22. Òåîðåìà (òîæäåæòâî ßŒîÆŁ).

[a; [b; c]] + [b; [c;a]] + [c; [a; b]] = 0:

¸. Ñìåłàííîå ïðîŁçâåäåíŁå.

9.23. ˛ïðåäåºåíŁå. Ñìåłàííßì ïðîŁçâåäåíŁåì òð…ı âåŒòîðîâ a, b, c
íàçßâàåòæÿ ÷Łæºî

(a; b; c) = (a; [b; c]):

9.24. Òåîðåìà. Ñìåłàííîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a, b, c âßðàæàåòæÿ
÷åðåç Łı ŒîîðäŁíàòß (ax; ay; az) Ł (bx; by; bz) îòíîæŁòåºüíî ïðîŁçâîºü-
íîªî îðòîíîðìŁðîâàííîªî ÆàçŁæà i; j;k ôîðìóºîØ

(a; b; c) = �

�������

ax ay ak

bx by bk

cx cy ck

�������
;

ªäå çíàŒ ¾+¿ âßÆŁðàåòæÿ â æºó÷àå ïðàâîªî ÆàçŁæà, à çíàŒ ¾�¿ � â æºó÷àå
ºåâîªî.

9.25. Òåîðåìà. ÑâîØæòâà æìåłàííîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòîðîâ:

(1) ¸ŁíåØíîæòü ïî Œàæäîìó æîìíîæŁòåºþ:

(�1a1 + �2a2; b; c) = �1(a1; b; c) + �2(a2; b; c)

(äºÿ îæòàºüíßı æîìíîæŁòåºåØ àíàºîªŁ÷íî); çäåæü a1, a2, b, c � ïðî-
Łçâîºüíßå âåŒòîðß, �1, �2 � ïðîŁçâîºüíßå ÷Łæºà.

(2) ÖŁŒºŁ÷åæŒàÿ æŁììåòðŁÿ:

(a; b; c) = (b; c;a) = (c;a; b) = �(a; c; b) = �(b;a; c) = �(c; b;a):

(3) ´îçìîæíîæòü ïåðåæòàíîâŒŁ âåŒòîðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ ïîä çíàŒîì
æŒàºÿðíîªî:

(a; b; c) = (a; [b; c]) = ([a; b]; c):
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(4) (a; b; c) = 0 òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà âåŒòîðß a; b; c ºŁíåØíî
çàâŁæŁìß.

(5) ´åŒòîðß a; b; c îÆðàçóþò ïðàâóþ òðîØŒó ïðŁ (a; b; c) > 0 Ł ºåâóþ
òðîØŒó ïðŁ (a; b; c) < 0; ïðŁ ýòîì ìîäóºü æìåłàííîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ��(a; b; c)

�� ðàâåí îÆœ…ìó ïàðàººåºåïŁïåäà, ïîæòðîåííîªî íà âåŒòîðàı
a; b; c.

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå æîíàïðàâºåííßı (ïðîòŁâîïîºîæíî íà-
ïðàâºåííßı) ºó÷åØ.

2. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ îæŁ; ŒîîðäŁíàòíîØ îæŁ.
3. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà, ðàâåíæòâà íà-

ïðàâºåííßı îòðåçŒîâ.
4. ÑôîðìóºŁðóØòå ŒðŁòåðŁØ ðàâåíæòâà íàïðàâºåííßı îòðåçŒîâ.
5. ÑôîðìóºŁðóØòå òåîðåìó îÆ îòŒºàäßâàíŁŁ íàïðàâºåííîªî îòðåçŒà.
6. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå æâîÆîäíîªî âåŒòîðà.
7. ×òî çíà÷Łò ¾îòºîæŁòü âåŒòîð îò òî÷ŒŁ¿?
8. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ ºŁíåØíßı îïåðàöŁØ íàä âåŒòîðàìŁ Ł ïå-

ðå÷ŁæºŁòå Łı æâîØæòâà. ÑäåºàØòå ïîÿæíÿþøŁå ÷åðòåæŁ.
9. ×òî òàŒîå ºŁíåØíàÿ ŒîìÆŁíàöŁÿ âåŒòîðîâ?

10. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁÿ ŒîººŁíåàðíßı (Œîìïºàíàðíßı) âåŒòî-
ðîâ.

11. ÑôîðìóºŁðóØòå ŒðŁòåðŁŁ ŒîººŁíåàðíîæòŁ äâóı (ŒîìïºàíàðíîæòŁ
òð…ı) âåŒòîðîâ.

12. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ÆàçŁæà íà ïºîæŒîæòŁ (â ïðîæòðàíæòâå),
ŒîîðäŁíàò âåŒòîðà îòíîæŁòåºüíî ÆàçŁæà Ł òåîðåìó î åäŁíæòâåííîæòŁ
ðàçºîæåíŁÿ âåŒòîðà ïî ÆàçŁæó.

13. ×òî òàŒîå îðòîíîðìŁðîâàííßØ ÆàçŁæ?
14. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå îðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒöŁŁ âåŒòîðà íà ïðÿ-

ìóþ Ł íà ŒîîðäŁíàòíóþ îæü. ˛ÆœÿæíŁòå ðàçíŁöó ìåæäó ýòŁìŁ ïîíÿ-
òŁÿìŁ.

15. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºß äºÿ íàıîæäåíŁÿ îðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒöŁŁ âåŒòîðà
íà ïðÿìóþ Ł íà ŒîîðäŁíàòíóþ îæü.

16. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå æŒàºÿðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòîðîâ Ł ïå-
ðå÷ŁæºŁòå åªî æâîØæòâà.

17. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ æŒàºÿðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòî-
ðîâ, çàäàííßı æâîŁìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ â îðòîíîðìŁðîâàííîì ÆàçŁæå.

18. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ äºŁíß âåŒòîðà Ł óªºà ìåæäó âåŒ-
òîðàìŁ.

19. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå âåŒòîðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòîðîâ Ł ïå-
ðå÷ŁæºŁòå åªî æâîØæòâà.

20. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ âåŒòîðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòî-
ðîâ, çàäàííßı æâîŁìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ â îðòîíîðìŁðîâàííîì ÆàçŁæå.

21. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ äâîØíîªî âåŒòîðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ.
22. ˙àïŁłŁòå òîæäåæòâî ßŒîÆŁ.
23. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå æìåłàííîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòîðîâ Ł ïå-

ðå÷ŁæºŁòå åªî æâîØæòâà.
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24. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ æìåłàííîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ âåŒòî-
ðîâ, çàäàííßı æâîŁìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ â îðòîíîðìŁðîâàííîì ÆàçŁæå.

25. ˚àŒ ïðŁ ïîìîøŁ æìåłàííîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ îïðåäåºŁòü îðŁåíòàöŁþ
òðîØŒŁ âåŒòîðîâ?

26. ˚àŒ ïðŁ ïîìîøŁ æìåłàííîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ íàØòŁ îÆœ…ì ïàðàººåºå-
ïŁïåäà?

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

ˇðŁìåð 9.1. ˜îŒàæŁòå òåîðåìó îÆ îòŒºàäßâàíŁŁ íàïðàâºåííîªî îòðåç-
Œà (òåîðåìó 9.3).

˜îŒàçàòåºüæòâî. ˇóæòü òî÷Œà O� æåðåäŁíà îòðåçŒà [BC] (æì. ðŁæ. 9.10).
¨ç îïðåäåºåíŁÿ ðàâåíæòâà íàïðàâºåííßı îòðåçŒîâ æºåäóåò, ÷òî D � òî÷-
Œà íà ïðÿìîØ (AO), æŁììåòðŁ÷íàÿ òî÷Œå A îòíîæŁòåºüíî òî÷ŒŁ O. ÒàŒàÿ
òî÷Œà îïðåäåºåíà îäíîçíà÷íî.

A

A

A

B

BB

C

C

C

D

DD

O

O

O

—Łæ. 9.10. ˚ ïðŁìåðó 9.1

ˇðŁìåð 9.2. ˜îŒàæŁòå òåîðåìó î åäŁíæòâåííîæòŁ ðàçºîæåíŁÿ ïî ÆàçŁ-
æó (òåîðåìó 9.7).
˜îŒàçàòåºüæòâî. ˇðåäïîºîæŁì, ÷òî Łìååòæÿ äâà ðàçºîæåíŁÿ ïðîŁçâîºü-
íîªî âåŒòîðà x ïî ÆàçŁæó a1;a2;a3:

x = x1a1 + x2a2 + x3a3 = y1a1 + y2a2 + y3a3:

´ß÷Łòàÿ Łç îäíîªî ðàçºîæåíŁå âòîðîå, ïîºó÷Łì

0 = (x1 � y1)a1 + (x2 � y2)a2 + (x3 � y3)a3:

´ æŁºó ŒðŁòåðŁÿ ŒîìïºàíàðíîæòŁ âåŒòîðîâ (æì. òåîðåìó 9.5) ýòî ðàâåí-
æòâî âîçìîæíî ºŁłü ïðŁ îäíîâðåìåííîì âßïîºíåíŁŁ ðàâåíæòâ x1 = y1,
x2 = y2, x3 = y3, ÷òî Ł òðåÆîâàºîæü äîŒàçàòü.

ˇðŁìåð 9.3. Òî÷ŒŁ E Ł F ÿâºÿþòæÿ æåðåäŁíàìŁ æòîðîí [AB] Ł [CD]

÷åòßð…ıóªîºüíŁŒà ABCD. ˜îŒàæŁòå, ÷òî
��!
EF =

���!
BC +

��!
AD

�
=2.

—åłåíŁå (æì. ðŁæ. 9.11). ¨ìååì:
��!
EF =

��!
EB +

��!
BC +

��!
CF ;

��!
EF =

�!
EA+

��!
AD +

��!
DF:

ÑŒºàäßâàÿ ýòŁ ðàâåíæòâà Ł ó÷Łòßâàÿ, ÷òî
��!
EB = ��!EA Ł

��!
CF = ���!DF ,

ïîºó÷àåì òðåÆóåìîå.
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A

B

C
D

E

F

—Łæ. 9.11. ˚ ïðŁìåðó 9.3

A1

A2

C

O

r1

r0

r2

—Łæ. 9.12. ˚ ïðŁìåðó 9.4

ˇðŁìåð 9.4. ˝àØäŁòå ðàäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ A2, æŁììåòðŁ÷íîØ òî÷Œå
A1(r1) îòíîæŁòåºüíî òî÷ŒŁ C(r0).

—åłåíŁå. ¯æºŁ òî÷Œà A2 æŁììåòðŁ÷íà òî÷Œå A1(r1) îòíîæŁòåºüíî òî÷ŒŁ
C(r0), òî

��!
CA2 =

��!
A1C =

��!
OC ���!OA1 = r0 � r1

(æì. ðŁæ. 9.12), îòŒóäà

r2 =
��!
OA2 =

��!
OC +

��!
CA2 = r0 + (r0 � r1) = 2r0 � r1:

˛òâåò: r2 = 2r0 � r1.

ˇðŁìåð 9.5. ˇðîâåðüòå, ÷òî âåŒòîðß a = i + 3j Ł b = 2i + 4j îÆðà-
çóþò ÆàçŁæ íà ïºîæŒîæòŁ. ˝àØäŁòå ðàçºîæåíŁÿ âåŒòîðîâ x = �i � j Ł
y = 17i + 39j ïî ýòîìó ÆàçŁæó.

—åłåíŁå. ˇåðåØä…ì îò âåŒòîðîâ Œ æòîºÆöàì Łı ŒîîðäŁíàò:

a =

8
>>>:

1

3

9
>>>; ; b =

8
>>>:

2

4

9
>>>; ; x =

8
>>>:
�1

�1

9
>>>; ; y =

8
>>>:

17

39

9
>>>; :

˜ºÿ ïðîâåðŒŁ ºŁíåØíîØ íåçàâŁæŁìîæòŁ âåŒòîðîâ a Ł b âîæïîºüçóåìæÿ
òåîðåìîØ 9.9. ÒàŒ ŒàŒ

�����
1 2

3 4

����� = �2 6= 0;

âåŒòîðß a Ł b íåŒîººŁíåàðíß, à ïîòîìó îÆðàçóþò ÆàçŁæ íà ïºîæŒîæòŁ.
˜ºÿ ðàçºîæåíŁÿ âåŒòîðà x ïî ÆàçŁæó a; b íóæíî íàØòŁ òàŒŁå ÷Łæºà

�; �, ÷òîÆß x = �a + �b ŁºŁ äºÿ æòîºÆöîâ ŒîîðäŁíàò

�

8
>>>:

1

3

9
>>>;+ �

8
>>>:

2

4

9
>>>; =

8
>>>:
�1

�1

9
>>>; ()

(
�+ 2� = �1;

3�+ 4� = �1:
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—åłŁì ýòó æŁæòåìó æ ïîìîøüþ ôîðìóº ˚ðàìåðà:

� =

�����
�1 2

�1 4

�����
�����

1 2

3 4

�����

=
�2

�2
= 1; � =

�����
1 �1

3 �1

�����
�����

1 2

3 4

�����

=
2

�2
= �1:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, x = a� b.
Ìîæíî çàïŁæàòü îòâåò, óŒàçàâ æòîºÆåö ŒîîðäŁíàò âåŒòîðà x îòíîæŁ-

òåºüíî ÆàçŁæà a; b, íî â ýòîì æºó÷àå íåîÆıîäŁìî óòî÷íåíŁå, Œàæàþøååæÿ
ÆàçŁæà, ïîæŒîºüŒó â äàííîØ çàäà÷å Łæïîºüçóåòæÿ äâà ðàçíßı ÆàçŁæà; ýòî
ìîæíî æäåºàòü, íàïðŁìåð, òàŒ:

X =

8
>>>:

1

�1

9
>>>; â ÆàçŁæå a; b:

ÀíàºîªŁ÷íî ïîºó÷àåì ðàçºîæåíŁå âåŒòîðà y ïî ÆàçŁæó a; b:




8
>>>:

1

3

9
>>>;+ �

8
>>>:

2

4

9
>>>; =

8
>>>:

17

39

9
>>>; ()

(

 + 2� = 17;

3
 + 4� = 9;

îòŒóäà 
 = 5, � = 6 Ł y = 5a + 6b.

ˇðŁìåð 9.6. ´ òðåóªîºüíŁŒå ABC òî÷Œà M � æåðåäŁíà æòîðîíß [AC],
òî÷Œà K äåºŁò æòîðîíó [AB] â îòíîłåíŁŁ jAKj : jKBj = 3 : 5, òî÷Œà L
äåºŁò æòîðîíó [BC] â îòíîłåíŁŁ jBLj : jLCj = 2 : 3. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß

âåŒòîðà
��!
BM â ÆàçŁæå

�!
AL,

��!
CK.

—åłåíŁå (æì. ðŁæ. 9.13). ˇºàí ðåłåíŁÿ çàäà÷Ł òàŒîâ: æíà÷àºà âßðàçŁì

ŁæŒîìßØ âåŒòîð
��!
BM ÷åðåç âåŒòîðß

��!
BA Ł

��!
BC, çàòåì âßðàçŁì âåŒòîðß�!

AL Ł
��!
CK ÷åðåç

��!
BA Ł

��!
BC, ïîæºå ÷åªî íàØä…ì îÆðàòíßå âßðàæåíŁÿ

��!
BA

Ł
��!
BC ÷åðåç

�!
AL Ł

��!
CK Ł ïîäæòàâŁì Łı â âßðàæåíŁå äºÿ

��!
BM .

´åŒòîð
��!
BM âßðàæàåòæÿ ÷åðåç âåŒòîðß

��!
BA Ł

��!
BC î÷åâŁäíßì îÆðà-

çîì:
��!
BM =

1

2

���!
BA+

��!
BC

�
:

´âåä…ì îÆîçíà÷åíŁÿ
��!
BA = a;

��!
BC = c;

�!
AL = x;

��!
CK = y:

¨ìååì:

a =
��!
BA =

�!
BL+

�!
LA =

2

5
c� x; c =

��!
BC =

��!
BK +

��!
KC =

5

8
a� y:

˛òæþäà ïîºó÷àåì

x =
2

5
c� a; y =

5

8
a� c

ŁºŁ, ýŒâŁâàºåíòíî,

5x = 2c� 5a; 8y = 5a� 8c:
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A

B

C

K

L

M

—Łæ. 9.13. ˚ ïðŁìåðó 9.6

A
B

C

A1

B1

C1

O

c

b

—Łæ. 9.14. ˚ ïðŁìåðó 9.7

¨òàŒ, âåŒòîðß x Ł y âßðàæåíß ÷åðåç a Ł c. ˝àØä…ì îÆðàòíßå âßðàæåíŁÿ
a Ł c ÷åðåç x Ł y. ÑºîæŁâ ïîæºåäíŁå æîîòíîłåíŁÿ, ïîºó÷Łì

5x + 8y = �6c () c = �5

6
x� 4

3
y

Ł äàºåå

a =
2

5
c� x =

2

5

�
�5

6
x� 4

3
y

�
� x = �4

3
x� 8

15
y:

˛Œîí÷àòåºüíî

��!
BM =

1

2

�
a + c

�
= =

1

2

�
�4

3
x� 8

15
y � 5

6
x� 4

3
y

�
= = �13

12
x� 14

15
y:

˛òâåò:
��!
BM = �13

12

�!
AL� 14

15

��!
CK.

ˇðŁìåð 9.7. ˜îŒàæŁòå, ÷òî ìåäŁàíß òðåóªîºüíŁŒà ïåðåæåŒàþòæÿ â îä-
íîØ òî÷Œå Ł äåºÿòæÿ ýòîØ òî÷ŒîØ â îòíîłåíŁŁ 2 : 1, æ÷Łòàÿ îò âåðłŁíß.

—åłåíŁå (æì. ðŁæ. 9.14). —àææìîòðŁì ÆàçŁæ íà ïºîæŒîæòŁ, îÆðàçîâàííßØ

âåŒòîðàìŁ b =
��!
AB Ł c =

�!
AC.

Ñíà÷àºà äîŒàæåì, ÷òî ìåäŁàíß BB1 Ł CC1 äåºÿòæÿ òî÷ŒîØ Łı ïåðå-
æå÷åíŁÿ â îòíîłåíŁŁ 2 : 1, æ÷Łòàÿ îò âåðłŁíß. ¨ìååì

��!
BB1 =

1

2
c� b;

��!
CC1 =

1

2
b� c;

��!
BO = �

��!
BB1 = �

�
1

2
c� b

�
;
��!
CO = �

��!
CC1 = �

�
1

2
b� c

�
:

´åŒòîðß
��!
BO,

��!
CO,

��!
BC óäîâºåòâîðÿþò æîîòíîłåíŁþ

��!
BC =

��!
BO ���!CO;

îòŒóäà

�b + c = �

�
1

2
c� b

�
� �

�
1

2
b� c

�
:
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Ýòî ýŒâŁâàºåíòíî ðàâåíæòâó
�
��� 1

2
�

�
b +

�
1

2
�+ �

�
c = �b + c:

´ æŁºó åäŁíæòâåííîæòŁ ðàçºîæåíŁÿ ïî ÆàçŁæó ïîºó÷àåì

�+
1

2
� = 1;

1

2
�+ � = 1:

—åłåíŁåì ýòîØ æŁæòåìß ÿâºÿåòæÿ ïàðà ÷Łæåº � = � = 2=3, òàŒ ÷òî

��!
BO =

2

3

��!
BB1;

��!
CO =

2

3

��!
CC1:

Òåïåðü äîŒàæåì, ÷òî ìåäŁàíà AA1 òàŒæå ïðîıîäŁò ÷åðåç òî÷Œó O Ł
äåºŁòæÿ ýòîØ òî÷ŒîØ â îòíîłåíŁŁ 2 : 1, æ÷Łòàÿ îò âåðłŁíß. ¨ìååì

�!
AO =

��!
AB +

��!
BO = b +

2

3

��!
BB1 = b +

2

3

1

2
c� b =

1

3

�
b + c) =

2

3

��!
AA1;

÷òî Ł òðåÆîâàºîæü.

ˇðŁìåð 9.8. ˛äíîðîäíàÿ ïºàæòŁíŒà Łìååò ôîðìó ïðÿìîóªîºüíŁŒà æî
æòîðîíàìŁ a Ł b, â Œîòîðîì æäåºàí ïðÿìîóªîºüíßØ âßðåç; ºŁíŁŁ ðàçðå-
çà ïàðàººåºüíß ŒîîðäŁíàòíßì îæÿì Ł ïðîıîäÿò ÷åðåç öåíòð ïºàæòŁíŒŁ.
˛ïðåäåºŁòå ïîºîæåíŁå öåíòðà ìàææ ïºàæòŁíŒŁ.

—åłåíŁå. ´âåä…ì ïðÿìîóªîºüíóþ äåŒàðòîâó æŁæòåìó ŒîîðäŁíàò, íà÷àºî
ŒîòîðîØ íàıîäŁòæÿ â âåðłŁíå O ïºàæòŁíŒŁ OADEFB, à îæŁ ŒîòîðîØ íà-
ïðàâºåíß âäîºü å… æòîðîí OA Ł OB (æì. ðŁæ. 9.15). ´ ýòîØ æŁæòåìå Œîîð-
äŁíàò öåíòð ìàææ ïðÿìîóªîºüíŁŒà OACB íàıîäŁòæÿ â òî÷Œå E(a=2; b=2),
à öåíòð ìàææ ïðÿìîóªîºüíŁŒà EDCF � â òî÷Œå P (3a=4; 3b=4). ˛Æîçíà÷Łì
ŒîîðäŁíàòß öåíòðà ìàææ Q ïºàæòŁíŒŁ OADEFB ÷åðåç x Ł y.

ˇîæŒîºüŒó ïðÿìîóªîºüíŁŒ
OACB ÿâºÿåòæÿ îÆœåäŁíåíŁåì
łåæòŁóªîºüíŁŒà OADEFB Ł ïðÿ-
ìîóªîºüíŁŒà EDCF , åªî öåíòð ìàææ
ìîæíî íàØòŁ ïî ôîðìóºå

rE =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
;

ªäå m1, m2 � ìàææß (ïºîøàäŁ) łå-
æòŁóªîºüíŁŒà OADEFB Ł ïðÿìî-
óªîºüíŁŒà EDCF , à r1, r2 � ðàäŁóæ-
âåŒòîðß Łı öåíòðîâ ìàææ. ÒàŒŁì îÆ-
ðàçîì, Łìååì:

O

x

y

A

B
C

D
E

F

a
2

3a
4

b
2

3b
4

P

—Łæ. 9.15. ˚ ïðŁìåðó 9.8

8
>>>:
a=2

b=2

9
>>>; =

1

ab

"
3ab

4

8
>>>:
x

y

9
>>>;+

ab

4

8
>>>:

3a=4

3b=4

9
>>>;

#
:

—åłàÿ ýòó æŁæòåìó îòíîæŁòåºüíî x Ł y, ïîºó÷àåì x = 5a=12, y = 5b=12.
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ˇðŁìåð 9.9. ˜îŒàæŁòå, ÷òî åæºŁ âåŒòîðß [a; b], [b; c], [c;a] Œîìïºàíàð-
íß, òî âåŒòîðß a, b, c òàŒæå Œîìïºàíàðíß.

—åłåíŁå. ´ß÷ŁæºŁì æìåłàííîå ïðîŁçâåäåíŁå
�

[a; b]; [b; c]; [c;a]
�

=
�

[a; b];
�
[b; c]; [c;a]

��
=

=
�

[a; b]; c(b; c;a)� a (b; c; c)| {z }
=0

�
=
�
[a; b]; c

�
(b; c;a) = (a; b; c)2:

¨òàŒ, åæºŁ
�

[a; b]; [b; c]; [c;a]
�

= 0, òî (a; b; c) = 0, ò.å. âåŒòîðß a, b, c
Œîìïºàíàðíß.

ˇðŁìåð 9.10. ˜îŒàæŁòå òîæäåæòâî

�
[a; b]; [c;d]

�
=

�����
(a; c) (a;d)

(b; c) (b;d)

����� :

—åłåíŁå˜îŒàçàòåºüæòâî:
�
[a; b]; [c;d]| {z }

x

�
=
�
[a; b];x

�
=
�
a; [b;x]

�
=
�
a;
�
b; [c;d]

��
=

=
�
a; c(b;d)� d(b; c)

�
= (b;d)(a; c)� (b; c)(a;d):

ˇðŁìåð 9.11. ˜îŒàæŁòå òîæäåæòâî
�
[a; b]; [c;d]

�
= c
�
a; b;d

�
� d

�
a; b; c

�
:

˜îŒàçàòåºüæòâî:
�

[a; b]| {z }
x

; [c;d]
�

=
�
x; [c;d]

�
= c(x;d)� d(x; c) =

= c
�
[a; b];d

�
� d

�
[a; b]; c

�
= c
�
a; b;d

�
� d

�
a; b; c

�
:

ˇðŁìåð 9.12. ˜îŒàæŁòå, ÷òî ïºîøàäü ïàðàººåºîªðàììà, æòîðîíàìŁ Œî-
òîðîªî ÿâºÿþòæÿ âåŒòîðß a Ł b æ ŒîîðäŁíàòàìŁ (ax; ay) Ł (bx; by) æîîò-
âåòæòâåííî (æì. ðŁæ. 9.16), ðàâíà

S = �
�����
ax ay

bx by

����� :

—åłåíŁå. ˇºîøàäü ïàðàººåºîªðàììà æ òî÷íîæòüþ äî çíàŒà ðàâíà

S = jaj � jbj � sin’ = jaj � jbj � sin(� � �) =

= jaj � jbj �
�

sin� cos�� cos� sin�
�

=

= jaj cos�| {z }
=ax

� jbj sin�| {z }
by

� jaj sin�| {z }
ay

� jbj cos�| {z }
bx

= axby � aybx =

�����
ax ay

bx by

����� :
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O x

y

a

b

ax

ay

bx

by

�
�

’

—Łæ. 9.16. ˚ ïðŁìåðó 9.12

� �




e2 e1

e3

n1 n2

—Łæ. 9.17. ˚ ïðŁìåðó 9.13

ˇðŁìåð 9.13. ˜àíß ïºîæŒŁå óªºß �; �; 
 òð…ıªðàííîªî óªºà. ˝àØäŁòå
åªî äâóªðàííßå óªºß.

—åłåíŁå. ˝àïðàâŁì åäŁíŁ÷íßå âåŒòîðß e1; e2; e3 âäîºü ðåÆåð äâóªðàí-
íîªî óªºà (æì. ðŁæ. 9.17). ´åŒòîðß n1 Ł n2, ïåðïåíäŁŒóºÿðíßå ªðàíÿì,
ìîªóò Æßòü âßðàæåíß ŒàŒ

n1 = [e2; e3]; n2 = [e3; e1]:

˛÷åâŁäíî,
jn1j = sin�; jn2j = sin�:

Óªîº ìåæäó ðàææìàòðŁâàåìßìŁ ªðàíÿìŁ ðàâåí óªºó ìåæäó âåŒòîðàìŁ
n1 Ł n2. ¨ìååì

(n1;n2) =
�
[e2; e3]; [e3; e1]

�
=

�����
(e2; e3) (e2; e1)

(e3; e3) (e3; e1)

����� =

=

�����
cos� cos 


1 cos�

����� = cos� cos� � cos 
:

ˇîýòîìó ŒîæŁíóæ ŁæŒîìîªî óªºà ðàâåí

cos’ =
(n1;n2)

jn1j � jn2j
=

cos� cos� � cos 


sin� sin�
:

ˇðŁìåð 9.14. ˝àØäŁòå îðòîªîíàºüíóþ ïðîåŒöŁþ Prb a âåŒòîðà a íà
ïðÿìóþ b, ïàðàººåºüíóþ âåŒòîðó b, Ł îðòîªîíàºüíóþ ïðîåŒöŁþ prb a
âåŒòîðà a íà îæü, îïðåäåºÿåìóþ âåŒòîðîì b, ªäå

a =
8
:10;�5; 19

9
;T
; b =

8
:3;�6; 2

9
;T
:

ˇðåäæòàâüòå âåŒòîð a â âŁäå æóììß äâóı âçàŁìíî îðòîªîíàºüíßı âåŒòî-
ðîâ, îäŁí Łç Œîòîðßı ŒîººŁíåàðåí ïðÿìîØ b, à âòîðîØ îðòîªîíàºåí åØ.

—åłåíŁå. ¨ìååì:

jaj =
p

102 + (�5)2 + 192 = 9
p

6; jbj =
p

32 + (�6)2 + 22 = 7;

(a; b) = 10 � 3 + (�5) � (�6) + 19 � 2 = 98:
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˜àºåå, ïî ôîðìóºàì (9.1) Ł (9.2) Łìååì

Prb a =
(a; b)

(b; b)
b =

98

49

8
>>>>>>>:

3

�6

2

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

6

�12

4

9
>>>>>>>;

= 2b;

prb a =
(a; b)

jbj =
98

7
= 14; cos’ =

(a; b)

jaj � jbj =
98

9
p

6 � 7
=

14

9
p

6
:

´åŒòîð Prb a ŒîººŁíåàðåí ïðÿìîØ b, à âåŒòîð

c = a� Prb a =

8
>>>>>>>:

10

�5

19

9
>>>>>>>;
�

8
>>>>>>>:

6

�12

4

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

4

7

15

9
>>>>>>>;

îðòîªîíàºåí ýòîØ ïðÿìîØ:

(b; c) = 3 � 4 + (�6) � 7 + 2 � 15 = 0:

¨æŒîìîå ðàçºîæåíŁå Łìååò âŁä a = 2b + c.

ˇðŁìåð 9.15. ´åŒòîðß a, b Ł x çàäàíß æâîŁìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ îòíîæŁ-
òåºüíî íåŒîòîðîªî îðòîíîðìŁðîâàííîªî ÆàçŁæà i; j;k:

a =

8
>>>>>>>:

2

�3

5

9
>>>>>>>;
; b =

8
>>>>>>>:

1

4

2

9
>>>>>>>;
; x =

8
>>>>>>>:

�27

19

7

9
>>>>>>>;
:

˜îŒàæŁòå, ÷òî âåŒòîðß a Ł b îðòîªîíàºüíß. ˝àØäŁòå òàŒîØ âåŒòîð c,
÷òî a; b; c � ïðàâßØ îðòîªîíàºüíßØ ÆàçŁæ Ł ðàçºîæŁòå âåŒòîð x ïî ýòîìó
ÆàçŁæó.

—åłåíŁå. ˝àØä…ì æŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a Ł b:

(a; b) = 2 � 1 + (�3) � 4 + 5 � 2 = 0;

òàŒ ÷òî äåØæòâŁòåºüíî a ? b. ´åŒòîð c = [a; b] îðòîªîíàºåí îÆîŁì âåŒòî-
ðàì a Ł b, ïîýòîìó ÆàçŁæ a, b, c Æóäåò ïðàâßì îðòîªîíàºüíßì:

[a; b] =

�������

i j k

2 �3 5

1 4 2

�������
=

8
>>>>>>>:

�26

1

11

9
>>>>>>>;
:

˜ºÿ íàıîæäåíŁÿ ŒîîðäŁíàòß xa âåŒòîðà x óìíîæŁì æŒàºÿðíî îÆå ÷àæòŁ
ðàçºîæåíŁÿ

x = xaa + xbb + xcc

íà âåŒòîð a:
(x;a) = xa(a;a) + xb(b;a) + xc(c;a):

ˇîæŒîºüŒó ÆàçŁæ îðòîªîíàºüíßØ, âòîðîå Ł òðåòüå æºàªàåìßå â ïðàâîØ
÷àæòŁ ðàâíß íóºþ, Ł ìß ïîºó÷àåì

xa =
(x;a)

(a;a)
=

2 � (�27) + (�3) � 19 + 5 � 7
22 + (�3)2 + 52

= �2:
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(ÔàŒòŁ÷åæŒŁ ìß ïîâòîðŁºŁ âßâîä ôîðìóº ˆŁÆÆæà (9.3).) ÀíàºîªŁ÷íî íà-
ıîäŁì îæòàºüíßå ŒîîðäŁíàòß:

xb =
(x; b)

(b; b)
=

63

21
= 3; xc =

(x; c)

(c; c)
=

798

798
= 1:

¨òàŒ, x = �2a + 3b + c.

ˇðŁìåð 9.16. ˇóæòü a; b; c � åäŁíŁ÷íßå âåŒòîðß, ïðŁ÷…ì a+b+c = 0.
˝àØäŁòå (a; b) + (b; c) + (c;a).

—åłåíŁå. ÓìíîæŁì æŒàºÿðíî îÆå ÷àæòŁ äàííîªî âåŒòîðíîªî ðàâåíæòâà
ïîî÷åð…äíî íà a; b; c Ł æºîæŁì ïîºó÷åííßå ðàâåíæòâà:

(a;a)| {z }
=1

+(a; b) + (a; c) = 0;

(b;a) + (b; b)| {z }
=1

+(b; c)
::::

= 0;

(c;a) + (c; b)
::::

+ (c; c)| {z }
=1

= 0;

(ïîäîÆíßå æºàªàåìßå ïîä÷…ðŒíóòß), îòŒóäà

(a; b) + (b; c) + (c;a) = �3

2
:

ˇðŁìåð 9.17. ˜îŒàæŁòå òîæäåæòâî

ja + bj2 + ja� bj2 = 2
�
jaj2 + jbj2

�

Ł îÆœÿæíŁòå åªî ªåîìåòðŁ÷åæŒŁØ æìßæº.

—åłåíŁå. ¨ìååì

ja + bj2 = (a + b; a + b) =

(âîæïîºüçóåìæÿ æâîØæòâîì ºŁíåØíîæòŁ æŒàºÿðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ)

= (a;a) + (a; b) + (b;a) + (b; b):

ÀíàºîªŁ÷íî ïîºó÷àåì

ja� bj2 = (a � b; a� b) = (a;a)� (a; b)� (b;a) + (b; b):

ÑŒºàäßâàÿ ïîºó÷åííßå ðàâåíæòâà,
ïîºó÷Łì òðåÆóåìóþ ôîðìóºó. å̂î-
ìåòðŁ÷åæŒŁØ æìßæº ïîºó÷åííîªî ðà-
âåíæòâà (æì. ðŁæ. 9.18): æóììà Œâàä-
ðàòîâ äŁàªîíàºåØ ïàðàººåºîªðàììà
ðàâíà óäâîåííîØ æóììå Œâàäðàòîâ
åªî äâóı æìåæíßı æòîðîí.

a

b

a
+
b

a � b

—Łæ. 9.18. ˚ ïðŁìåðó 9.17



152 ˆº. 9. ´åŒòîðíàÿ àºªåÆðà

4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

9.1. ˜àí ïðàâŁºüíßØ łåæòŁóªîºüíŁŒ ABCDEF . ˇðŁíŁìàÿ çà ÆàçŁæíßå

âåŒòîðß
��!
AB Ł

�!
AF , íàØäŁòå â ýòîì ÆàçŁæå ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðîâ

��!
BC,

��!
CD,��!

DE,
��!
EF ,

��!
BD,

��!
CF ,

��!
CE.

9.2. ˜îŒàæŁòå, ÷òî âåŒòîðß a = i � j Ł b = 2i + j îÆðàçóþò ÆàçŁæ íà
ïºîæŒîæòŁ, Ł íàØäŁòå ðàçºîæåíŁÿ âåŒòîðîâ x = 11i+j Ł x = 3j ïî ýòîìó
ÆàçŁæó.

9.3. Òî÷ŒŁ A1(r1), A2(r2), A3(r3), íå ºåæàøŁå íà îäíîØ ïðÿìîØ, ÿâºÿ-
þòæÿ ïîæºåäîâàòåºüíßìŁ âåðłŁíàìŁ ïàðàººåºîªðàììà. ˝àØäŁòå ðàäŁóæ-
âåŒòîð r4 ÷åòâ…ðòîØ âåðłŁíß A4 ýòîªî ïàðàººåºîªðàììà.

9.4. ˜àíß òðŁ òî÷ŒŁ A1(r1), A2(r2), A3(r3), íå ºåæàøŁå íà îäíîØ ïðÿ-
ìîØ. ˝àØäŁòå ðàäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ ïåðåæå÷åíŁÿ ìåäŁàí òðåóªîºüíŁŒà
A1A2A3.

9.5. ´ òðåóªîºüíŁŒå ABC ïðîâåäåíà ÆŁææåŒòðŁæà [AD]. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁ-

íàòß âåŒòîðà
��!
AD â ÆàçŁæå, îÆðàçîâàííîì âåŒòîðàìŁ

��!
AB Ł

�!
AC.

9.6. ˜îŒàæŁòå, ÷òî òðŁ îòðåçŒà, æîåäŁíÿþøŁå æåðåäŁíß æŒðåøŁâàþøŁı-
æÿ ð…Æåð òåòðàýäðà, ïåðåæåŒàþòæÿ â îäíîØ òî÷Œå Ł äåºÿòæÿ ýòîØ òî÷ŒîØ
ïîïîºàì.

9.7. ˛äíîðîäíàÿ ïºàæòŁíŒà OADEC ïîºó÷åíà Łç ïðÿìîóªîºüíŁŒà
OACB æî æòîðîíàìŁ, ðàâíßìŁ 2a Ł 2b, îò Œîòîðîªî îòðåçàí òðåóªîºüíŁŒ
ECD, ªäå D Ł E � æåðåäŁíß æòîðîí [AC] Ł [BC] æîîòâåòæòâåííî. ˝àØäŁòå
ŒîîðäŁíàòß öåíòðà ìàææ ïºàæòŁíŒŁ â æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò æ íà÷àºîì O Ł

îæÿìŁ, íàïðàâºåííßìŁ âäîºü æòîðîí
�!
OA Ł

��!
OC.

9.8. ¨ç ïðîâîºî÷íîªî ŒàðŒàæà ŒóÆŁ÷åæŒîØ ôîðìß (ðåÆðî ŒóÆà ðàâíî a)
óäàºåíî îäíî ðåÆðî. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß öåíòðà ìàææ ïîºó÷åííîØ ôŁªó-
ðß â æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò, îæŁ ŒîòîðîØ íàïðàâºåíß ïî òð…ì ð…Æðàì ŒóÆà
òàŒ, ÷òîÆß Łçœÿòîå ðåÆðî ðàæïîºàªàºîæü â ïºîæŒîæòŁ Oxy ïàðàººåºüíî
îæŁ Oy.

9.9. ˝àØäŁòå æŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a Ł b, åæºŁ Łçâåæòíß Łı
äºŁíß Ł âåºŁ÷Łíà óªºà ìåæäó íŁìŁ:

(à) jaj = 2, jbj = 3, ’ = 60�;
(Æ) jaj = 6, jbj = 1, ’ = 150�;

(â) jaj = 1, jbj = 4, ’ = 90�;
(ª) jaj = 3, jbj = 2, ’ = 180�.

9.10. ˝àØäŁòå ïðîåŒöŁþ âåŒòîðà a = (4; 2; 6) (à) íà ïðÿìóþ, ïàðàººåºü-
íóþ âåŒòîðó b = (�3; 2;�5); (Æ) íà ŒîîðäŁíàòíóþ îæü, íàïðàâºåíŁå Œî-
òîðîØ çàäà…òæÿ âåŒòîðîì b.

9.11. ˝àØäŁòå æŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a Ł b, çàäàííßı æâîŁìŁ
ŒîîðäŁíàòàìŁ â íåŒîòîðîì îðòîíîðìŁðîâàííîì ÆàçŁæå:
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(à) a = (2; 3;�1), b = (�1; 5; 13);
(Æ) a = (3;�3; 2), b = (2;�1; 3);

(â) a = (�2; 1; 1), b = (�3; 5;�2);
(ª) a = (4;�3;�2), b = (�2; 4;�1).

9.12. ˝àØäŁòå âåŒòîðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðîâ a Ł b, çàäàííßı æâîŁìŁ
ŒîîðäŁíàòàìŁ â íåŒîòîðîì îðòîíîðìŁðîâàííîì ÆàçŁæå:

(à) a = (2; 3;�1), b = (�1; 5; 13);
(Æ) a = (3;�3; 2), b = (2;�1; 3);

(â) a = (�2; 1; 1), b = (�3; 5;�2);
(ª) a = (4;�3;�2), b = (�2; 4;�1).

9.13. ˇóæòü i; j;k � îðòîíîðìŁðîâàííßØ ÆàçŁæ,

a = i + 2j + 4k; b = 2i + 3j � 2k; x = 17i� 7j + 15k:

˜îŒàæŁòå, ÷òî âåŒòîðß a Ł b îðòîªîíàºüíß. ˝àØäŁòå òàŒîØ âåŒòîð c,
÷òî a; b; c � ïðàâßØ îðòîªîíàºüíßØ ÆàçŁæ Ł ðàçºîæŁòå âåŒòîð x ïî ýòîìó
ÆàçŁæó.

9.14. ÓïðîæòŁòå âßðàæåíŁÿ: (à) [a� b;a+ b]; (Æ) [a� b+ c; a� 2b+ 3c].

9.15. ˜ºÿ âåŒòîðîâ a = (2; 3;�1), b = (3; 1; 1), c = (1;�5;�2), çàäàííßı
æâîŁìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ â íåŒîòîðîì îðòîíîðìŁðîâàííîì ÆàçŁæå, íàØäŁòå
(à) [a; [b; c]]; (Æ) [[a; b]; c].

9.16. ´åŒòîðß a; b; c çàäàíß æâîŁìŁ ŒîîðäŁíàòàìŁ â íåŒîòîðîì îðòîíîð-
ìŁðîâàííîì ÆàçŁæå. ˜ºÿ ŒàæäîØ òðîØŒŁ âåŒòîðîâ íàØäŁòå Łı æìåłàííîå
ïðîŁçâåäåíŁå Ł óŒàæŁòå îðŁåíòàöŁþ ýòîØ òðîØŒŁ âåŒòîðîâ:

(à) a = (2; 3;�1), b = (3;�3; 2), c = (�1; 5; 13);
(Æ) a = (3;�3; 2), b = (�2; 1; 1), c = (2;�1; 3);
(â) a = (�2; 1; 1), b = (1;�4; 3), c = (�3; 5;�2);
(ª) a = (4;�3;�2), b = (�2; 4;�1), c = (1;�4; 3).

9.17. ˜îŒàæŁòå, ÷òî âåŒòîðß a Ł b(a; c)�c(a; b) âçàŁìíî îðòîªîíàºüíß.

9.18. ´ òðåóªîºüíŁŒå ABC Łçâåæòíß äºŁíß æòîðîí jABj = c, jACj = b,

jBCj = a. ˝àØäŁòå
���!
AB;

�!
AC
�
.

9.19. ˝àØäŁòå óªîº ìåæäó æŒðåøŁâàþøŁìŁæÿ ìåäŁàíàìŁ äâóı ÆîŒîâßı
ªðàíåØ ïðàâŁºüíîªî òåòðàýäðà.

9.20. ˜àíß äâà âåŒòîðà a Ł b. ˇðåäæòàâüòå âåŒòîð b â âŁäå æóììß òàŒŁı
äâóı âåŒòîðîâ x Ł y, ÷òîÆß âåŒòîð x Æßº ŒîººŁíåàðåí, à âåŒòîð y �
îðòîªîíàºåí âåŒòîðó a.

9.21. ˜îŒàæŁòå æºåäóþøŁå òîæäåæòâà:

(à)
��[a; b]

��2 + (a; b)2 = jaj2jbj2;

(Æ) [[a; b]; [c;d]] = c(a; b;d)� d(a; b; c);

(â) [[a; b]; [c;d]] = b(a; c;d)� a(b; c;d);

(ª)
�
[a; b]; [c;d]

�
+
�
[a; c]; [d; b]

�
+
�
[a;d]; [b; c]

�
= 0;

(ä) (a; b; c)2 +
���
�
[a; b]; c

����
2

=
��[a; b]

��2 � jcj2;
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(å)
�

[a; b]; [b; c]; [c;a]
�

= (a; b; c)2;

(æ) (a; b; c)[x;y] =

�������

a b c

(a;x) (b;x) (c;x)

(a;y) (b;y) (c;y)

�������
;

(ç) (x;y; z)(a; b; c) =

�������

(x;a) (x; b) (x; c)

(y;a) (y; b) (y; c)

(z;a) (z; b) (z; c)

�������
;

(Ł)
h
a;
�
b; [c;d]

�i
= [a; c](b;d)� [a;d](b; c);

(Œ)
h
a;
�
b; [c;d]

�i
= (a; c;d)b� (a; b)[c;d];

(º)
�

[a; b]; [c;d]; [e;f ]
�

= (a; b;d)(c; e;f)� (a; b; c)(d; e;f):



ˆ¸À´À 10

ˇðÿìßå íà ïºîæŒîæòŁ

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

˛æíîâíßå òŁïß óðàâíåíŁØ ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ, îòíåæ…ííßı Œ äå-
ŒàðòîâîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò (ŒîæîóªîºüíîØ ŁºŁ ïðÿìîóªîºüíîØ, ïðŁ÷…ì
æºó÷àØ ïðÿìîóªîºüíîØ æŁæòåìß ŒîîðäŁíàò âæåªäà îªîâàðŁâàåòæÿ):

(1) óðàâíåíŁå æ óªºîâßì ŒîýôôŁöŁåíòîì:

y = kx+ b;

ªäå k � òàíªåíæ óªºà ìåæäó ïðÿìîØ Ł ïîºîæŁòåºüíßì íàïðàâºåíŁåì
îæŁ Ox (â ïðÿìîóªîºüíîØ äåŒàðòîâîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò);

(2) âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå:

r = r0 + ta;

ªäå r0 � ðàäŁóæ-âåŒòîð îïîðíîØ òî÷ŒŁ M0 ïðÿìîØ (ò.å. ïðîŁçâîºüíîØ
ôŁŒæŁðîâàííîØ òî÷ŒŁ ýòîØ ïðÿìîØ), a � íàïðàâºÿþøŁØ âåŒòîð ïðÿ-
ìîØ (ò.å. ïðîŁçâîºüíßØ âåŒòîð, ïàðàººåºüíßØ äàííîØ ïðÿìîØ; æì.
ðŁæ. 10.1), t� âåøåæòâåííßØ ïàðàìåòð, t 2 R;

(3) ïàðàìåòðŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ â ŒîîðäŁíàòàı :
�
x = x0 + tax;

y = y0 + tay;

ªäå (x; y), (x0; y0), (ax; ay) � ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðîâ r, r0, a æîîòâåò-
æòâåííî;

(4) ïàðàìåòðŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç äâå çàäàííßå
òî÷ŒŁ M1(r1) Ł M2(r2):

r = r1 + t(r2 � r1);

�
x = x1 + t(x2 � x1);

y = y1 + t(y2 � y1)

ªäå (x1; y1), (x2; y2) � ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðîâ r1 Ł r2;
(5) ŒàíîíŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ:

x� x0

ax
=
y � y0

ay
;

�����
x� x0 y � y0

ax ay

����� = 0

(æìßæº îÆîçíà÷åíŁØ òîò æå, ÷òî Ł ðàíåå);

155
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O

M0

r0

M

r

a

—Łæ. 10.1. ˙àäàíŁå ïðÿìîØ íà-
ïðàâºÿþøŁì âåŒòîðîì

O

M0

r0

M

r

n

—Łæ. 10.2. ˙àäàíŁå ïðÿìîØ íîð-
ìàºüíßì âåŒòîðîì

(6) ŒàíîíŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç äâå çàäàííßå
òî÷ŒŁ M1(x1; y1) Ł M2(x2; y2):

x� x1

x2 � x1
=

y � y1

y2 � y1
;

�����
x� x1 y � y1

x2 � x1 y2 � y1

����� = 0;

(7) îÆøåå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç çàäàííóþ
òî÷Œó (x0; y0):

A(x� x0) +B(y � y0) = 0;

(8) îÆøåå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ:

Ax+By = D;

(9) óðàâíåíŁå â îòðåçŒàı :
x

a
+
y

b
= 1;

ªäå a Ł b� îòðåçŒŁ, îòæåŒàåìßå ïðÿìîØ íà ŒîîðäŁíàòíßı îæÿı;
(10) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ

÷åðåç çàäàííóþ òî÷Œó M0(r0):

(r � r0;n) = 0;

ªäå n� âåŒòîð íîðìàºŁ Œ ïðÿìîØ (ò.å. ïðîŁçâîºüíßØ âåŒòîð, ïåðïåí-
äŁŒóºÿðíßØ ïðÿìîØ);

(11) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ:

(r;n) = D;

ªäå D � íåŒîòîðîå ÷Łæºî;
(12) íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç çà-

äàííóþ òî÷Œó M0(x0; y0):

A(x� x0) +B(y � y0) = 0;

ªäå A, B � ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà íîðìàºŁ n ïðÿìîØ (òîºüŒî â ïðÿìî-
óªîºüíîØ äåŒàðòîâîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò);

(13) íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ:

Ax+By = D;

ªäå A, B � ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà íîðìàºŁ n ïðÿìîØ (òîºüŒî â ïðÿìî-
óªîºüíîØ äåŒàðòîâîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò);
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M1

M2

M3

r1

r2

r3

O

n

a

—Łæ. 10.3. ˚ òåîðåìå 10.1

(14) íîðìŁðîâàííîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ â ïðÿìîóªîºüíîØ äåŒàðòîâîØ æŁ-
æòåìå ŒîîðäŁíàò:

x cos�+ y sin� = p;

ªäå p� ðàææòîÿíŁå îò íà÷àºà ŒîîðäŁíàò äî ïðÿìîØ (p > 0), �� óªîº
ìåæäó ïîºîæŁòåºüíßì íàïðàâºåíŁåì îæŁ Ox Ł íîðìàºüíßì âåŒòî-
ðîì ïðÿìîØ, îòºîæåííßì îò íà÷àºà ŒîîðäŁíàò.

ÓðàâíåíŁå ïðÿìîØ â ïîºÿðíßı ŒîîðäŁíàòàı :

r =
p

cos(’� �)
;

ªäå �� óªîº ìåæäó íîðìàºüþ ïðÿìîØ Ł ïîºÿðíîØ îæüþ, p� ðàææòîÿíŁå
îò ïîºþæà äî ïðÿìîØ. ´ æºó÷àå, Œîªäà ïðÿìàÿ ïðîıîäŁò ÷åðåç ïîºþæ ïîä
óªºîì � Œ ïîºÿðíîØ îæŁ, îíà ðàæïàäàåòæÿ íà äâà ºó÷à, óðàâíåíŁÿ Œîòîðßı
Łìåþò âŁä ’ = � Ł ’ = � + � (ŁºŁ ’ = � � �) æîîòâåòæòâåííî.

10.1. Òåîðåìà. ˜àíß òî÷Œà M1(r1) Ł ïðÿìàÿ a, çàäàííàÿ âåŒòîðíßì
íîðìàºüíßì óðàâíåíŁåì (r;n) = D (æì. ðŁæ. 10.3).

1. —àäŁóæ-âåŒòîð îðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒöŁŁ M2(r2) òî÷ŒŁ M1(r1) íà ïðÿ-
ìóþ a âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

r2 = r1 �
(r1;n)�D

(n;n)
n: (10.1)

2. —àææòîÿíŁå îò òî÷ŒŁ M1(r1) äî ïðÿìîØ a âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

d(M1; a) =
j(r1;n)�Dj

jnj : (10.2)

3. —àäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ M3(r3), æŁììåòðŁ÷íîØ òî÷Œå M1(r1) îòíîæŁ-
òåºüíî ïðÿìîØ a, âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

r3 = r1 � 2
(r1;n)�D

(n;n)
n: (10.3)
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Ôîðìóºà (10.2) â ŒîîðäŁíàòíîØ çàïŁæŁ Łìååò âŁä

d(M1; a) =
jAx1 +By1 �Djp

A2 +B2
; (10.4)

ªäå (x1; y1) � ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ M1, à ïðÿìàÿ a Łìååò óðàâíåíŁå
Ax+By = D.

˛òŒºîíåíŁå òî÷ŒŁ M1(x1; y1) îò ïðÿìîØ a, çàäàííîØ íîðìŁðîâàí-
íßì óðàâíåíŁåì x cos�+ y sin� = p, ðàâíî

�(M1; a) = x1 cos�+ y1 sin�� p:
Ìîäóºü ýòîØ âåºŁ÷Łíß ðàâåí ðàææòîÿíŁþ d(M1; a) îò òî÷ŒŁ M1 äî ïðÿ-
ìîØ a, à çíàŒ ïîŒàçßâàåò, â ŒàŒîØ Łç äâóı ïîºóïºîæŒîæòåØ ºåæŁò òî÷-
Œà M1: åæºŁ �(M1; a) < 0, òî òî÷Œà M1 Ł íà÷àºî ŒîîðäŁíàò O ºåæàò
â îäíîØ ïîºóïºîæŒîæòŁ, à åæºŁ �(M1; a) > 0 � òî â ðàçíßı. ˛òŒºîíåíŁå
òî÷ŒŁ M1(r1) îò ïðÿìîØ a, çàäàííîØ âåŒòîðíßì íîðìàºüíßì óðàâíåíŁåì
(r;n) = D, ìîæåò Æßòü íàØäåíî ïî ôîðìóºå, àíàºîªŁ÷íîØ ôîðìóºå äºÿ
ðàææòîÿíŁÿ îò òî÷ŒŁ äî ïðÿìîØ:

�(M1; a) =
(r1;n)�D
jnj � sgnD;

ªäå sgnD� çíàŒ1 ÷Łæºà D.
ˇó÷îŒ ïðÿìßı (íà ïºîæŒîæòŁ) æ öåíòðîì C � ýòî ìíîæåæòâî �(C)

âæåı ïðÿìßı íà ýòîØ ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøŁı ÷åðåç òî÷Œó C.

10.2. Òåîðåìà. ˇóæòü (r;n1) = D1 Ł (r;n2) = D2 � óðàâíåíŁÿ äâóı
ïðÿìßı, ïåðåæåŒàþøŁıæÿ â òî÷Œå C. ˇðÿìàÿ ïðŁíàäºåæŁò ïó÷Œó �(C)
òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà îíà çàäà…òæÿ óðàâíåíŁåì

�
r; �1n1 + �2n2

�
= �1D1 + �2D2;

ªäå �1 Ł �2 � ÷Łæºà, íå ðàâíßå îäíîâðåìåííî íóºþ. Ýòî óðàâíåíŁå íà-
çßâàåòæÿ óðàâíåíŁåì ïó÷Œà ïðÿìßı.

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ˙àïŁłŁòå âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒî-
æòŁ. ˛ÆœÿæíŁòå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁØ æìßæº âæåı âıîäÿøŁı â óðàâíåíŁå ïî-
æòîÿííßı âåºŁ÷Łí.

2. ˙àïŁłŁòå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ â ŒîîðäŁ-
íàòíîì âŁäå.

3. ˙àïŁłŁòå ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ â âŁäå ïðî-
ïîðöŁŁ.

1ÔóíŒöŁÿ ¾çíàŒ ÷Łæºà¿ îïðåäåºÿåòæÿ æºåäóþøŁì îÆðàçîì:

sgnx =

8

>

>

<

>

>

:

�1; åæºŁ x < 0;

0; åæºŁ x = 0;

1; åæºŁ x > 0:
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4. ˙àïŁłŁòå ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ æ ïîìîøüþ
îïðåäåºŁòåºÿ.

5. ÓŒàæŁòå ŒàŒîØ-ºŁÆî íàïðàâºÿþøŁØ âåŒòîð ïðÿìîØ, çàäàííîØ óðàâíå-
íŁåì y = kx+ b.

6. ˙àïŁłŁòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ â îòðåçŒàı Ł îÆœÿæíŁòå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁØ
æìßæº åªî ŒîýôôŁöŁåíòîâ.

7. ˙àïŁłŁòå âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ, ïðî-
ıîäÿøåØ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷Œó, Ł îÆœÿæíŁòå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁØ æìßæº åªî
ŒîýôôŁöŁåíòîâ.

8. ˙àïŁłŁòå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç çàäàííóþ
òî÷Œó, â ïðÿìîóªîºüíßı ŒîîðäŁíàòàı (â ïºàíŁìåòðŁ÷åæŒîì æºó÷àå).

9. ÓŒàæŁòå ŒàŒîØ-ºŁÆî íîðìàºüíßØ âåŒòîð ïðÿìîØ, çàäàííîØ óðàâíåíŁ-
åì y = kx+ b.

10. ˙àïŁłŁòå íîðìŁðîâàííîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ íà ïºîæŒîæòŁ.
11. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ âß÷ŁæºåíŁÿ ðàææòîÿíŁÿ îò òî÷ŒŁ äî ïðÿìîØ.
12. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ íàıîæäåíŁÿ òî÷ŒŁ, ÿâºÿþøåØæÿ ïðîåŒöŁåØ

äàííîØ òî÷ŒŁ íà äàííóþ ïðÿìóþ.
13. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó äºÿ íàıîæäåíŁÿ òî÷ŒŁ, æŁììåòðŁ÷íîØ äàííîØ òî÷-

Œå îòíîæŁòåºüíî äàííóþ ïðÿìîØ.
14. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ïó÷Œà ïðÿìßı íà ïºîæŒîæòŁ.

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

´î âæåı çàäà÷àı æŁæòåìà ŒîîðäŁíàò ïðåäïîºàªàåòæÿ ïðÿìîóªîºüíîØ.

ˇðŁìåð 10.1. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ ïðÿìßı b Ł c, ïðîıîäÿøŁı ÷åðåç
òî÷Œó A(�2; 5) æîîòâåòæòâåííî ïàðàººåºüíî Ł ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïðÿìîØ
a, çàäàííîØ óðàâíåíŁåì 3x+ 2y = 8.

—åłåíŁå. ÓðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç äàííóþ òî÷Œó (x0; y0)
ïàðàººåºüíî ïðÿìîØ Ax+By = D, Łìååò âŁä

A(x� x0) +B(y � y0) = 0;

òàŒ ŒàŒ ïàðàººåºüíßå ïðÿìßå Łìåþò îäŁíàŒîâßå (ŁºŁ, Æîºåå îÆøî, ïðî-
ïîðöŁîíàºüíßå) íîðìàºüíßå âåŒòîðß. ˇîýòîìó óðàâíåíŁå ïðÿìîØ b, ïà-
ðàººåºüíîØ ïðÿìîØ a, Łìååò âŁä

3(x+ 2) + 2(y � 5) = 0 () 3x+ 2y = 4:

´åŒòîð íîðìàºŁ n = (3; 2) äàííîØ ïðÿìîØ a ÿâºÿåòæÿ íàïðàâºÿþøŁì
âåŒòîðîì ŁæŒîìîØ ïðÿìîØ c, óðàâíåíŁå ŒîòîðîØ óäîÆíî çàïŁæàòü â Œàíî-
íŁ÷åæŒîì âŁäå:

x+ 2

3
=
y � 5

2
ŁºŁ

�����
x+ 2 y � 5

3 2

����� = 0 () 2x� 3y = �19:
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ˇðŁìåð 10.2. ¨çâåæòíà âåðłŁíà A(3;�4) òðåóªîºüíŁŒà ABC Ł óðàâíå-
íŁÿ åªî âßæîò1:

BH : 7x� 2y = 1; CP : 2x� 7y = 6:

Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå æòîðîíß BC.

—åłåíŁå (÷åðò…æ æäåºàØòå æàìîæòîÿòåºüíî). ˝àØäåì ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ
Q ïåðåæå÷åíŁÿ âßæîò òðåóªîºüíŁŒà:

�
7x� 2y = 1;

2x� 7y = 6
) Q

�
�1

9
; �8

9

�
:

´åŒòîð
�!
AQ = (�28=9; 28=9) ïåðïåíäŁŒóºÿðåí ïðÿìîØ BC, ïîýòîìó ïðî-

ïîðöŁîíàºüíßØ âåŒòîð n = (1;�1) ìîæíî âçÿòü â Œà÷åæòâå âåŒòîðà íîð-
ìàºŁ æòîðîíß BC.

˝àØä…ì ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ B, ÿâºÿþøåØæÿ ïåðåæå÷åíŁåì âßæîòß BH
(å… óðàâíåíŁå Łçâåæòíî) Ł æòîðîíß AB (å… óðàâíåíŁå òðåÆóåòæÿ ïîºó-
÷Łòü). ˇîæŒîºüŒó íîðìàºüíßØ âåŒòîð (2;�7) âßæîòß CP ÿâºÿåòæÿ íà-
ïðàâºÿþøŁì âåŒòîðîì æòîðîíß AB, ìîæåì çàïŁæàòü ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâ-
íåíŁå ïðÿìîØ AB:

x� 3

2
=
y + 4

�7
() 7x+ 2y = 13:

˜àºåå íàıîäŁì ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ B:
�

7x� 2y = 1;

7x+ 2y = 13
) B(1; 3):

Òåïåðü ìîæåì æîæòàâŁòü óðàâíåíŁå æòîðîíß BC:

1 � (x� 1) + (�1) � (y � 3) = 0 () x� y = �2:

ˇðŁìåð 10.3. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ ÆŁææåŒòðŁæ óªºîâ ìåæäó ïðÿìßìŁ
3x� 4y = �7 Ł 5x+ 12y = 1.

—åłåíŁå. Òî÷Œà M(x; y) ºåæŁò íà ÆŁææåŒòðŁæå óªºîâ, îÆðàçîâàííßı äàí-
íßìŁ ïðÿìßìŁ, òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà ðàææòîÿíŁÿ d1 Ł d2 îò ýòîØ
òî÷ŒŁ äî äàííßı ïðÿìßı ðàâíß ìåæäó æîÆîØ, ò.å.

j3x� 4y + 7jp
32 + 42

=
j5x+ 12y � 1jp

52 + 122
:

ÑíŁìàÿ ìîäóºŁ, ïîºó÷àåì

3x� 4y + 7

5
=

5x+ 12y � 1

13
() 7x� 56y + 48 = 0;

3x� 4y + 7

5
= �5x+ 12y � 1

13
() 32x+ 4y + 43 = 0:

1˙äåæü Ł äàºåå ïîä óðàâíåíŁåì âßæîò (ÆŁææåŒòðŁæ, æòîðîí Ł ò. ä.) Æóäåì ïîíŁìàòü
óðàâíåíŁÿ ïðÿìßı, íà Œîòîðßı ºåæàò âßæîòß (ÆŁææåŒòðŁæß, æòîðîíß Ł ò. ä.) Ł îïóæ-
Œàòü æŒîÆŒŁ â îÆîçíà÷åíŁÿı ïðÿìßı Ł îòðåçŒîâ, ò.å. ïŁæàòü, íàïðŁìåð, AB ŒàŒ äºÿ
ïðÿìîØ (AB), òàŒ Ł äºÿ îòðåçŒà [AB].
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ˇðŁìåð 10.4. ˜àíß óðàâíåíŁÿ æòîðîí òðåóªîºüíŁŒà:

BC : x+ 2y = 1; AC : 5x+ 4y = 17; AB : x� 4y = �11:

˝å îïðåäåºÿÿ ŒîîðäŁíàò åªî âåðłŁí, æîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ âßæîò ýòîªî
òðåóªîºüíŁŒà.

—åłåíŁå. ˝àØä…ì óðàâíåíŁå âßæîòß CH , ŁæıîäÿøåØ Łç âåðłŁíß C. ˇðÿ-
ìàÿ CH ïðŁíàäºåæŁò ïó÷Œó �(C) æ öåíòðîì C, ïîýòîìó æîªºàæíî òåîðå-
ìå 10.2 å… óðàâíåíŁå ìîæíî ïðåäæòàâŁòü â âŁäå

�(x+ 2y � 1) + �(5x+ 4y � 17) = 0

ŁºŁ ïîæºå ïðåîÆðàçîâàíŁÿ

x(� + 5�) + y(2�+ 4�) = �+ 17�:

˚ðîìå òîªî, ýòà ïðÿìàÿ ïåðïåíäŁŒóºÿðíà æòîðîíå AB, ò.å. íîðìàºüíßå
âåŒòîðß nCH = (�+ 5�; 2�+ 4�) Ł nAB = (1;�4) îðòîªîíàºüíß, òàŒ ÷òî
Łı æŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå ðàâíî íóºþ:

(nCH ;nAB) = 1 � (�+ 5�) + (�4) � (2�+ 4�) = �7�� 11� = 0:

´çÿâ â Œà÷åæòâå ðåłåíŁÿ ýòîªî óðàâíåíŁÿ � = �11, � = 7, ïîºó÷à-
åì óðàâíåíŁå âßæîòß CH : 4x + y = 18. ÓðàâíåíŁÿ îæòàºüíßı âßæîò
òðåóªîºüíŁŒà íàıîäÿòæÿ àíàºîªŁ÷íî. ˛Œîí÷àòåºüíßØ îòâåò: 4x+ y = 18,
4x� 5y = �22, 2x� y = �1.

ˇðŁìåð 10.5. ˜àíß òî÷ŒàA(1; 2) Ł ïðÿìàÿ a æ óðàâíåíŁåì 3x�y+9 = 0.
˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ P , ÿâºÿþøåØæÿ ïðîåŒöŁåØ òî÷ŒŁ A íà ïðÿ-
ìóþ a, Ł òî÷ŒŁ S, æŁììåòðŁ÷íîØ òî÷Œå A îòíîæŁòåºüíî ïðÿìîØ a, à òàŒæå
ðàææòîÿíŁå îò òî÷ŒŁ A äî ïðÿìîØ a.

—åłåíŁå. ˛Æîçíà÷Łì ÷åðåç r1 ðàäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ A, ÷åðåç r2 � ðàäŁóæ-
âåŒòîð òî÷ŒŁ P , ÷åðåç r3 � ðàäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ S, ÷åðåç n � íîðìàºü-
íßØ âåŒòîð ïðÿìîØ a, D � æâîÆîäíßØ ÷ºåí óðàâíåíŁÿ ïðÿìîØ; î÷åâŁäíî,
r1 = (1; 2), n = (3;�1), D = �9. ˇî ôîðìóºàì òåîðåìß 10.1 ïîºó÷àåì:

r2 = r1 �

=1z }| {
(r1;n)�D

(n;n)| {z }
=10

n =

8
>>>:

1

2

9
>>>;�

1� (�9)

10

8
>>>:

3

�1

9
>>>; =

8
>>>:
�2

3

9
>>>; ;

r3 = r1 � 2
(r1;n)�D

(n;n)
n =

8
>>>:

1

2

9
>>>;� 2

8
>>>:

3

�1

9
>>>; =

8
>>>:
�5

4

9
>>>; ;

d(A; a) =
j(r1;n)�Dj

jnj =
j1� (�9)jp

10
=
p

10:
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¸ó÷łå ðåłŁòü çàäà÷ó Æåç Łæ-
ïîºüçîâàíŁÿ ªîòîâßı ôîðìóº (æì.
ðŁæ. 10.4). ˇðîâåä…ì ÷åðåç òî÷Œó A
ïðÿìóþ b, ïåðïåíäŁŒóºÿðíóþ ïðÿ-
ìîØ a; å… íàïðàâºÿþøŁØ âåŒòîð æîâ-
ïàäàåò æ íîðìàºüíßì âåŒòîðîì ïðÿ-
ìîØ a, Ł ïîýòîìó óðàâíåíŁå ïðÿìîØ
b Łìååò âŁä

x� 1

3
=
y � 2

�1
() x+ 3y = 7:

Òî÷Œà P ÿâºÿåòæÿ ïåðåæå÷åíŁåì ïðÿ-
ìßı a Ł b:�

3x� y = �9;

x+ 3y = 7
) P (�2; 3):

O

A

P

S

b

a

r1

r2

r3 n

—Łæ. 10.4. ˚ ïðŁìåðó 10.5

—àææòîÿíŁå îò òî÷ŒŁ A äî ïðÿìîØ a ðàâíî ðàææòîÿíŁþ jAP j:
jAP j =

p
(�2� 1)2 + (3� 2)2 =

p
10:

˜àºåå íàıîäŁì âåŒòîð
�!
AP :

�!
AP =

��!
OP ��!OA =

8
>>>:
�2

3

9
>>>;�

8
>>>:

1

2

9
>>>; =

8
>>>:
�3

1

9
>>>;

Ł ðàäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ S:

�!
OS =

�!
OA +

�!
AS =

�!
OA + 2

�!
AP =

8
>>>:

1

2

9
>>>;+ 2

8
>>>:
�3

1

9
>>>; =

8
>>>:
�5

4

9
>>>; :

ˇðŁìåð 10.6. ˜îŒàæŁòå, ÷òî óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç äâå
äàííßå òî÷ŒŁ M1(x1; y1) Ł M2(x2; y2), ìîæåò Æßòü çàïŁæàíî â æºåäóþøåì
âŁäå: �������

x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1

�������
= 0:

—åłåíŁå. ´ß÷òåì òðåòüþ æòðîŒó îïðåäåºŁòåºÿ Łç ïåðâîØ Ł âòîðîØ:

0 =

�������

x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1

�������
=

�������

x� x2 y � y2 0

x1 � x2 y1 � y2 0

x2 y2 1

�������
=

Ł òåïåðü ðàæŒðîåì ïî ýºåìåíòàì ïîæºåäíåªî æòîºÆöà:

=

�����
x� x2 y � y2

x1 � x2 y1 � y2

����� :

ˇîºó÷Łâłååæÿ óðàâíåíŁå åæòü íå ÷òî Łíîå, ŒàŒ ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå
ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç äâå çàäàííßå òî÷ŒŁ.
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4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

10.1. (à) Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷ŒŁ A(2; 5)
Ł B(�3; 7).

(Æ) ˇîºó÷Łòå Łç ïàðàìåòðŁ÷åæŒîªî óðàâíåíŁÿ ïðÿìîØ

�
x = 3� 2t;

y = 1 + 3t
Œà-

íîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå Ł îÆøåå óðàâíåíŁå.

(â) ˇîºó÷Łòå Łç ïàðàìåòðŁ÷åæŒîªî óðàâíåíŁÿ ïðÿìîØ

�
x = 5;

y = 3� 7t
Œà-

íîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå Ł îÆøåå óðàâíåíŁå.

(ª) ˇîºó÷Łòå Łç ŒàíîíŁ÷åæŒîªî óðàâíåíŁÿ ïðÿìîØ
x+ 2

2
=
y � 4

�5
ïàðà-

ìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå Ł îÆøåå óðàâíåíŁå.

(ä) ˇîºó÷Łòå Łç ŒàíîíŁ÷åæŒîªî óðàâíåíŁÿ ïðÿìîØ
x� 5

2
=
y + 2

0
ïàðà-

ìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå Ł îÆøåå óðàâíåíŁå.
(å) Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(13;�7) ïà-

ðàººåºüíî âåŒòîðó a(5; 2).
(æ) Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(�4; 2) ïà-

ðàººåºüíî ïðÿìîØ
x+ 8

5
=
y � 9

�11
.

(ç) ˝àðŁæóØòå ïðÿìóþ, çàäàííóþ óðàâíåíŁåì
x

5
� y

3
= 1.

(Ł) Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(3;�7) ïåð-
ïåíäŁŒóºÿðíî âåŒòîðó n(5;�2).

(Œ) Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(1;�3) ïåð-

ïåíäŁŒóºÿðíî ïðÿìîØ
x+ 8

3
=
y � 9

�7
.

10.2. ˝àØäŁòå ðàææòîÿíŁÿ îò òî÷åŒ A(2; 1) Ł B(5;�3) äî ïðÿìîØ a, çà-
äàííîØ óðàâíåíŁåì 3x� 4y = 12. ˇåðåæåŒàåò ºŁ îòðåçîŒ [AB] ïðÿìóþ a?

10.3. ˙àïŁłŁòå óðàâíåíŁÿ æºåäóþøŁı ïðÿìßı â ïîºÿðíßı ŒîîðäŁíàòàı:
(à) y = 1; (Æ) x = 1; (â) x = �1; (ª) x+ y = 1.

10.4. ˜àíß óðàâíåíŁÿ äâóı æòîðîí ïàðàººåºîªðàììà 8x+ 3y = �1 Ł
2x+ y = 1 Ł óðàâíåíŁå îäíîØ Łç åªî äŁàªîíàºåØ 3x+ 2y = �3. ˝àØäŁòå
ŒîîðäŁíàòß âåðłŁí ïàðàººåºîªðàììà, æîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ îæòàºüíßı
æòîðîí Ł âòîðîØ äŁàªîíàºŁ ýòîªî ïàðàººåºîªðàììà.

10.5. ˜àíß óðàâíåíŁÿ äâóı æòîðîí ïðÿìîóªîºüíŁŒà x� 2y = 0 Ł
x� 2y = �15 Ł óðàâíåíŁå îäíîØ Łç åªî äŁàªîíàºåØ 7x+ y = 15. ˝àØäŁ-
òå ŒîîðäŁíàòß âåðłŁí ïðÿìîóªîºüíŁŒà, æîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ îæòàºüíßı
æòîðîí Ł âòîðîØ äŁàªîíàºŁ ýòîªî ïðÿìîóªîºüíŁŒà.

10.6. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó M(2; 5) Ł
ðàâíîóäàº…ííîØ îò òî÷åŒ P (�1; 2) Ł Q(5; 4).

10.7. ˜àíß ŒîîäŁíàòß âåðłŁí òðåóªîºüíŁŒà A(1; 2), B(9; 3), C(5; 10).
˝àØäŁòå óðàâíåíŁÿ æòîðîí òðåóªîºüíŁŒà (ò.å. ïðÿìßı, íà Œîòîðßı ºå-
æàò æòîðîíß), óðàâíåíŁÿ ìåäŁàí, âßæîò, æåðåäŁííßı ïåðïåíäŁŒóºÿðîâ Œ
æòîðîíàì, ŒîîðäŁíàòß öåíòðîŁäà (ò.å. òî÷ŒŁ ïåðåæå÷åíŁÿ ìåäŁàí), îðòî-
öåíòðà (òî÷ŒŁ ïåðåæå÷åíŁÿ âßæîò), öåíòðà îïŁæàííîØ îŒðóæíîæòŁ.



164 ˆº. 10. ˇðÿìßå íà ïºîæŒîæòŁ

10.8. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ P , ÿâºÿþøåØæÿ îðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒ-
öŁåØ òî÷ŒŁ A íà ïðÿìóþ a, Ł òî÷ŒŁ S, æŁììåòðŁ÷íîØ òî÷Œå A îòíîæŁ-
òåºüíî ïðÿìîØ a, à òàŒæå ðàææòîÿíŁå d îò òî÷ŒŁ A äî ïðÿìîØ a, åæºŁ (à)
A(�5; 6), a: 2x � 3y + 2 = 0; (Æ) A(2; 1), a: 3x � 4y = 12. —åłŁòå çàäà÷ó,
íå ïîºüçóÿæü ôîðìóºàìŁ (10.1)�(10.3).

10.9. ¨ç òî÷ŒŁ A(�2; 3) ïîä óªºîì ’ Œ îæŁ Ox (tg’ = 3) íàïðàâºåí
ºó÷ æâåòà. ˜îØäÿ äî îæŁ Ox, ºó÷ îò íå… îòðàçŁºæÿ. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ
ïðÿìßı, íà Œîòîðßı ºåæàò ïàäàþøŁØ Ł îòðàæ…ííßØ ºó÷Ł.

10.10. ¸ó÷ æâåòà íàïðàâºåí ïî ïðÿìîØ x� 2y + 5 = 0. ˜îØäÿ äî ïðÿìîØ
3x � 2y + 7 = 0, ºó÷ îò íå… îòðàçŁºæÿ. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, íà
ŒîòîðîØ ºåæŁò îòðàæ…ííßØ ºó÷.



ˆ¸À´À 11

ˇðÿìßå Ł ïºîæŒîæòŁ â ïðîæòðàíæòâå

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ˇºîæŒîæòŁ â ïðîæòðàíæòâå. ˛æíîâíßå òŁïß óðàâíåíŁØ ïºîæ-
ŒîæòŁ â ïðîæòðàíæòâå, îòíåæ…ííßı Œ äåŒàðòîâîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò (Œî-
æîóªîºüíîØ ŁºŁ ïðÿìîóªîºüíîØ, ïðŁ÷…ì æºó÷àØ ïðÿìîóªîºüíîØ æŁæòåìß
ŒîîðäŁíàò âæåªäà îªîâàðŁâàåòæÿ):

(1) âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ:

r = r0 + ua + vb;

ªäå r0 � ðàäŁóæ-âåŒòîð îïîðíîØ òî÷ŒŁ M0 ïºîæŒîæòŁ, a Ł b � äâà
íåŒîººŁíåàðíßı ìåæäó æîÆîØ íàïðàâºÿþøŁı âåŒòîðà ïºîæŒîæòŁ (ò.å.
äâà âåŒòîðà, ïàðàººåºüíßı ïºîæŒîæòŁ; æì. ðŁæ. 11.1);

(2) ïàðàìåòðŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ â ŒîîðäŁíàòàı

8
<

:

x = x0 + uax + vbx;

y = y0 + uay + vby;

z = z0 + uaz + vbz;

ªäå (x0; y0; z0) � ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðà r0, (ax; ay; az) Ł (bx; by; bz) � Œî-
îðäŁíàòß íàïðàâºÿþøŁı âåŒòîðîâ a Ł b;

(3) ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ â ïðîæòðàíæòâå:

�������

x� x0 y � y0 z � z0

ax ay az

bx by bz

�������
= 0

(æìßæº îÆîçíà÷åíŁØ òîò æå, ÷òî Ł âßłå);
(4) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç äâå çàäàííßå òî÷ŒŁ

M1(x1; y1; z1) Ł M2(x2; y2; z2) ïàðàººåºüíî âåŒòîðó a(ax; ay; az):

�������

x� x1 y � y1 z � z1

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

ax ay az

�������
= 0;

165
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O

a

b

r0
r

M0

M

�

—Łæ. 11.1. ˙àäàíŁå ïºîæŒîæòŁ
íàïðàâºÿþøŁìŁ âåŒòîðàìŁ

O

n
r0 r

M0

M

�

—Łæ. 11.2. ˙àäàíŁå ïºîæŒîæòŁ
íîðìàºüíßì âåŒòîðîì

(5) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òðŁ çàäàííßå òî÷ŒŁ
M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2), M3(x3; y3; z3):

�������

x� x1 y � y1 z � z1

x2 � x1 y2 � y1 z2 � z1

x3 � x1 y3 � y1 z3 � z1

�������
= 0;

(6) îÆøåå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷Œó:

A(x� x0) +B(y � y0) + C(z � z0) = 0;

(7) îÆøåå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ:

Ax+By + Cz = D;

(8) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ â îòðåçŒàı :
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1;

ªäå a, b, c� îòðåçŒŁ, îòæåŒàåìßå ïºîæŒîæòüþ íà ŒîîðäŁíàòíßı îæÿı
Ox, Oy, Oz æîîòâåòæòâåííî;

(9) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç çà-
äàííóþ òî÷Œó M0(r0) (æì. ðŁæ. 11.2):

(r � r0;n) = 0;

(10) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ:

(r;n) = D;

(11) íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷Œó
M0(x0; y0; z0):

A(x� x0) +B(y � y0) + C(z � z0) = 0;

ªäå A, B, C � ŒîîðäŁíàòß íîðìàºüíîªî âåŒòîðà ïºîæŒîæòŁ (òîºüŒî â
ïðÿìîóªîºüíîØ äåŒàðòîâîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò);

(12) íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ:

Ax+By + Cz = D;

ªäå A, B, C � ŒîîðäŁíàòß íîðìàºüíîªî âåŒòîðà ïºîæŒîæòŁ (òîºüŒî â
ïðÿìîóªîºüíîØ äåŒàðòîâîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò);
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(13) íîðìŁðîâàííîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ:

x cos�+ y cos� + z cos 
 = p;

ªäå p� ðàææòîÿíŁå îò íà÷àºà ŒîîðäŁíàò äî ïðÿìîØ (p > 0), �, �, 
 �
óªºß, Œîòîðßå îÆðàçóåò æ îæÿìŁ ŒîîðäŁíàò âåŒòîð íîðìàºŁ n.

11.1. Òåîðåìà. ˜àíß òî÷Œà M1(r1) Ł ïºîæŒîæòü �, çàäàííàÿ âåŒòîð-
íßì íîðìàºüíßì óðàâíåíŁåì (r;n) = D (æì. ðŁæ. 11.3).

1. —àäŁóæ-âåŒòîð îðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒöŁŁ M2(r2) òî÷ŒŁ M1(r1) íà
ïºîæŒîæòü � âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

r2 = r1 �
(r1;n)�D

(n;n)
n: (11.1)

2. —àææòîÿíŁå îò òî÷ŒŁ M1(r1) äî ïºîæŒîæòŁ � âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

d(M1; �) =
j(r1;n)�Dj

jnj : (11.2)

3. —àäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ M3(r3), æŁììåòðŁ÷íîØ òî÷Œå M1(r1) îòíîæŁ-
òåºüíî ïºîæŒîæòŁ �, âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

r3 = r1 � 2
(r1;n)�D

(n;n)
n: (11.3)

Ôîðìóºà (11.2) â ŒîîðäŁíàòíîØ çàïŁæŁ Łìååò âŁä

d(M1; �) =
jAx1 +By1 + Cz1 �Djp

A2 +B2 + C2
; (11.4)

ªäå (x1; y1; z1) � ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ M1, à ïºîæŒîæòü � Łìååò óðàâíåíŁå
Ax+By + Cz = D.

˛òŒºîíåíŁå òî÷ŒŁ M1(x1; y1; z1) îò ïºîæŒîæòŁ �, çàäàííîØ íîðìŁ-
ðîâàííßì óðàâíåíŁåì x cos�+ y cos� + z cos 
 = p, îïðåäåºÿåòæÿ ŒàŒ

d(M1; �) = x1 cos�+ y1 cos� + z1 cos 
 � p;
ìîäóºü ýòîØ âåºŁ÷Łíß ðàâåí ðàææòîÿíŁþ d(M1; �) îò òî÷ŒŁ M1 äî ïºîæ-
ŒîæòŁ �, à çíàŒ ïîŒàçßâàåò, â ŒàŒîì Łç äâóı ïîºóïðîæòðàíæòâ ºåæŁò
òî÷Œà M1: åæºŁ �(M1; �) < 0, òî òî÷Œà M1 Ł íà÷àºî ŒîîðäŁíàò O ºåæàò
â îäíîì ïîºóïðîæòðàíæòâå, à åæºŁ �(M1; �) > 0 � òî â ðàçíßı.

ˇó÷Œîì ïºîæŒîæòåØ â ïðîæòðàíæòâå íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî âæåı
ïºîæŒîæòåØ, ïðîıîäÿøŁı ÷åðåç íåŒîòîðóþ ïðÿìóþ l, íàçßâàåìóþ îæüþ
ïó÷Œà. ˇó÷îŒ æ öåíòðîì l Æóäåì îÆîçíà÷àòü �(l).

11.2. Òåîðåìà. ˇóæòü (r;n1) = D1 Ł (r;n2) = D2 � óðàâíåíŁÿ äâóı
(íåïàðàººåºüíßı) ïºîæŒîæòåØ, ïåðåæåŒàþøŁıæÿ ïî ïðÿìîØ l. ˇºîæŒîæòü
ïðŁíàäºåæŁò ïó÷Œó �(l) òîªäà Ł òîºüŒî òîªäà, Œîªäà îíà çàäà…òæÿ
óðàâíåíŁåì �

r; �1n1 + �2n2

�
= �1D1 + �2D2; (11.5)

ªäå �1 Ł �2 � ÷Łæºà, íå ðàâíßå îäíîâðåìåííî íóºþ. Ýòî óðàâíåíŁå íà-
çßâàåòæÿ óðàâíåíŁåì ïó÷Œà ïºîæŒîæòåØ.
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M1

M2

M3

r1

r2

r3

O

n

�

—Łæ. 11.3. ˚ òåîðåìå 11.1

M1

M2

M3

r1

r2

r3

O

a

a

—Łæ. 11.4. ˚ òåîðåìå 11.3

`. ˇðÿìßå â ïðîæòðàíæòâå. ˛æíîâíßå òŁïß óðàâíåíŁØ ïðÿìîØ â
ïðîæòðàíæòâå:

(1) âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå:

r = r0 + ta;

ªäå r0 � ðàäŁóæ-âåŒòîð îïîðíîØ òî÷ŒŁ M0 ïðÿìîØ, a � íàïðàâºÿþ-
øŁØ âåŒòîð ïðÿìîØ;

(2) ïàðàìåòðŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ:
8
<

:

x = x0 + tax;

y = y0 + tay;

z = z0 + taz;

ªäå (x; y; z), (x0; y0; z0), (ax; ay; az) � ŒîîðäŁíàòß âåŒòîðîâ r, r0, a æî-
îòâåòæòâåííî;

(3) ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ:

x� x0

ax
=
y � y0

ay
=
z � z0

az

(æìßæº îÆîçíà÷åíŁØ òîò æå);
(4) óðàâíåíŁå â ôîðìå ˇºþŒŒåðà

[r;a] = b;

ªäå a � íàïðàâºÿþøŁØ âåŒòîð ïðÿìîØ, à b � íåŒîòîðßØ âåŒòîð, óäî-
âºåòâîðÿþøŁØ óæºîâŁþ b ? a (ŁºŁ, ýŒâŁâàºåíòíî, (a; b) = 0).

˚ðîìå òîªî, ïðÿìàÿ ìîæåò Æßòü çàäàíà ŒàŒ ïåðåæå÷åíŁå äâóı ïºîæŒîæòåØ.

11.3. Òåîðåìà. ˜àíß òî÷Œà M1(r1) Ł ïðÿìàÿ a, çàäàííàÿ âåŒòîðíßì
ïàðàìåòðŁ÷åæŒŁì óðàâíåíŁåì r = r0 + ta (æì. ðŁæ. 11.4).
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1. —àäŁóæ-âåŒòîð îðòîªîíàºüíîØ ïðîåŒöŁŁ M2(r2) òî÷ŒŁ M1(r1) íà ïðÿ-
ìóþ a âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

r2 = r0 +
(r1 � r0;a)

(a;a)
a: (11.6)

2. —àææòîÿíŁå îò òî÷ŒŁ M1(r1) äî ïðÿìîØ a âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

d(M1; a) =

��[r1 � r0;a]
��

jaj : (11.7)

3. —àäŁóæ-âåŒòîð òî÷ŒŁ M3(r3), æŁììåòðŁ÷íîØ òî÷Œå M1(r1) îòíîæŁ-
òåºüíî ïðÿìîØ a, âßðàæàåòæÿ ôîðìóºîØ

r3 = 2r0 � r1 + 2
(r1 � r0;a)

(a;a)
a: (11.8)

2. ˚îíòðîºüíßå âîïðîæß Ł çàäàíŁÿ

1. ˙àïŁłŁòå âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ Ł îÆœÿæ-
íŁòå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁØ æìßæº âæåı âıîäÿøŁı â óðàâíåíŁå ïîæòîÿííßı
âåºŁ÷Łí.

2. ˙àïŁłŁòå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ â ŒîîðäŁíàòíîì âŁäå
Ł îÆœÿæíŁòå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁØ æìßæº âæåı âıîäÿøŁı â óðàâíåíŁå ïîæòî-
ÿííßı âåºŁ÷Łí.

3. ˙àïŁłŁòå ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ.
4. ˙àïŁłŁòå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ â îòðåçŒàı.
5. ˙àïŁłŁòå âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ.
6. ˙àïŁłŁòå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ â ïðÿìîóªîºüíßı ŒîîðäŁ-

íàòàı.
7. ˙àïŁłŁòå íîðìŁðîâàííîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ.
8. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó ðàææòîÿíŁÿ îò òî÷ŒŁ äî ïºîæŒîæòŁ.
9. ˙àïŁłŁòå âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ â ïðîæòðàí-

æòâå. ˛ÆœÿæíŁòå ªåîìåòðŁ÷åæŒŁØ æìßæº âæåı âıîäÿøŁı â óðàâíåíŁå
ïîæòîÿííßı âåºŁ÷Łí.

10. ˙àïŁłŁòå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ â ïðîæòðàíæòâå â Œîîð-
äŁíàòíîì âŁäå.

11. ˙àïŁłŁòå ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ â ïðîæòðàíæòâå.
12. ˙àïŁłŁòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ â ïðîæòðàíæòâå â ôîðìå ˇºþŒŒåðà. ÓŒà-

æŁòå óæºîâŁå, ïðŁ Œîòîðîì ýòî óðàâíåíŁå Łìååò æìßæº.
13. ˙àïŁłŁòå ôîðìóºó ðàææòîÿíŁÿ îò òî÷ŒŁ äî ïðÿìîØ â ïðîæòðàíæòâå.
14. ÑôîðìóºŁðóØòå îïðåäåºåíŁå ïó÷Œà ïºîæŒîæòåØ.

3. ˇðŁìåðß ðåłåíŁÿ çàäà÷

´î âæåı çàäà÷àı æŁæòåìà ŒîîðäŁíàò ïðåäïîºàªàåòæÿ ïðÿìîóªîºüíîØ.

ˇðŁìåð 11.1. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òðŁ
çàäàííßå òî÷ŒŁ M1(�1; 5; 5), M2(�3; 1; 5), M3(�5; 4;�4).
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—åłåíŁå. ˇóæòü M(x; y; x) � ïðîŁçâîºüíàÿ òî÷Œà ŁæŒîìîØ ïºîæŒîæòŁ. ÒàŒ

ŒàŒ âåŒòîðß
���!
M1M ,

����!
M1M2,

����!
M1M3 Œîìïºàíàðíß, îïðåäåºŁòåºü, æîæòàâ-

ºåííßØ Łç Łı ŒîîðäŁíàò, ðàâåí íóºþ:
�������

x+ 1 y � 5 z � 5

�3 + 1 1� 5 5� 5

�5 + 1 4� 5 �4� 5

�������
=

�������

x+ 1 y � 5 z � 5

�2 �4 0

�4 �1 �9

�������
= 0:

—àæŒðßâàÿ îïðåäåºŁòåºü, ïîºó÷Łì óðàâíåíŁå ŁæŒîìîØ ïºîæŒîæòŁ:

18x� 9y � 7z + 98 = 0:

ˇðŁìåð 11.2. ˝àØäŁòå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ïåðâóþ
ïðÿìóþ ïàðàººåºüíî âòîðîØ:

x� 3

3
=
y

1
=
z + 1

3
;

x� 1

0
=
y + 2

2
=
z + 2

�1
:

—åłåíŁå. ´ Œà÷åæòâå îïîðíîØ òî÷ŒŁ ŁæŒîìîØ ïºîæŒîæòŁ ìîæíî âçÿòü ºþ-
Æóþ òî÷Œó ïåðâîØ ïðÿìîØ, íàïðŁìåð, å… îïîðíóþ òî÷Œó M0(3; 0;�1) (æì.
÷ŁæºŁòåºŁ â ïåðâîì óðàâíåíŁŁ). ˝àïðàâºÿþøŁìŁ âåŒòîðàìŁ ŁæŒîìîØ
ïºîæŒîæòŁ ìîªóò æºóæŁòü íàïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß äâóı äàííßı ïðÿìßı,
ò.å. a = (3; 1; 3) Ł b = (0; 2;�1) (æì. çíàìåíàòåºŁ). ¯æºŁ M(x; y; z) � ïðî-

Łçâîºüíàÿ òî÷Œà ïºîæŒîæòŁ, òî âåŒòîðß
���!
M0M , a Ł b Œîìïºàíàðíß, Ł ýòîò

ôàŒò ìîæåò Æßòü çàïŁæàí ŒàŒ ðàâåíæòâî íóºþ îïðåäåºŁòåºÿ, æîæòàâºåí-
íîªî Łç ŒîîðäŁíàò óŒàçàííßı âåŒòîðîâ:

�������

x� 3 y z + 1

3 1 3

0 2 �1

�������
= 0 ) 7x� 3y � 6z = 27:

ˇðŁìåð 11.3. ˝àØäŁòå ðàææòîÿíŁå d ìåæäó ïàðàººåºüíßìŁ ïºîæŒîæòÿ-
ìŁ 2x� 3y + 6z = 4 Ł 2x� 3y + 6z = 18.

—åłåíŁå. ˜àííßå ïºîæŒîæòŁ äåØæòâŁòåºüíî ïàðàººåºüíß, òàŒ ŒàŒ Łı íîð-
ìàºüíßå âåŒòîðß æîâïàäàþò: n1 = n2 = (2;�3; 6). —àææòîÿíŁå ìåæäó ïà-
ðàººåºüíßìŁ ïºîæŒîæòÿìŁ ìîæíî íàØòŁ ŒàŒ ðàææòîÿíŁå îò ïðîŁçâîºüíîØ
òî÷ŒŁ ïåðâîØ ïºîæŒîæòŁ (âîçüì…ì â Œà÷åæòâå òàŒîâîØ (2; 0; 0)) äî äðóªîØ
ïºîæŒîæòŁ ïî ôîðìóºå (11.2):

d =
j(r1;n)�Dj

jnj =

��(2 � 2� 3 � 0 + 6 � 0)� 18
��

p
22 + (�3)2 + 62

= 2:

ˇðŁìåð 11.4. ˜àíß ïºîæŒîæòü � Ł òðŁ ïðÿìßå l1, l2, l3:

� : r =

8
>>>>>>>:

6

3

6

9
>>>>>>>;

+ �

8
>>>>>>>:

4

6

1

9
>>>>>>>;

+ �

8
>>>>>>>:

3

4

4

9
>>>>>>>;
; l1 : r =

8
>>>>>>>:

34

2

6

9
>>>>>>>;

+ s

8
>>>>>>>:

24

�7

�1

9
>>>>>>>;
;
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l2 : r =

8
>>>>>>>:

9

7

10

9
>>>>>>>;

+ t

8
>>>>>>>:

1

2

�3

9
>>>>>>>;
; l3 : r =

8
>>>>>>>:

26

�10

4

9
>>>>>>>;

+ u

8
>>>>>>>:

7

10

5

9
>>>>>>>;
:

˜ºÿ ŒàæäîØ Łç ïðÿìßı âßÿæíŁòå, ïåðåæåŒàåòæÿ ºŁ îíà æ ïºîæŒîæòüþ,
ºåæŁò â ïºîæŒîæòŁ ŁºŁ íå Łìååò æ íåØ îÆøŁı òî÷åŒ. ´ æºó÷àå ïåðåæå÷åíŁÿ
íàØäŁòå ŒîîðäŁíàòß îÆøåØ òî÷ŒŁ ïºîæŒîæòŁ Ł ïðÿìîØ.

—åłåíŁå. ˇðåîÆðàçóåì óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ � Œ âŁäó Ax+By+Cz = D.
˛ïîðíîØ òî÷ŒîØ ïºîæŒîæòŁ ÿâºÿåòæÿ òî÷Œà M0(6; 3; 3), à íàïðàâºÿþøŁìŁ
âåŒòîðàìŁ � a = (4; 6; 1) Ł b = (3; 4; 4). ¯æºŁ M(x; y; z) � ïðîŁçâîºüíàÿ

òî÷Œà ïºîæŒîæòŁ, òî âåŒòîðß
���!
M0M , a Ł b Œîìïºàíàðíß, òàŒ ÷òî îïðåäå-

ºŁòåºü, æîæòàâºåííßØ Łç Łı ŒîîðäŁíàò, ðàâåí íóºþ:
�������

x� 6 y � 3 z � 6

4 6 1

3 4 4

�������
= 0 ) 20x� 13y � 2z = 69;

íîðìàºüíßØ âåŒòîð ïºîæŒîæòŁ åæòü n = (20;�13;�2).
´ß÷ŁæºŁì æŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðà n æ íàïðàâºÿþøŁì âåŒ-

òîðîì ïðÿìîØ l1:

(n;a1) =

0
B@

8
>>>>>>>:

20

�13

�2

9
>>>>>>>;
;

8
>>>>>>>:

24

�7

�1

9
>>>>>>>;

1
CA = 573:

ˇîæŒîºüŒó (n;a1) 6= 0, ïðÿìàÿ l1 ïåðåæåŒàåòæÿ æ ïºîæŒîæòüþ �. ˜ºÿ íà-
ıîæäåíŁÿ Łı òî÷ŒŁ ïåðåæå÷åíŁÿ çàïŁłåì ïàðàìåòðŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ
ïðÿìîØ: 8

<

:

x = 34 + 24s;

y = 2� 7s;

z = 6� s:
ˇîäæòàâºÿÿ ýòŁ âßðàæåíŁÿ â óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ 20x � 13y � 2z = 69,
íàıîäŁì çíà÷åíŁå ïàðàìåòðà s, îòâå÷àþøåå òî÷Œå ïåðåæå÷åíŁÿ:

20(34 + 24s)� 13(2� 7s)� 2(6� s) = 69 ) s = �1:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ ïåðåæå÷åíŁÿ
8
><
>:

x = 34 + 24 � (�1) = 10;

y = 2� 7 � (�1) = 9;

z = 6� (�1) = 7:

´ß÷ŁæºŁì æŒàºÿðíîå ïðîŁçâåäåíŁå âåŒòîðà n æ íàïðàâºÿþøŁì âåŒ-
òîðîì ïðÿìîØ l2:

(n;a2) =

0
B@

8
>>>>>>>:

20

�13

�2

9
>>>>>>>;
;

8
>>>>>>>:

1

2

�3

9
>>>>>>>;

1
CA = 0:
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ÒàŒŁì îÆðàçîì, âåŒòîðß n Ł a2 îðòîªîíàºüíß; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ ïàðàººåºüíà ïºîæŒîæòŁ (â ðàæłŁðåííîì æìßæºå, æì. æ. 130), ò.å. ºŁÆî
ºåæŁò â ýòîØ ïºîæŒîæòŁ, ºŁÆî íå Łìååò æ íåØ îÆøŁı òî÷åŒ. ˇðîâåðŁì,
ºåæŁò ºŁ îïîðíàÿ òî÷Œà (9; 7; 10) ïðÿìîØ l2 â ïºîæŒîæòŁ �:

20 � 9� 13 � 7� 2 � 10 = 69;

òàŒŁì îÆðàçîì, ïðÿìàÿ l2 öåºŁŒîì æîäåðæŁòæÿ â ïºîæŒîæòŁ �.
˜ºÿ ïðÿìîØ l3 àíàºŁç àíàºîªŁ÷åí:

(n;a3) =

0
B@

8
>>>>>>>:

20

�13

�2

9
>>>>>>>;
;

8
>>>>>>>:

7

10

5

9
>>>>>>>;

1
CA = 0;

ò.å. âåŒòîðß n Ł a3 îðòîªîíàºüíß, Ł ïðÿìàÿ ïàðàººåºüíà ïºîæŒîæòŁ (â
ðàæłŁðåííîì æìßæºå). ˇðîâåðŁì, ºåæŁò ºŁ îïîðíàÿ òî÷Œà (26;�10; 4)
ïðÿìîØ l3 â ïºîæŒîæòŁ �:

20 � 26� 13 � (�10)� 2 � 4 = 642 6= 69;

ò.å. ïðÿìàÿ l3 íå Łìååò îÆøŁı òî÷åŒ æ ïºîæŒîæòüþ �.

ˇðŁìåð 11.5. ˝àØäŁòå ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, Œîòîðàÿ çàäàíà
ŒàŒ ïåðåæå÷åíŁå äâóı ïºîæŒîæòåØ y + 2z = 1 Ł x+ y + z = 3. ´ Œà÷åæòâå
îïîðíîØ òî÷ŒŁ ïðÿìîØ âîçüìŁòå òî÷Œó, ºåæàøóþ â ïºîæŒîæòŁ Oxy.

—åłåíŁå. ˝àØä…ì îïîðíóþ òî÷Œó ïðÿìîØ, ºåæàøóþ â ïºîæŒîæòŁ Oxy, ò.å.
Łìåþøóþ íóºåâóþ àïïºŁŒàòó:

8
<
:

y + 2z = 1;

x+ y + z = 3;

z = 0

)

8
<
:

x = 2;

y = 1;

z = 0:

´ Œà÷åæòâå íàïðàâºÿþøåªî âåŒòîðà âîçüì…ì âåŒòîðíîå ïðîŁçâåäåíŁå íîð-
ìàºüíßı âåŒòîðîâ ïºîæŒîæòåØ:

a = [n1;n2] =

�������

i j k

0 1 2

1 1 1

�������
=

8
>>>>>>>:

�1

2

�1

9
>>>>>>>;
:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ŁæŒîìîØ ïðÿìîØ Łìååò âŁä

x� 2

�1
=
y � 1

2
=

z

�1
:

ˇðŁìåð 11.6. ˝àØäŁòå íåîÆıîäŁìîå Ł äîæòàòî÷íîå óæºîâŁå, ïðŁ Œîòî-
ðîì ïðÿìßå â ïðîæòðàíæòâå r = r1+ta1 Ł r = r2 +sa2: (à) æŒðåøŁâàþòæÿ;
(Æ) ïåðåæåŒàþòæÿ â åäŁíæòâåííîØ òî÷Œå; (â) ïàðàººåºüíß, íî íå æîâïàäà-
þò; (ª) æîâïàäàþò.

—åłåíŁå. ¨ìååòæÿ ÷åòßðå âîçìîæíîæòŁ âçàŁìíîªî ðàæïîºîæåíŁÿ äâóı
ïðÿìßı â ïðîæòðàíæòâå.

1. ˇðÿìßå æŒðåøŁâàþòæÿ; òîªäà îíŁ ºåæàò â ïàðàººåºüíßı ïºîæŒî-
æòÿı (æì. ðŁæ. 11.5). ˝àïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a1 Ł a2 ïðÿìßı íå ŒîººŁíå-
àðíß, à ºþÆîØ âåŒòîð, æîåäŁíÿþøŁØ ïðîŁçâîºüíî âßÆðàííßå òî÷ŒŁ íà
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a2

a1

r2

r1

r2�r1

O

—Łæ. 11.5. ÑŒðåøŁâàþøŁåæÿ
ïðÿìßå

a2

a1

r2

r1

r
2
�r

1

O

—Łæ. 11.6. ˇåðåæåŒàþøŁåæÿ
ïðÿìßå

a2

a1

r2

r1

r2�r1

O

—Łæ. 11.7. ˇàðàººåºüíßå ïðÿìßå

a2

a1

r2 r1

r2�r1

O

—Łæ. 11.8. ÑîâïàäàþøŁå ïðÿìßå

ýòŁı ïðÿìßı (íàïðŁìåð, âåŒòîð r2 � r1, æîåäŁíÿþøŁØ îïîðíßå òî÷ŒŁ),
íå Œîìïºàíàðåí óïîìÿíóòßì âßłå ïàðàººåºüíßì ïºîæŒîæòÿì. ´ ýòîì
æºó÷àå

[a1;a2] 6= 0; (r2 � r1;a1;a2) 6= 0:

2. ˇðÿìßå ïåðåæåŒàþòæÿ; òîªäà îíŁ ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ (æì.
ðŁæ. 11.6). ˝àïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a1 Ł a2 ïðÿìßı íå ŒîººŁíåàðíß, à
ºþÆîØ âåŒòîð, æîåäŁíÿþøŁØ ïðîŁçâîºüíî âßÆðàííßå òî÷ŒŁ íà ýòŁı ïðÿ-
ìßı (íàïðŁìåð, âåŒòîð r2 � r1), Œîìïºàíàðåí óïîìÿíóòßì âßłå ïàðàº-
ºåºüíßì ïºîæŒîæòÿì. ´ ýòîì æºó÷àå

[a1;a2] 6= 0; (r2 � r1;a1;a2) = 0:

3. ˇðÿìßå ïàðàººåºüíß, íî íå æîâïàäàþò; òîªäà îíŁ ºåæàò â îäíîØ
ïºîæŒîæòŁ (æì. ðŁæ. 11.7). ˝àïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a1 Ł a2 ïðÿìßı Œîº-
ºŁíåàðíß, à ºþÆîØ âåŒòîð, æîåäŁíÿþøŁØ ïðîŁçâîºüíî âßÆðàííßå òî÷ŒŁ
íà ýòŁı ïðÿìßı (íàïðŁìåð, âåŒòîð r2� r1), íå ŒîººŁíåàðåí âåŒòîðàì a1

Ł a2. ´ ýòîì æºó÷àå

[a1;a2] = 0; [r2 � r1;a1] 6= 0:

4. ˇðÿìßå æîâïàäàþò; òîªäà îíŁ ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ (æì.
ðŁæ. 11.8). ´æå òðŁ âåŒòîðà a1, a2 Ł r2 � r1 ŒîººŁíåàðíß. ´ ýòîì æºó÷àå

[a1;a2] = 0; [r2 � r1;a1] = 0:
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a

a
d

r 2
�r

1

—Łæ. 11.9. ˚ ïðŁìåðó 11.7

a2

a1

r2�r1

—Łæ. 11.10. ˚ ïðŁìåðó 11.8

ˇðŁìåð 11.7. ˝àØäŁòå ðàææòîÿíŁå d ìåæäó ïàðàººåºüíßìŁ ïðÿìßìŁ
r = r1 + ta Ł r = r2 + sa.

—åłåíŁå. —àææìîòðŁì ïðÿìîóªîºüíŁŒ, æòîðîíàìŁ Œîòîðîªî ÿâºÿþòæÿ âåŒ-
òîðß r2 � r1 Ł a (æì. ðŁæ. 11.9). C îäíîØ æòîðîíß, ïî îïðåäåºåíŁþ âåŒ-
òîðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ, åªî ïºîøàäü ðàâíà

��[r2�r1;a]
��, à æ äðóªîØ � ïðî-

ŁçâåäåíŁþ äºŁíß îæíîâàíŁÿ a íà âßæîòó d, ò.å. jaj � d, îòŒóäà

d =

��[r2 � r1;a]
��

jaj : (11.9)

ˇðŁìåð 11.8. ˝àØäŁòå ðàææòîÿíŁå ìåæäó æŒðåøŁâàþøŁìŁæÿ ïðÿìßìŁ
r = r1 + ta1 Ł r = r2 + sa2.

—åłåíŁå. —àææìîòðŁì ïàðàººåºåïŁïåä, ð…ÆðàìŁ Œîòîðîªî ÿâºÿþòæÿ âåŒ-
òîðß r2 � r1, a1 Ł a2 (æì. ðŁæ. 11.10). C îäíîØ æòîðîíß, æîªºàæíî ï. (5)
òåîðåìß 9.25 (æì. æ. 141), åªî îÆœ…ì ðàâåí ìîäóºþ æìåłàííîªî ïðîŁçâå-
äåíŁÿ ýòŁı âåŒòîðîâ, ò.å.

��(r2 � r1;a1;a2)
��, à æ äðóªîØ � ïðîŁçâåäåíŁþ

ïºîøàäŁ îæíîâàíŁÿ
��[a1;a2]

�� íà âßæîòó d, îòŒóäà

d =

��(r2 � r1;a1;a2)
��

��[a1;a2]
�� : (11.10)

ˇðŁìåð 11.9. ˜àíß ïðÿìßå l1, l2, l3, l4:

l1 :
x� 3

4
=
y � 3

2
=
z � 5

1
; l2 :

x� 4

5
=
y � 5

4
=
z � 5

1
;

l3 :
x

5
=
y � 2

4
=
z � 5

1
; l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z � 3

1
:

˜ºÿ ŒàæäîØ Łç łåæòŁ âîçìîæíßı ïàð ïðÿìßı âßÿæíŁòå, ÿâºÿþòæÿ îíŁ
æŒðåøŁâàþøŁìŁæÿ, ïàðàººåºüíßìŁ (æîâïàäàþøŁìŁ ŁºŁ íåò) ºŁÆî ïåðå-
æåŒàþøŁìŁæÿ. ˜ºÿ ïåðåæåŒàþøŁıæÿ ïðÿìßı íàØäŁòå ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ
ïåðåæå÷åíŁÿ, óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, â ŒîòîðîØ ºåæàò ýòŁ ïðÿìßå, Ł óªîº
ìåæäó íŁìŁ. ˜ºÿ íåæîâïàäàþøŁı ïàðàººåºüíßı ïðÿìßı íàØäŁòå óðàâ-
íåíŁå ïºîæŒîæòŁ, â ŒîòîðîØ ºåæàò ýòŁ ïðÿìßå, Ł ðàææòîÿíŁå ìåæäó íŁìŁ.
˜ºÿ æŒðåøŁâàþøŁıæÿ ïðÿìßı íàØäŁòå ðàææòîÿíŁå ìåæäó íŁìŁ, óðàâ-
íåíŁÿ äâóı ïàðàººåºüíßı ïºîæŒîæòåØ, â Œîòîðßı ºåæàò ýòŁ ïðÿìßå, Ł
ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå Łı îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà (â Œà÷åæòâå îïîðíîØ
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òî÷ŒŁ âîçüìŁòå òî÷Œó ïåðåæå÷åíŁÿ ýòîªî îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà æ îäíîØ
Łç æŒðåøŁâàþøŁıæÿ ïðÿìßı).

—åłåíŁå.
1. —àææìîòðŁì ïðÿìßå l1 Ł l2:

l1 :
x� 3

4
=
y � 3

2
=
z � 5

1
; l2 :

x� 4

5
=
y � 5

4
=
z � 5

1
:

˛÷åâŁäíî, Łı íàïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a1 = (4; 2; 1) Ł a2 = (5; 4; 1) íå

ŒîººŁíåàðíß, ò.å. ïðÿìßå íå ïàðàººåºüíß. —àææìîòðŁì âåŒòîð
����!
M1M2,

æîåäŁíÿþøŁØ îïîðíßå òî÷ŒŁ M1 Ł M2 äàííßı ïðÿìßı:

����!
M1M2 = r2 � r1 =

8
>>>>>>>:

4

5

5

9
>>>>>>>;
�

8
>>>>>>>:

3

3

5

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

1

2

0

9
>>>>>>>;
:

´ßÿæíŁì, Œîìïºàíàðíß ºŁ âåŒòîðß
����!
M1M2, a1 Ł a2, äºÿ ÷åªî âß÷ŁæºŁì

Łı æìåłàííîå ïðîŁçâåäåíŁå:

�����!
M1M2;a1;a2

�
=

�������

1 2 0

4 2 1

5 4 1

�������
= 0:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ýòŁ òðŁ âåŒòîðà Œîìïºàíàðíß, òàŒ ÷òî ïðÿìßå l1 Ł l2
ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ Ł ïåðåæåŒàþòæÿ. ˝àØä…ì Łı òî÷Œó ïåðåæå÷åíŁÿ.
˜ºÿ ýòîªî ïåðåïŁłåì ŒàíîíŁ÷åæŒŁå óðàâíåíŁÿ ïðÿìßı â ïàðàìåòðŁ÷å-
æŒîì âŁäå:

l1 :
x� 3

4
=
y � 3

2
=
z � 5

1
= t )

8
<
:

x = 3 + 4t;

y = 3 + 2t;

z = 5 + t;

l2 :
x� 4

5
=
y � 5

4
=
z � 5

1
= s )

8
<

:

x = 4 + 5s;

y = 5 + 4s;

z = 5 + s:

ˇðŁðàâíŁâàÿ âßðàæåíŁÿ äºÿ îäíîŁì…ííßı ŒîîðäŁíàò, ïîºó÷Łì ïåðå-
îïðåäåº…ííóþ æŁæòåìó óðàâíåíŁØ (Œîòîðàÿ, ŒàŒ íàì çàðàíåå Łçâåæòíî �
ŁÆî ïðÿìßå ïåðåæåŒàþòæÿ � Łìååò åäŁíæòâåííîå ðåłåíŁå)

8
<
:

3 + 4t = 4 + 5s;

3 + 2t = 5 + 4s;

5 + t = 5 + s

)

8
<
:

4t� 5s = 1;

2t� 4s = 2;

t� s = 0

)
�
t = �1;

s = �1
)

8
<
:

x = �1;

y = 1;

z = 4:
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×òîÆß æîæòàâŁòü óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, â ŒîòîðîØ ºåæàò ïðÿìßå l1 Ł l2,
íàØä…ì å… íîðìàºüíßØ âåŒòîð ŒàŒ âåŒòîðíîå ïðîŁçâåäåíŁå íàïðàâºÿþ-
øŁı âåŒòîðîâ ïðÿìßı l1 Ł l2:

n = [a1;a2] =

�������

i j k

4 2 1

5 4 1

�������
=

8
>>>>>>>:

�2

1

6

9
>>>>>>>;
:

´ Œà÷åæòâå îïîðíîØ òî÷ŒŁ ïºîæŒîæòŁ ìîæíî âçÿòü ºþÆóþ Łç îïîðíßı
òî÷åŒ ïðÿìßı l1 ŁºŁ l2 ºŁÆî Łı òî÷Œó ïåðåæå÷åíŁÿ (âîçüì…ì òî÷Œó ïåðå-
æå÷åíŁÿ); â ðåçóºüòàòå ïîºó÷àåì

�2(x+ 1) + 1(y � 1) + 6(z � 4) = 0 ) 2x� y � 6z + 27 = 0:

˝àŒîíåö, íàØä…ì óªîº ìåæäó ïðÿìßìŁ:

’ = arccos
(a1;a2)

ja1j � ja1j
= arccos

29

42

p
2:

2. —àææìîòðŁì ïðÿìßå l1 Ł l3:

l1 :
x� 3

4
=
y � 3

2
=
z � 5

1
; l3 :

x

5
=
y � 2

4
=
z � 5

1
:

¨ı íàïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a1 = (4; 2; 1) Ł a3 = (5; 4; 1) íå ŒîººŁíåàðíß,

ò.å. ïðÿìßå íå ïàðàººåºüíß. —àææìîòðŁì âåŒòîð
����!
M1M3, æîåäŁíÿþøŁØ

îïîðíßå òî÷ŒŁ M1 Ł M3 äàííßı ïðÿìßı:

����!
M1M3 = r3 � r1 =

8
>>>>>>>:

0

2

5

9
>>>>>>>;
�

8
>>>>>>>:

3

3

5

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

�3

�1

0

9
>>>>>>>;
:

´ßÿæíŁì, Œîìïºàíàðíß ºŁ âåŒòîðß
����!
M1M3, a1 Ł a3, äºÿ ÷åªî âß÷ŁæºŁì

Łı æìåłàííîå ïðîŁçâåäåíŁå:

�����!
M1M3;a1;a3

�
=

�������

�3 �2 0

4 2 1

5 4 1

�������
= 5 6= 0;

æòàºî Æßòü, âåŒòîðß
����!
M1M3, a1 Ł a3 íå Œîìïºàíàðíß, òàŒ ÷òî ïðÿìßå l1

Ł l3 æŒðåøŁâàþòæÿ.
ÑîæòàâŁì óðàâíåíŁÿ ïàðàººåºüíßı ïºîæŒîæòåØ, â Œîòîðßı ºåæàò ýòŁ

ïðÿìßå. ¨æŒîìßå ïºîæŒîæòŁ Łìåþò îÆøŁØ íîðìàºüíßØ âåŒòîð

n = [a1;a3] =

�������

i j k

4 2 1

5 4 1

�������
=

8
>>>>>>>:

�2

1

6

9
>>>>>>>;
:

´ Œà÷åæòâå îïîðíßı òî÷åŒ ýòŁı ïºîæŒîæòåØ âîçüì…ì îïîðíßå òî÷ŒŁ æî-
îòâåòæòâóþøŁı ïðÿìßı. ´ ðåçóºüòàòå ïîºó÷àåì óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ �1,
æîäåðæàøåØ ïðÿìóþ l1:

�2(x� 3) + 1(y � 3) + 6(z � 5) = 0 ) 2x� y � 6z + 27 = 0;
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Ł óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ �3, æîäåðæàøåØ ïðÿìóþ l3:

�2(x� 0) + 1(y � 2) + 6(z � 5) = 0 ) 2x� y � 6z + 32 = 0:

˛ÆøŁØ ïåðïåíäŁŒóºÿð m Œ æŒðå-
øŁâàþøŁìæÿ ïðÿìßì ïðåäæòàâºÿ-
åò æîÆîØ ïåðåæå÷åíŁå äâóı ïºîæŒî-
æòåØ �1 Ł �3, Œàæäàÿ Łç Œîòîðßı
æîäåðæŁò æîîòâåòæòâóþøóþ ïðÿìóþ
l1 ŁºŁ l3 Ł ïåðïåíäŁŒóºÿðíà Œ ïà-
ðàººåºüíßì ïºîæŒîæòÿì �1, �3, æî-
äåðæàøŁì äàííßå æŒðåøŁâàþøŁå-
æÿ ïðÿìßå. ßæíî, ÷òî íàïðàâºÿþøŁØ
âåŒòîð îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà æîâ-
ïàäàåò æ îÆøŁì íîðìàºüíßì âåŒòî-
ðîì ïºîæŒîæòåØ �1 Ł �3. ×òîÆß íàØòŁ
òî÷ŒŁ ïåðåæå÷åíŁÿ îÆøåªî ïåðïåíäŁ-
Œóºÿðà m æ æàìŁìŁ æŒðåøŁâàþøŁ-
ìŁæÿ ïðÿìßìŁ, æîæòàâŁì óðàâíåíŁÿ
ïºîæŒîæòåØ �1 Ł �3.

�1

�3

�
1

�3

l1

l3

m

—Łæ. 11.11. ˛ÆøŁØ ïåðïåíäŁŒóºÿð
Œ æŒðåøŁâàþøŁìæÿ ïðÿìßì

ˇºîæŒîæòü �1 ïðîıîäŁò ÷åðåç ïðÿìóþ l1 ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïºîæŒî-
æòŁ �1; â Œà÷åæòâå å… îïîðíîØ òî÷ŒŁ âîçüì…ì îïîðíóþ òî÷Œó M1(3; 3; 5)
ïðÿìîØ l1, à â Œà÷åæòâå íàïðàâºÿþøŁı âåŒòîðîâ � íàïðàâºÿþøŁØ âåŒ-
òîð a1 = (4; 2; 1) ïðÿìîØ l1 Ł îÆøŁØ íîðìàºüíßØ âåŒòîð n = (2;�1;�6)
ïºîæŒîæòåØ �1 Ł �3:

�������

x� 3 y � 3 z � 5

4 2 1

2 �1 �6

�������
= 0 ) 11x� 26y + 8z + 5 = 0:

ÀíàºîªŁ÷íî æîæòàâºÿåì óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ �3: îíà ïðîıîäŁò ÷åðåç ïðÿ-
ìóþ l3 ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïºîæŒîæòŁ �3; â Œà÷åæòâå å… îïîðíîØ òî÷ŒŁ âîçü-
ì…ì îïîðíóþ òî÷Œó M3(0; 2; 5) ïðÿìîØ l3, à â Œà÷åæòâå íàïðàâºÿþøŁı
âåŒòîðîâ � íàïðàâºÿþøŁØ âåŒòîð a3 = (5; 4; 1) ïðÿìîØ l3 Ł îÆøŁØ íîð-
ìàºüíßØ âåŒòîð n = (2;�1;�6) ïºîæŒîæòåØ �1 Ł �3:

�������

x� 0 y � 2 z � 5

5 4 1

2 �1 �6

�������
= 0 ) 23x� 32y + 13z � 1 = 0:

Òî÷Œà ïåðåæå÷åíŁÿ îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà m æ ïðÿìîØ l1 ïðåäæòàâºÿåò
æîÆîØ òî÷Œó ïåðåæå÷åíŁÿ ïºîæŒîæòåØ �1, �1, �3:

8
<

:

2x� y � 6z + 27 = 0;

11x� 26y + 8z + 5 = 0;

23x� 32y + 13z � 1 = 0

)

8
><

>:

x = �25=41;

y = 49=41;

z = 168=41:
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ÀíàºîªŁ÷íî, òî÷Œà ïåðåæå÷åíŁÿ îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà æ ïðÿìîØ l3 ïðåä-
æòàâºÿåò æîÆîØ òî÷Œó ïåðåæå÷åíŁÿ ïºîæŒîæòåØ �3, �1, �3:

8
<

:

2x� y � 6z + 32 = 0;

11x� 26y + 8z + 5 = 0;

23x� 32y + 13z � 1 = 0

)

8
><

>:

x = �35=41;

y = 54=41;

z = 198=41:

ÒàŒŁì îÆðàçîì, ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà Œ æŒðå-
øŁâàþøŁìæÿ ïðÿìßì l1 Ł l3 ìîæíî çàïŁæàòü â îäíîØ Łç æºåäóþøŁı
ôîðì:

x+ 25
41

�2
=
y � 49

41

1
=
z � 168

41

6
ŁºŁ

x+ 35
41

�2
=
y � 54

41

1
=
z � 198

41

6
:

´ ïåðâîì Łç ýòŁı óðàâíåíŁØ â Œà÷åæòâå îïîðíîØ òî÷ŒŁ âçÿòà òî÷Œà ïåðå-
æå÷åíŁÿ îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà æ ïðÿìîØ l1, à âî âòîðîì � æ l3.

—àææòîÿíŁå ìåæäó æŒðåøŁâàþøŁìŁæÿ ïðÿìßìŁ íàØä…ì ïî ôîðìó-
ºå (11.10). ¨ìååì:

(r3 � r1;a1;a3) =

�������

�3 �1 0

4 2 1

5 4 1

�������
= 5;

[a1;a3] =

�������

i j k

4 2 1

5 4 1

�������
=

8
>>>>>>>:

�2

1

6

9
>>>>>>>;
;
��[a1;a3]

�� =
p

(�2)2 + 12 + 62 =
p

41:

ÒàŒŁì îÆðàçîì,

d =
5p
41
:

3. —àææìîòðŁì ïðÿìßå l1 Ł l4:

l1 :
x� 3

4
=
y � 3

2
=
z � 5

1
; l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z � 3

1
:

ˇîæŒîºüŒó íàïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a1 = (4; 2; 1) Ł a4 = (5; 4; 1) íå ŒîººŁ-
íåàðíß, ïðÿìßå l1 Ł l4 íå ïàðàººåºüíß. ˇîæŒîºüŒó âåŒòîðß a1, a4 Ł

����!
M1M4 = r4 � r1 =

8
>>>>>>>:

�6

�3

3

9
>>>>>>>;
�

8
>>>>>>>:

3

3

5

9
>>>>>>>;

=

8
>>>>>>>:

�9

�6

�2

9
>>>>>>>;

Œîìïºàíàðíß, ÷òî ïîäòâåðæäàåòæÿ âß÷ŁæºåíŁåì îïðåäåºŁòåºÿ, æîæòàâ-
ºåííîªî Łç ŒîîðäŁíàò ýòŁı âåŒòîðîâ:�������

4 2 1

5 4 1

�9 �6 �2

�������
= 0;

ïðÿìßå l1 Ł l4 ºåæàò â îäíîØ ïºîæŒîæòŁ Ł ïåðåæåŒàþòæÿ â åäŁíæòâåííîØ
òî÷Œå. ˚àŒ Ł âßłå, ìîæíî íàØòŁ óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, â ŒîòîðîØ ºåæàò
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ýòŁ ïðÿìßå, Ł Łı òî÷Œó ïåðåæå÷åíŁÿ (äàºåå Æóäåò ïîŒàçàíî, ÷òî ïðÿìßå l2
Ł l4 æîâïàäàþò, òàŒ ÷òî ðàææìàòðŁâàåìßØ æºó÷àØ ôàŒòŁ÷åæŒŁ æîâïàäàåò
æî æºó÷àåì ïðÿìßı l1 Ł l2, ðàææìîòðåííßì âßłå).

4. —àææìîòðŁì ïðÿìßå l2 Ł l3:

l2 :
x� 4

5
=
y � 5

4
=
z � 5

1
; l3 :

x

5
=
y � 2

4
=
z � 5

1
:

ˇîæŒîºüŒó íàïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a2 = (5; 4; 1) Ł a3 = (5; 4; 1)
ýòŁı ïðÿìßı ðàâíß, ïðÿìßå ïàðàººåºüíß. ÒàŒ ŒàŒ âåŒòîðß a2 Ł����!
M2M3 = r3� r2 = (�4;�3; 0) íå ŒîººŁíåàðíß, ïðÿìßå l2 Ł l3 ïàðàººåºü-
íß, íî íå æîâïàäàþò. ÑîæòàâŁì óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, â ŒîòîðîØ ºåæàò
ýòŁ ïðÿìßå; â Œà÷åæòâå îïîðíîØ òî÷ŒŁ âîçüì…ì îïîðíóþ òî÷Œó M2(4; 5; 5)
ïðÿìîØ l2, â Œà÷åæòâå íàïðàâºÿþøŁı âåŒòîðîâ � âåŒòîðß a2 = (5; 4; 1) Ł����!
M2M3 = (�4;�3; 0):

�������

x� 4 y � 5 z � 5

5 4 1

�4 �3 0

�������
= 0 ) 3x� 4y + z + 3 = 0:

˚îýôôŁöŁåíòß ïðŁ x, y, z â ýòîì óðàâíåíŁŁ � ýòî ŒîîðäŁíàòß âåŒòî-

ðà íîðìàºŁ ïºîæŒîæòŁ, ðàâíîªî [a2;
����!
M2M3] (ýòîò ôàŒò ïîíàäîÆŁòæÿ ÷óòü

ïîçæå).
—àææòîÿíŁå d ìåæäó ïàðàººåºüíßìŁ ïðÿìßìŁ l2 Ł l3 íàØä…ì ïî ôîð-

ìóºå (11.9):

d =

��[����!M2M3;a2]
��

ja2j
=

p
32 + (�4)2 + 12

p
52 + 42 + 12

=

r
13

21
:

5. —àææìîòðŁì ïðÿìßå l2 Ł l4:

l2 :
x� 4

5
=
y � 5

4
=
z � 5

1
; l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z � 3

1
:

˝àïðàâºÿþøŁå âåŒòîðß a2 = (5; 4; 1) Ł a4 = (5; 4; 1) ýòŁı ïðÿìßı
æîâïàäàþò, òàŒ ÷òî ïðÿìßå ïàðàººåºüíß. ˇîæŒîºüŒó âåŒòîðß a2 Ł����!
M2M4 = r4 � r2 = (�10;�8;�2) ŒîººŁíåàðíß, ïðÿìßå l2 Ł l4 æîâïàäà-
þò. ÔàŒò ŒîººŁíåàðíîæòŁ äîæòàòî÷íî î÷åâŁäåí, ïîæŒîºüŒó âåŒòîðß a2 Ł����!
M2M4 ïðîïîðöŁîíàºüíß, íî åªî ìîæíî óæòàíîâŁòü, âß÷Łæºÿÿ âåŒòîðíîå
ïðîŁçâåäåíŁå ýòŁı âåŒòîðîâ:

�
a2;
����!
M2M4

�
=

�������

i j k

5 4 1

�10 �8 �2

�������
= bfo:

6. ˝àŒîíåö, ðàææìîòðŁì ïðÿìßå l3 Ł l4:

l3 :
x

5
=
y � 2

4
=
z � 5

1
; l4 :

x+ 6

5
=
y + 3

4
=
z � 3

1
:

ˇîæŒîºüŒó l2 = l4, çàäà÷à òîæäåæòâåííà ðàææìîòðåíŁþ ïðÿìßı l2 Ł l3,
Œîòîðîå Æßºî ïðîâåäåíî âßłå.
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ˇðŁìåð 11.10. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ºŁ-
íŁþ ïåðåæå÷åíŁÿ ïºîæŒîæòåØ

�1 : x� 2y + 3z + 5 = 0; �1 : 2x+ y � z + 2 = 0

ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïºîæŒîæòŁ � : x� y + 4z = 4.

—åłåíŁå. ¨æŒîìàÿ ïºîæŒîæòü ïðŁíàäºåæŁò ïó÷Œó ïºîæŒîæòåØ, îæüþ Œî-
òîðîªî ÿâºÿåòæÿ ºŁíŁÿ ïåðåæå÷åíŁÿ ïºîæŒîæòåØ �1 Ł �2, òàŒ ÷òî å… óðàâ-
íåíŁå Łìååò âŁä

�(x � 2y + 3z + 5) + �(2x+ y � z + 2) = 0 )
) x(� + 2�) + y(�2�+ �) + z(3�� �) + (5�+ 2�) = 0:

ÓæºîâŁå ïåðïåíäŁŒóºÿðíîæòŁ ýòîØ ïºîæŒîæòŁ Ł ïºîæŒîæòŁ � âßðàæàåòæÿ
ŒàŒ ðàâåíæòâî íóºþ æŒàºÿðíîªî ïðîŁçâåäåíŁÿ Łı íîðìàºüíßı âåŒòîðîâ:

1 � (�+ 2�) + (�1) � (�2�+ �) + 4 � (3�� �) = 0 ) 15�� 3� = 0:

´ Œà÷åæòâå ðåłåíŁÿ ýòîªî óðàâíåíŁÿ ìîæíî âçÿòü � = 1, � = 5; ïîäæòàâ-
ºÿÿ ýòŁ çíà÷åíŁÿ â óðàâíåíŁå ïó÷Œà ïºîæŒîæòåØ, ïîºó÷àåì óðàâíåíŁå
ŁæŒîìîØ ïºîæŒîæòŁ: 11x+ 3y � 2z + 15 = 0.

4. ˙àäà÷Ł äºÿ æàìîæòîÿòåºüíîªî ðåłåíŁÿ

11.1. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ æºåäóþøŁı ïðÿìßı Ł ïºîæŒîæòåØ:

(à) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(2;�3; 1) ïàðàººåºü-
íî âåŒòîðàì a = (5;�7; 4) Ł b = (0;�1; 1);

(Æ) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷ŒŁ A(3;�5; 2) Ł
B(�1; 0; 4) ïàðàººåºüíî âåŒòîðó a = (7;�3; 0);

(â) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷ŒŁA(2; 3;�1),B(�5; 0; 1)
Ł C(3; 6;�3);

(ª) óðàâíåíŁÿ äâóı ïàðàººåºüíßı ïºîæŒîæòåØ, â Œîòîðßı ºåæàò æŒðåøŁ-

âàþøŁåæÿ ïðÿìßå
x� 3

2
=
y + 5

�7
=
z � 1

3
Ł
x+ 3

5
=
y � 1

11
=
z + 4

0
;

(ä) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(2; 3;�4) ïåðïåíäŁ-
Œóºÿðíî âåŒòîðó n = (1; 3;�2);

(å) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(�2; 5;�7) ïåðïåí-

äŁŒóºÿðíî ïðÿìîØ
x� 1

5
=
y + 4

0
=
z

3
.

11.2. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁÿ æºåäóþøŁı ïðÿìßı Ł ïºîæŒîæòåØ:

(à) âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç
òî÷Œó M0(r0) ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïºîæŒîæòŁ (r;n) = D;

(Æ) ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷ŒóM0(x0; y0; z0)
ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïºîæŒîæòŁ Ax+By + Cz = D;

(â) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷-
Œó M1(r1) ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïðÿìîØ r = r0 + ta;

(ª) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó M1(x1; y1; z1) ïåðïåí-

äŁŒóºÿðíî ïðÿìîØ
x� x0

ax
=
y � y0

ay
=
z � z0

az
;
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(ä) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ïðÿ-
ìóþ r = r0 + ta Ł òî÷Œó M1(r1), íå ºåæàøóþ íà ýòîØ ïðÿìîØ;

(å) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ïðÿìóþ, çàäàííóþ ŒàíîíŁ-

÷åæŒŁì óðàâíåíŁåì
x� x0

ax
=
y � y0

ay
=
z � z0

az
, Ł òî÷Œó M1(x1; y1; z1),

íå ºåæàøóþ íà ýòîØ ïðÿìîØ;
(æ) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ïðÿ-

ìóþ r = r0 + ta ïåðïåíäŁŒóºÿðíî ïºîæŒîæòŁ (r;n) = D;
(ç) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ïðÿìóþ, çàäàííóþ Œàíî-

íŁ÷åæŒŁì óðàâíåíŁåì
x� x0

ax
=
y � y0

ay
=
z � z0

az
, ïåðïåíäŁŒóºÿðíî

ïºîæŒîæòŁ Ax +By + Cz = D;
(Ł) âåŒòîðíîå íîðìàºüíîå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ïðÿ-

ìóþ r = r0 + ta ïàðàººåºüíî ïðÿìîØ r = r1 + sb ïðŁ óæºîâŁŁ, ÷òî
ïðÿìßå íå ïàðàººåºüíß (ò.å. [a; b] 6= 0);

(Œ) óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ïðÿìóþ, çàäàííóþ ŒàíîíŁ-

÷åæŒŁì óðàâíåíŁåì
x� x0

ax
=
y � y0

ay
=
z � z0

az
, ïàðàººåºüíî ïðÿìîØ

x� x1

bx
=
y � y1

by
=
z � z1

bz
ïðŁ óæºîâŁŁ, ÷òî ïðÿìßå íå ïàðàººåºüíß.

11.3. ˜àíß ïºîæŒîæòü � Ł òðŁ ïðÿìßå l1, l2, l3. ˜ºÿ ŒàæäîØ Łç ïðÿìßı
âßÿæíŁòü, ïåðåæåŒàåòæÿ îíà æ ïºîæŒîæòüþ, ïàðàººåºüíà åØ ŁºŁ ºåæŁò â
ïºîæŒîæòŁ. ´ æºó÷àå ïåðåæå÷åíŁÿ íàØòŁ ŒîîðäŁíàòß îÆøåØ òî÷ŒŁ ïºîæ-
ŒîæòŁ Ł ïðÿìîØ.

� : r =

8
>>>>>>>:

2

4

2

9
>>>>>>>;

+ �

8
>>>>>>>:

1

0

4

9
>>>>>>>;

+ �

8
>>>>>>>:

1

5

2

9
>>>>>>>;
; l1 : r =

8
>>>>>>>:

3

9

4

9
>>>>>>>;

+ s

8
>>>>>>>:

0

�5

2

9
>>>>>>>;
;

l2 : r =

8
>>>>>>>:

�18

6

7

9
>>>>>>>;

+ t

8
>>>>>>>:

2

5

6

9
>>>>>>>;
; l3 : r =

8
>>>>>>>:

�16

6

15

9
>>>>>>>;

+ u

8
>>>>>>>:

�19

2

9

9
>>>>>>>;
:

11.4. ˇðÿìàÿ çàäàíà ŒàŒ ïåðåæå÷åíŁå äâóı ïºîæŒîæòåØ

2x+ 5y � z � 7 = 0; 5x� 7y + 3z + 5 = 0:

˙àïŁłŁòå âåŒòîðíîå ïàðàìåòðŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå Ł ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâ-
íåíŁå ýòîØ ïðÿìîØ, âçÿâ òî÷Œó, ºåæàøóþ â ïºîæŒîæòŁ Oyz, â Œà÷åæòâå
îïîðíîØ.

11.5. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß ïðîåŒöŁŁ òî÷ŒŁ A(6; 5;�5) íà ïºîæŒîæòü, çà-

äàííóþ óðàâíåíŁåì x� 2y+ z+ 7 = 0, ïàðàººåºüíî ïðÿìîØ
x

2
=
y

1
=

z

�1
.

11.6. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß ïðîåŒöŁŁ òî÷ŒŁ A(2; 0;�1) íà ïðÿìóþ, çà-

äàííóþ óðàâíåíŁåì
x+ 1

2
=

y + 3

0
=

z � 2

1
, ïàðàººåºüíî ïºîæŒîæòŁ

3x� y � 2z = 0.
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11.7. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ P , ïðåäæòàâºÿþøåØ æîÆîØ îðòîªîíàºü-
íóþ ïðîåŒöŁþ òî÷ŒŁ A(�2; 0; 5) íà ïºîæŒîæòü �, çàäàííóþ óðàâíåíŁåì
5x + 3y � 6z = 30, ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ S, æŁììåòðŁ÷íîØ òî÷Œå A îòíîæŁ-
òåºüíî ïºîæŒîæòŁ �, Ł ðàææòîÿíŁå d îò òî÷ŒŁ A äî ïºîæŒîæòŁ �. —åłŁòå
çàäà÷ó, íå ïîºüçóÿæü ôîðìóºàìŁ (11.1)�(11.3).

11.8. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ P , ïðåäæòàâºÿþøåØ æîÆîØ îðòîªîíàºü-
íóþ ïðîåŒöŁþ òî÷ŒŁ (3; 5;�7) íà ïðÿìóþ l, çàäàííóþ ŒàíîíŁ÷åæŒŁì

óðàâíåíŁåì
x� 7

3
=
y + 2

�2
=
z � 3

0
, ŒîîðäŁíàòß òî÷ŒŁ S, æŁììåòðŁ÷íîØ

òî÷Œå A îòíîæŁòåºüíî ïðÿìîØ �, Ł ðàææòîÿíŁå d îò òî÷ŒŁ A äî ïðÿìîØ l.
—åłŁòå çàäà÷ó, íå ïîºüçóÿæü ôîðìóºàìŁ (11.6)�(11.8).

11.9. Ñîæòàâüòå ŒàíîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå îÆøåªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà Œ äâóì
äàííßì æŒðåøŁâàþøŁìæÿ ïðÿìßì, âçÿâ â Œà÷åæòâå îïîðíîØ òî÷ŒŁ òî÷Œó
ïåðåæå÷åíŁÿ ýòîªî ïåðïåíäŁŒóºÿðà æ îäíîØ Łç äàííßı ïðÿìßı. ˝àØäŁ-
òå ŒîîðäŁíàòß îÆåŁı òî÷åŒ ïåðåæå÷åíŁÿ Ł ðàææòîÿíŁå ìåæäó äàííßìŁ
ïðÿìßìŁ:

x+ 1

3
=
y

1
=
z + 1

�1
;

x+ 1

2
=
y � 3

1
=

z

�1
:

11.10. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïðÿìîØ l, ïåðåæåŒàþøåØ äâå æŒðåøŁâàþøŁå-

æÿ ïðÿìßå l1 :
x� 4

2
=
y � 7

�1
=
z � 2

1
Ł l2 :

x� 2

�3
=
y � 16

1
=
z � 4

2
Ł ïðî-

ıîäÿøåØ ÷åðåç òî÷Œó A(�1; 1; 0), íå ºåæàøóþ íŁ íà îäíîØ Łç ýòŁı ïðÿ-
ìßı. ˝àØäŁòå ŒîîðäŁíàòß òî÷åŒ ïåðåæå÷åíŁÿ ïðÿìîØ l æ ïðÿìßìŁ l1 Ł l2.

11.11. Ñîæòàâüòå óðàâíåíŁå ïºîæŒîæòŁ, ïðîıîäÿøåØ ÷åðåç ºŁíŁþ ïåðåæå-
÷åíŁÿ ïºîæŒîæòåØ �1 : 3x� y + 2z + 2 = 0 Ł �1 : x+ 2y � 5z � 4 = 0 ïåð-
ïåíäŁŒóºÿðíî ïºîæŒîæòŁ � : x� 2y � z = 0.
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ÝººŁïæ, ªŁïåðÆîºà, ïàðàÆîºà

1. ˛æíîâíßå ïîíÿòŁÿ Ł ôàŒòß

À. ÝººŁïæ.

12.1. ˛ïðåäåºåíŁå (ôîŒàºüíîå îïðåäåºåíŁå ýººŁïæà). ÝººŁïæîì íà-
çßâàåòæÿ ìíîæåæòâî òî÷åŒ ïºîæŒîæòŁ, æóììà ðàææòîÿíŁØ îò ŒàæäîØ Łç
Œîòîðßı äî äâóı ôŁŒæŁðîâàííßı òî÷åŒ F1 Ł F2 (íàçßâàåìßı ôîŒóæàìŁ
ýººŁïæà) åæòü ïîæòîÿííàÿ âåºŁ÷Łíà, Œîòîðóþ îÆîçíà÷Łì 2a; òðåÆóåòæÿ
÷òîÆß ýòà ïîæòîÿííàÿ Æßºà Æîºüłå ðàææòîÿíŁÿ ìåæäó ôîŒóæàìŁ, Œîòî-
ðîå îÆîçíà÷Łì 2c.

˜ºÿ ŒàæäîØ òî÷ŒŁM ýººŁïæà îòðåçŒŁ F1M Ł F2M , à òàŒæå Łı äºŁíß
íàçßâàþòæÿ ôîŒàºüíßìŁ ðàäŁóæàìŁ òî÷ŒŁ M .

˚àíîíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìîØ Œî-
îðäŁíàò äºÿ äàííîªî ýººŁïæà
íàçßâàåòæÿ ïðÿìîóªîºüíàÿ äå-
Œàðòîâà æŁæòåìà ŒîîðäŁíàò, îæü
àÆæöŁææ ŒîòîðîØ ïðîıîäŁò ÷åðåç
ôîŒóæß F1 Ł F2 (îíà íàçßâàåòæÿ
ôîŒàºüíîØ îæüþ ýººŁïæà), à íà-
÷àºîì ÿâºÿåòæÿ æåðåäŁíà îòðåç-
Œà F1F2, æîåäŁíÿþøåªî ôîŒóæß.
ÓðàâíåíŁå ýººŁïæà â ŒàíîíŁ÷å-
æŒîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò (ŒàíîíŁ-
÷åæŒîå óðàâíåíŁå ýººŁïæà) Łìååò
âŁä

x

y

F1 F2

M

a

b

O

r1 r
2

—Łæ. 12.1. ÝººŁïæ â ŒàíîíŁ÷åæŒîØ
æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò

x2

a2
+
y2

b2
= 1; (12.1)

ªäå a� Æîºüłàÿ ïîºóîæü ýººŁïæà, b� ìàºàÿ ïîºóîæü ýººŁïæà, âßðàæàå-
ìàÿ ÷åðåç a Ł c ôîðìóºîØ

b2 = a2 � c2:

¨ç óðàâíåíŁÿ ýººŁïæà æºåäóåò, ÷òî ýººŁïæ æŁììåòðŁ÷åí îòíîæŁòåºüíî
îÆåŁı ŒîîðäŁíàòíßı îæåØ Ł îòíîæŁòåºüíî íà÷àºà ŒîîðäŁíàò.

ÝŒæöåíòðŁæŁòåòîì ýººŁïæà íàçßâàåòæÿ âåºŁ÷Łíà

" =
c

a
< 1:

ÝŒæöåíòðŁæŁòåò ıàðàŒòåðŁçóåò æòåïåíü ¾âßòÿíóòîæòŁ¿ ýººŁïæà.

183
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ÔîŒàºüíßå ðàäŁóæß ïðîŁçâîºüíîØ òî÷ŒŁ M(x; y) ýººŁïæà ºŁíåØíî
âßðàæàþòæÿ ÷åðåç àÆæöŁææó ýòîØ òî÷ŒŁ:

r1 = jF1M j = a+ x"; r2 = jF2M j = a� x":

x

y

O

d2d1

r
2r1

M

F1 F2

x
=

�
a "

x
=

a "

—Łæ. 12.2. ˜ŁðåŒòðŁæß ýººŁïæà

˜âå ïðÿìßå, ïåðïåíäŁ-
Œóºÿðíßå ôîŒàºüíîØ îæŁ
ýººŁïæà Ł ŁìåþøŁå â Œà-
íîíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìå Œîîð-
äŁíàò óðàâíåíŁÿ

x = �a
"
; x =

a

"
;

íàçßâàþòæÿ äŁðåŒòðŁæà-
ìŁ ýººŁïæà. ÓðàâíåíŁÿ
äŁðåŒòðŁæ ìîæíî çàïŁ-
æàòü â âŁäå

x = �a
2

c
; x =

a2

c
:

12.2. Òåîðåìà (äŁðåŒòîðŁàºüíîå æâîØæòâî ýººŁïæà). ˛òíîłåíŁå ðàæ-
æòîÿíŁÿ r1 (æîîòâåòæòâåííî, r2) îò ŒàæäîØ òî÷ŒŁ ýººŁïæà äî åªî ºåâî-
ªî (æîîòâåòæòâåííî, ïðàâîªî) ôîŒóæà Œ ðàææòîÿíŁþ d1 (æîîòâåòæòâåííî
d2) îò ýòîØ òî÷ŒŁ äî ºåâîØ (æîîòâåòæòâåííî, ïðàâîØ) äŁðåŒòðŁæß îäŁ-
íàŒîâî äºÿ âæåı òî÷åŒ ýººŁïæà Ł ðàâíî ýŒæöåíòðŁæŁòåòó:

r1

d1
=
r2

d2
= " < 1:

˛Æðàòíî, ìíîæåæòâî âæåı òî÷åŒ ïºîæŒîæòŁ, îÆºàäàþøŁı óŒàçàííßì
æâîØæòâîì (ò.å. òàŒŁı, äºÿ Œîòîðßı îòíîłåíŁå ðàææòîÿíŁÿ äî ôŁŒæŁ-
ðîâàííîØ òî÷ŒŁ Œ ðàææòîÿíŁþ äî ôŁŒæŁðîâàííîØ ïðÿìîØ îäíî Ł òî æå
Ł ìåíüłå 1), ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ ýººŁïæ.

˛æíîâíßå òåðìŁíß, æâÿçàííßå æ ýººŁïæîì:

(i) îæü Ox� Æîºüłàÿ (ôîŒàºüíàÿ) îæü;
(ii) îæü Oy � ìàºàÿ îæü;
(iii) òî÷ŒŁ (�a; 0), (0;�b) � âåðłŁíß ýººŁïæà;
(iv) òî÷ŒŁ F1(�c; 0), F2(c; 0) � ôîŒóæß ýººŁïæà;
(v) òî÷Œà O(0; 0) � öåíòð ýººŁïæà;
(vi) ÷Łæºî a� Æîºüłàÿ ïîºóîæü;
(vii) ÷Łæºî b� ìàºàÿ ïîºóîæü;

(viii) ÷Łæºî c =
p
a2 � b2 � ºŁíåØíßØ ýŒæöåíòðŁæŁòåò;

(ix) ÷Łæºî 2c = jF1F2j� ôîŒóæíîå ðàææòîÿíŁå;
(x) ÷Łæºî " = c=a < 1 � (÷ŁæºîâîØ) ýŒæöåíòðŁæŁòåò;

(xi) ïðÿìßå x = �a
"

, x =
a

"
� äŁðåŒòðŁæß.

˛ÆðàòŁòå âíŁìàíŁå, ÷òî îæŁ ýººŁïæà � ýòî ïðÿìßå, à ïîºóîæŁ � ýòî
÷Łæºà.
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`. ˆŁïåðÆîºà.

12.3. ˛ïðåäåºåíŁå (ôîŒàºüíîå îïðåäåºåíŁå ªŁïåðÆîºß). ˆŁïåðÆîºîØ
íàçßâàåòæÿ ìíîæåæòâî òî÷åŒ ïºîæŒîæòŁ, ìîäóºü ðàçíîæòŁ ðàææòîÿíŁØ îò
ŒàæäîØ Łç Œîòîðßı äî äâóı ôŁŒæŁðîâàííßı òî÷åŒ (íàçßâàåìßı ôîŒóæà-
ìŁ ªŁïåðÆîºß) åæòü ïîæòîÿííàÿ âåºŁ÷Łíà, Œîòîðóþ îÆîçíà÷Łì 2a; òðåÆó-
åòæÿ, ÷òîÆß ýòà ïîæòîÿííàÿ Æßºà ìåíüłå ðàææòîÿíŁÿ 2c ìåæäó ôîŒóæàìŁ
Ł îòºŁ÷íà îò íóºÿ.

˜ºÿ ŒàæäîØ òî÷ŒŁ M ªŁïåðÆîºß îòðåçŒŁ F1M Ł F2M , à òàŒæå Łı
äºŁíß íàçßâàþòæÿ ôîŒàºüíßìŁ ðàäŁóæàìŁ òî÷ŒŁ M .

˚àíîíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìîØ
ŒîîðäŁíàò äºÿ äàííîØ ªŁ-
ïåðÆîºß íàçßâàåòæÿ ïðÿìî-
óªîºüíàÿ äåŒàðòîâà æŁæòåìà
ŒîîðäŁíàò, îæü àÆæöŁææ Œî-
òîðîØ ïðîıîäŁò ÷åðåç ôîŒó-
æß F1 Ł F2 (îíà íàçßâà-
åòæÿ ôîŒàºüíîØ îæüþ ªŁïåð-
Æîºß), à íà÷àºîì ÿâºÿåòæÿ
æåðåäŁíà îòðåçŒà F1F2, æî-
åäŁíÿþøåªî ôîŒóæß. Óðàâ-
íåíŁå ªŁïåðÆîºß â ŒàíîíŁ÷å-
æŒîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò (Œà-
íîíŁ÷åæŒîå óðàâíåíŁå ªŁïåð-
Æîºß)Łìååò âŁä

x

y

O a

b

F2F1

M

—Łæ. 12.3. ˆŁïåðÆîºà â ŒàíîíŁ÷åæŒîØ
æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò

x2

a2
� y2

b2
= 1; (12.2)

ªäå a� âåøåæòâåííàÿ ïîºóîæü ªŁïåðÆîºß, b� ìíŁìàÿ ïîºóîæü ªŁïåðÆî-
ºß, âßðàæàåìàÿ ÷åðåç a Ł c ôîðìóºîØ

b2 = c2 � a2:

˜âå ïðÿìßå, ŁìåþøŁå â ŒàíîíŁ÷åæŒîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò óðàâíåíŁÿ
x

a
� y

b
= 0;

x

a
+
y

b
= 0;

ÿâºÿþòæÿ íàŒºîííßìŁ àæŁìïòîòàìŁ ªŁïåðÆîºß. ˇðÿìîóªîºüíŁŒ æî æòî-
ðîíàìŁ, ïàðàººåºüíßìŁ îæÿì ªŁïåðÆîºß, äŁàªîíàºŁ Œîòîðîªî ºåæàò íà
àæŁìïòîòàı, íàçßâàåòæÿ îæíîâíßì ïðÿìîóªîºüíŁŒîì ªŁïåðÆîºß. ´åðłŁ-
íß îæíîâíîªî ïðÿìîóªîºüíŁŒà ªŁïåðÆîºß Ł å… ôîŒóæß ºåæàò íà îäíîØ
îŒðóæíîæòŁ.

¨ç óðàâíåíŁÿ ªŁïåðÆîºß æºåäóåò, ÷òî ªŁïåðÆîºà æŁììåòðŁ÷íà îòíî-
æŁòåºüíî îÆåŁı ŒîîðäŁíàòíßı îæåØ Ł îòíîæŁòåºüíî íà÷àºà ŒîîðäŁíàò.

ÝŒæöåíòðŁæŁòåòîì ªŁïåðÆîºß íàçßâàåòæÿ âåºŁ÷Łíà

" =
c

a
> 1:

ÝŒæöåíòðŁæŁòåò ıàðàŒòåðŁçóåò æòåïåíü ¾âßòÿíóòîæòŁ¿ îæíîâíîªî ïðÿìî-
óªîºüíŁŒà ªŁïåðÆîºß Ł, æºåäîâàòåºüíî, âåºŁ÷Łíó óªºà ìåæäó å… àæŁìï-
òîòàìŁ.
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x

y

O

r2

d2

r
1

d1

F2F1

M

—Łæ. 12.4. ˜ŁðåŒòðŁæß ªŁïåðÆîºß

˜âå ïðÿìßå, ïåðïåíäŁ-
Œóºÿðíßå ôîŒàºüíîØ îæŁ ªŁ-
ïåðÆîºß Ł ŁìåþøŁå â Œàíî-
íŁ÷åæŒîØ æŁæòåìå ŒîîðäŁíàò
óðàâíåíŁÿ

x = �a
"
; x =

a

"
;

íàçßâàþòæÿ äŁðåŒòðŁæàìŁ
ªŁïåðÆîºß. ÓðàâíåíŁÿ äŁ-
ðåŒòðŁæ ìîæíî çàïŁæàòü â
âŁäå

x = �a
2

c
; x =

a2

c
:

ÔîŒàºüíßå ðàäŁóæß ïðîŁçâîºüíîØ òî÷ŒŁ M(x; y) ªŁïåðÆîºß ºŁíåØíî
âßðàæàþòæÿ ÷åðåç àÆæöŁææó ýòîØ òî÷ŒŁ:

r1 =

(
x"+ a; x > 0;

�x"� a; x < 0;
r2 =

(
x"� a; x > 0;

�x"+ a; x < 0:

12.4. Òåîðåìà (äŁðåŒòîðŁàºüíîå æâîØæòâî ªŁïåðÆîºß). ˛òíîłåíŁå ðàæ-
æòîÿíŁÿ r1 (æîîòâåòæòâåííî, r2) îò ŒàæäîØ òî÷ŒŁ ªŁïåðÆîºß äî å…
ºåâîªî (æîîòâåòæòâåííî, ïðàâîªî) ôîŒóæà Œ ðàææòîÿíŁþ d1 (æîîòâåò-
æòâåííî, d2) îò ýòîØ òî÷ŒŁ äî ºåâîØ (æîîòâåòæòâåííî ïðàâîØ) äŁðåŒ-
òðŁæß îäŁíàŒîâî äºÿ âæåı òî÷åŒ ªŁïåðÆîºß Ł ðàâíî ýŒæöåíòðŁæŁòåòó:

r1

d1
=
r2

d2
= " > 1

˛Æðàòíî, ìíîæåæòâî âæåı òî÷åŒ ïºîæŒîæòŁ, îÆºàäàþøŁı óŒàçàííßì
æâîØæòâîì (ò.å. òàŒŁı, äºÿ Œîòîðßı îòíîłåíŁå ðàææòîÿíŁÿ äî ôŁŒæŁ-
ðîâàííîØ òî÷ŒŁ Œ ðàææòîÿíŁþ äî ôŁŒæŁðîâàííîØ ïðÿìîØ îäíî Ł òî æå
Ł Æîºüłå 1), ïðåäæòàâºÿåò æîÆîØ ªŁïåðÆîºó.

a

b

x

y

OF1 F2

F 0
2

F 0
1

—Łæ. 12.5. ´çàŁìíî æîïðÿæ…ííßå
ªŁïåðÆîºß

ÓðàâíåíŁå

x2

a2
� y2

b2
= �1

òàŒæå îïðåäåºÿåò ªŁïåðÆîºó,
íàçßâàåìóþ æîïðÿæ…ííîØ ïî
îòíîłåíŁþ Œ ªŁïåðÆîºå

x2

a2
� y2

b2
= 1:

´çàŁìíî æîïðÿæ…ííßå ªŁïåð-
Æîºß Łìåþò îÆøóþ ŒàíîíŁ÷å-
æŒóþ æŁæòåìó ŒîîðäŁíàò, îÆ-
øŁØ îæíîâíîØ ïðÿìîóªîºüíŁŒ Ł
îÆøŁå àæŁìïòîòß, à Łı ôîŒóæß
ºåæàò íà îäíîØ îŒðóæíîæòŁ.


























































































































































































