Jlekuuga 16
ITPOCTPAHCTBA C. JI. COBOJIEBA

B aToii siekunu Mbl BBeféM c/1a0yi0 MPOU3BOAHYIO U PACCMOTPHM HYXK-
Hble HaMm npoctpaHcTBa C. JI. CoboseBa.

§ 0. IInan nekuun

1. Onpenenenne npocrpanctea L) (D).

2. OnpeneseHue caaboil MPOU3BOIHOM.

3. IIpumep u KOHTpHpHUMeEp.

4. CnaOble npou3BoOAHbIE MNMpoOU3BedeHUS (PYHKUUNA U
CJIOXKHOU (DYHKIIUM.

5. Onpenenenue npocrpanctea H'(D).

6. Onpeneaenue npocrpanctea H} (D).

7. HepaBencTBo ®puapuxca.

8. dkBuBajeHTHas Hopma Ha H (D).

9. Conpsixéunnsie npoctpanctea (H'(D))* u H~ (D) =
= (H)(D))".

10. dnaunTUyecKNid onepaTrop U ycJoBUSI Ha KO3 du-
LMEHTBHI.

11. Pacuimpenne oneparopa

2 (wior2)
81’1 K 81']' '

of
81’i

12. ®yHKuuoHax

€ H (D).

13. O6mee npeacrasnenue ynkumonana us (H'(D))*
w H-1(D) = (H(D))".

14. 3Bé3nouHbie HOPMBI ||-||1. 7 [|-]|«.

15. BakHble paBeHCTBA AJisl 3BE3O0UYHBIX HOPM.



Ihan sexkyuu 3

16. Kak pmeiicTByeT pacmiypeHHe 3JIUNTHYECKOrO oOIle-
paropa L.
17. Onpenenenue caaboro pemeHus 3agauu Jupuxie.
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§ 1. CnaGaa npousBogHas

Hanomunm onpepnesnenue npocrpancts Jledera LY (D), rne D C RN —
3TO OTKPBITOE MHOXKECTBO.

Onpenenenne 1. Pynkyus u(z) € L} (D) npu p > 1, ecau dasn
scakoeo komnaxma ') K C D usmepumas na D ¢ynxyus u(x) € LP(K).

Hanum onpepesieHre ciaboi MPOU3BOIHOH.

Onpenenenune 2. ®Pyuxyus v(x) € LY

oe(D) Hasvieaemcs caaboil
npoussodnoti 0% gynkyuu u(z) € LY (D) u nuwem

v(x) = 0%u(x),

ecau 05 scakoli pynkyuu p(x) € C3°(D) umeem mecmo pasercmeo

(=1)lel Ju(:ﬂ)@xago(x) de = J'v(x)gp(sc) dx. (1.1)
b D

CrpaBenynBa ciaenymolias JeMma:
Jlemma 1. Caabas wacmuas npoussoonas 0 nopadka o QyHKyuu u,
ecau cyujecmsyem, onpedenrsiemcs eOUHCMBEHHbIM 00pA30M C MOUYHO-
Moo 00 MHONMCECMBA MEPbL HYAb.

Jloka3aTenbCTBO.

[ycts vi,v0 € LY (D) Takue, uto

Ju@?cpd:r = (—1)lel Jvlgodx = (—1)l Jmcpd:r
D D
ns Beex ¢ € C5°(D). Torna

J (v —vg)p(x)dz =0
D
15 Beex ¢ € C3°(D), oTkyna vy — vg = 0 MOUTH BCIOAY.

Teopema nokaszaHa.
[MMPUMEP 1. Ilyers D = (0,2)

u(z) = z, 0<z<l,
T, 1 <x<2.

Onpenennm

o(z) = 1, O<x<l,
10, l<z<2.

1) T. €. OrpPaHHUYEHHOE U 3aMKHYTO€ MHOXKECTBO B RN.
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AY AY
2 2
1 H—
o/ 1 2 of 1 23

Puc. 1. Cnabas npousBonHas v(x) QyHKUHH u(z).

!
[ToxkaxkeM, uto v = v B cJjabom cMmbicie. UToObl yOenUTbCS B 3TOM,
BeIGepeM mpousBoibHO ¢ € C3°(D). Hano nokasats, 4to

2 2
Jugp, dx = —ngodm.
0

Jlerko BbIYHUCJHTDb, UTO
1 2 1

2
J'ucpI dx = Jmcpl dzr + J(pl dx = zp(x)
0 0 1 0

rage Mbl BOCIIOJIb30BaJIUCh TEM, UTO
p(x) € C§F(0,2) = ¢(0) = p(2) = 0.
MPUMEP 2. Myets D = (0,2).

(z) = x, 0<z<l,
=2 1<z

’
MbI nokakeMm, 4TO MPOU3BOAHAS U HE CYIIECTBYeT B CJAaOOM CMEICTE.
Jns 3TOro Hajo TMoOKas3aTh, YTO He CYLIECTBYeT (YHKUHUU v € L}OC(D)
TakKoH, 4YTo

2 2
Jutpldx:fjwpdx (1.2)
0 0

ns Beex ¢ € C3°(D).
[pennosoxum npotrBHoe. [lycth (1.2) BBIMOJHSETCS /s HEKOTOPOH
dyukunu v € L}, (D) u Beex dpyukunii ¢ € C°(D). Torna

loc
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AY  u(z) AY
2 2
1 L@
o/ 1 2z 0 1 2z

Puc. 2. Otcyrerre cna6oit npousBonHod v(x) dyHKUHK u(z).

2 2 1 2
— ngod:z = J'ugol dr = Jx(pl dx—l—?Jgol dr =
0 0

0 1

1 1
=2
fJ'goderQ(p(x) = f‘[godxfgo(l), (1.3)

0 0

=1

= zp(z)

Tr=

re Mbl BOCMOJb30Batuch TeM, 4to ¢(0) = ¢(2) = 0. Bribepem nocsenosa-
TeNBHOCTD {Pp, }2°_ | riankux QYHKLKEA TaKHM 06pa3oM, 4ToObI

0<pm <L, on()=1, ©n—0 misaBeex z#l.

3aMeHUB ¢ Ha @, B (1.3) u monarasg m — 400, B cuiy Teopembl JleGera
0 Mpee/IbHOM Mepexofie MONYYUM MpelesbHOe PABEHCTBO

2 1
l= lim ¢,(1)= lm ngpmdxf‘[gomdx =0,

m— 00 m— 00
0

KOTOPO€e MPOTHBOPEUYHBO.
CrpaBef/iiBbl cienyoune GopMysbl AJsi C1a0bIX MPOM3BOAHbBIX, KOTO-

pble MBI COOpaIy B BUAE ABYX JIEMM.

Jemma 2. [Tycmo pynkyuu u(x),v(z) € LY (D) umeiom craboie npous-

goonsle Oyu(x), dyv(z) € LY (D) u epanuya 0D obaracmu D docmamou-

loc
HO esadkas, moeda cnpasediusa caedyrouwas Gopmyra:

Oz (uv) = udpv +v0,u V), (1.4)

nonumaemas 6 crabom cmoicae, m. e. 0rs aoboil gpyukyuu p(x) € CF (D)
umeem mMecmo pasercmso

J Oz (u(z)v(z))p(z) de = J u(z)0zv(z)p(z) de + J v(x)0pu(z)p(z) da.
D D

') CumBosiom O, Mbl 0603HAYaeM KaKylo—JIHGO YaCTHYIO NPOM3BONHYW O/OTk
mpu k€ I, N.
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Jlemma 3. [lycmo ¢ynxyus f(t) € C' (RY) u f'(t) € L® (R") u pynryus
u(z) € LY (D) umeem caabyro npouzsodnyro dyu(x) € LY (D). Toeda
cnpasedausa caedyroulas Gopmyra cAaboti npoussooHoL CAOHCHOL DYHK-

yuu: )
Ouf(u)(z) = f (u)Opu(x) V). (1.5)

3ameuaHue l. 3ameTuM, uto (POPMaNbHO TMOA YCJOBUS JIEMMbl 3 He
nonangaer cJ0XKHas (QyHKLHs

f=r@) =t flu(x))=u"(z), neN,

HO TeM He MeHee

0xf (u(x)) = f(t) Ozu(w),

t=u(z)

ecJn cyiecTByer caabas npoussonHast Oyu(x) € LY (D) bynkunn u(x) €

€ L7 (D). HeiicrBurenbHo, noctatodso (n — 1)—pas npuMeHHTb opmysy

cnaboé TpousBoaHON TpousBeneHuss GpyHxiui (1.4).

§ 2. Mpocrpanctea H'(D) u H(D)

B sTom maparpacde Mbl pacCMOTPHM CJeNyIOLlHe BelleCTBEeHHBIE Mpo-
crpanctBa C. JI. CoboseBa:

def def
Hg(D) = Wy*(D), H'(D)= W'"(D),

def

H=/(D) " w='2(D) = (W (D))"

JHanum onpesienenve npoctpanctsa Cobonesa H'(D).

Onpenenenne 3. Pyuxyus u(z) € H'(D), ecau u(z) € L*(D), a
ee crabole wacmuole npoussodnste v;(xr) = dy,u(x) € L?(D) npu ecex i =
=1, N, npuuem smo npocmparcmso 6aHAX080 OMHOCUMENLHO HOPMbL

| j [|u<x>|2 +Y vz-(xﬂ du

D

1/2

Janum onpenenenue npoctpatctea Cotonesa HY (D).

Onpenenenue 4. [lonornenue BeKMOPHOZO NPOCMPAHCMBA
C(D) no nopme 6anaxosoco npocmpancmeéa H'(D) nasvisaemcs
6anaxosvim npocmparcmeom H (D).

1)&MBOJIOM O Mbl 0603HaUaeHM KaKyl0—JIHO0 YaCTHYIO NPOU3BOAHYIO Oy, TPH
k=T,N.

%) 310 cornacyeres ¢ onpeeneHHeM c1ab0i NPOM3BOAHOI, MocKoIbKy L2 (D) C
C Liye(D).
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3ameuyanue 2. OTMETHM, YTO HOPMOFl Ha BEKTOPHOM MPOCTPAHCTBE
Ce (D) siBnsieTcst TakxKe BeJHUHMHA

[1Dzullle, Do = (8, - Oay),

rie Oy, — 3TO COOTBETCTBYIOLIHE cJsla0ble YaCTHbIE NMPOM3BOAHLIE MO Mepe-
MeHHOH xj. M ecin pacemorperhb nonosHenne C§° Mel mojyunM 6aHaXoBO
npoctpanctBo DV2(D) oTHocHTesnbHO yKaszaHHOH HopMbl. OkasbiBaeTcs
KaK OblI0 JoKasaHo B 10-ii Jlekuuu-Cemunape !) B cHay HepaBeHCTBa
Opunpuxca

llulle < e1|||Deullle  mast Bcex  wu(z) € Hé(D)

5TO NMPOCTPAHCTBO COBNafaer ¢ 6aHaxoBbIM npoctpancTsoM HY (D).
Jlanee Mbl u3yduMm cBoiicTBa npoctpanctea H~!(D) conpsikenHoro k
6anaxoBomy npoctpanctsy H{ (D). Beenem caenyiomue 0603HaueHus:
() HY(D) ® H}(D) — R!
— 3TO CKOOKH JBOHCTBEHHOCTH MEXIY Hé (D) u

H™(D) < (H}(D))";

<.,.>1 . (HI(D))* ®H1(D) L R!

— 3T0 cKOOKH jBoHcTBeHHOCTH Mexkny H'(D) u (H'(D))*.
Paccmorpum asnuntrdeckuil oneparop L, ompenenéHHBIN Cc/enylomei

(hopmy.ioii:
N,N N
ORI a% (aij(x)%u—g)+;bi(x)agif) +e(z)u(z). (2.1)

ij=1,1

[lyctb aij(x), bi(x), c(x) € L(D). [puueM yacTHEIE NPOU3BOAHbIE

9
8xj

c?ixi (az‘j () a;g) )

noHumaetcs B caabom cmbicae (tounee uz L2(D) C L}, .(D)). Torna npu
u(z) € H}(D) numeem 5
u

aij (g;)a— € I*(D). (2.2)

npu j=1,N

B cJjJaraeMom

L

') JTuneitnbit v HenmHeiHbIil GyHKUMOHANBHEI aHanus. Tom II. M. O. Kopry-
cosa ¥ A. A. [lanuna
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Tenepb BBeseM (QyHKIHOHA, opoxaaeMbiii hyukuuei f(z) € L%(D), o6o-
3HAauaeMbld TAKXKe KaK W 4acTHasl MPOU3BOAHAS

of
8561‘ ’
npuYeM 3TO He csabasi NIPOU3BOAHAS, a IPOU3BOJHAS PeryJspHOH 00001IeH-

HO# DYHKLKH, nIopoxkaeHHoH pyukumed f(z) € L2(D) C D'(D), crannapt-
HOH (popmynoi

Of \ der Op |
< axi»w> g [feghdn e@emm) @3
D
U, B HaCTHOCTH, 8
¥ 2
o, € L*(D)

— 570 ca1abast npoussonHas pyHkunu ¢(z) € HY (D).
Sameuanue 3. OTMeTHUM, UTO BeJHUYHMHA

of

8561‘
He sBJsieTcsl C1ab0H npousBogHo#, nockonbky f(z) ¢ H{(D), a Bcero
b f(x) € L2(D).
Jlemma 4. @yukuuornar (2.3) a645emcs AUHELHOIM U HENPepbLl8HbIM 8
CUABbHOU MONOAOCUL NPOCMPAHCMEA H& (D). Hnaue cosops,

of
&m

€ H™Y(D). (2.4)

Jloka3aTenbCTBO.
JleficTBATEIbHO, M/ JI0GOH MOC/Ie10BaTesbHOCTH {py,} C HY (D) Ta-
KOH, 4TO
Om — ¢ cuabHO B HY(D) npu m — +oo

umeeM, B 4aCTHOCTH,

CJieoBaTeJibHO,

0
(G om )| < | 1P - Deslls@l i <
D
2 2

< J'|Dl.g0m—Dwg0\2 dx J|f(x)\2das — 40 mpu m — +oo.
D D
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Crasio 6bITb, paBEHCTBOM

of def dyp
iy = _ d
(Ge) ¥ = [ 3 i
D
onpefieJieH JIMHEHHBIA U HeNMpPepbIBHLIH (DYHKIHOHAJ

Haj npoctpaHctBoM  HY (D) = % € (Hé(D))* =H™ (D).

f
83%
JleMmMa nokasaHa.
CrpaBen/iMBO cyefyioliee BaKHOe YTBEPKIEHHE!
Jlemma 5. Beskuii ¢yrkyuornasr Had 6aHaAX08biM NPOCMPAHCHEOM
HY(D) nopowdaemcs ¢pynryusmu fj(z) € L*(D) npu j=0,N no ¢op-

myae N )
i Y | £ %

=1}

dx + J'fo(x)go(x) dx, (2.5)
D

npuiem OAsL HEKOMOpPo2o OOHO3HAUHO onpedesennozo aiemenma g(x) €
€ H'(D) umeem mecmo pasencmso 6 carabom cmoicae

o) = B2 i) = glo)

Jloka3aTenbCTBO.
[lae 1. [leiictButenbHo, mpoctpancTso H'! (D) sBsieTcs ru/ib6epToBbIM
OTHOCHTEJIbHO CKaJIsiPHOTO MPOU3BeIeHNs

aef g~ [ O9() Dpl)
e o(o)s &S [ B ot [ gla)olo) da
Jj=1 D

ans Beex ¢(x),g(x) € HY(D). C npyroil cTOpOHBI, /sl BCAKOTO 3JeMeH-
ta f*(z) € (H'(D))" cornacto Teopeme Pucca—®peuue Haiinercsi Takoii

efuHCTBeHHbIH snement g(z) € H!(D), uTo uMeeT MeCcTO paBeHCTBO

p) = v = X [ 10 2 do+ [gla)ota) de
i=1p ’
rue

[llae 2. HaxoHen, nisi BCAKOH mocnenoBaresbHoCTH {¢m,} C H'(D)
TaKoH, 4TO

om(z) — p(z) cumwro B H'(D) npu m — +oo
nMeeM

lom — @ll2 = 40, [[[Dzom — Daopllly — 40 mpun  m — 4oo0.
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[Toatomy
J fi@) {%f) - 8%”;§x)] dz| <
D 2 1/2 1/2
<([|Pan -2t e) [ farae) =0
Jg<x)[9"m($) —p(z)]dz| <
D 2 |
<| [ lont) - e@pPaz ) | [lo@Pas| —+0
) i

npu m — +oo. CaenoBaTenbHo, Gopmynoi (2.5) 3amaerTcs JUHEHHbIH H
HempephIBHbIE (DyHKIHOHA Haj npoctpancteom H' (D).

JleMma nokasaHa.

Cnencteue 1. [as ecaxoeo aremenma f* € H-'(D) nadidemcs
maxkotl eduncmeennviti anemenm g(x) € HY (D), umo umeem mecmo séroe
npedcmasieHue

o

ox;
j=1 J

N
D 2 Y [ 508 a0 =%, gta) € (D) @0

Oan scex p(x) € HY(D).

Canencteue 2. Muowecmeo H='(D) = (HM(D))* scex aumeii-
HbLX U HenpepoleHbLY (QYHKYUOHAA08 HAO 6aHAX086LM NPOCMPAHCMEOM
H}(D), seasnemcs 6anaxosoim omruocumensno ropmor ')

N

def
10 s (3 @)
1Dz elll2=1 jle

dp(z)
&vj

dz|,

ede

fiw) =2 0N,
J

') CrannaprHas *-HopMa.
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*
IIpocmparcmso (H 1(D)) sa6a5emcs. 6AHAX08bLM OMHOCUMENbHO HOPMbL

N
I S TR

. 9\1/2 B
(I1D=el3+Iel3) =1 |5=1 3,

dz + J fol@)p() da,
D

ede

5@ =B, ) = gte). gla) € H'(D). j=ON.

CnpaBenJiuBa cjefyoLias JeMma:
Jlemma 6. Hueem mecmo caedyrowjue paserncmsa:

1M = sup [(f* ohl =

(ll3+11Daell3) =1

2 2 172 1
(Igl3 +1Dgll3) . 9@) € H'(D) (@7)
Oasn awboeo f*(x) € (HY(D))* u das scex p(x) € H(D);

£l = sup  [{f* o) = IDagllle.  g(z) € Hy(D) (2.8)
1Dz lll2=1

0as aoboeo f*(x) € HY(D) u das scex ¢(x) € H{(D).
JlokaszaTeAbCTBO.

Jokaxkem, Hampumep, paBeHCTBO (2.7). [lelCTBUTEJ]BHO, BO—MEPBbIX,
HUMEEeT MeCTO CJIeyIollee HEPABEHCTRO:

N
£l < sup > l109l2ll05l2 + llglaliellz| - (2.9)
(lel2+IDali2) =1 | j=1

Bo BTOPBIX, 3aMe€THUM, YTO UMeeT MeCTO CJeAYyIollee HepaBeHCTBO!

N 2 N N
S 0?6 a0 | <[ Y aj+a0 | | Y by +bo
Jj=1

=1 =1

nast Beex a; > 0, b; > 0 npu j =0, N. [Tosromy Mbl 13 (2.9) MBI mOJyUUM
crlenyloliee HepaBeHCTBO:

* 1/2 1/2
I e s (IDagll + gl3) T (I1Dall + llel) =
(I l3+NID=ll13) =1

1/2
= (I1D2gll3 + lgl3)
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C ﬂ,perﬁ CTOPOHBI, 3aME€THM, YTO UMEET MECTO HEPAaBEHCTBO CHHU3Y

N
170> |3 | O9(x) 9¢(@) 4, | )o@ da
D

jle (9$j 8$Cj

1/2

s eex (|loll3 + [[[Dewl[l3) '~ = 1. BosbMem B 5TOM HepaBeHcTBe

g()
12
(I1D=glll3 + llgl3)

(x) =

U TOJIYYUM OLIEHKY CHH3Y

. 1/2
17 > (I1Dagll + gl) -

PagencTBo (2.7) mokasaHo.
Jlemma noxkasaHa.
[TpomosmxumM paccMoTpeHHe omeparopa L, ompeneseHHOro (opmyJion
(2.1). Ilpuuem B csiaraemom 3
u

bi(e) ox;

IIpOU3BOAHAA TTIOHUMAETCA B caabom CMbICJIE, O BOT IIPOU3BOAHAA

0
8.’Ei ’

NPpUMEHEHHasd K BbIpa>K€HHUIO

ou |
aij(z) 5~ ul(z) € Ho(D),
Lj
nonumaercsi yxe kak (pynkuuonan us H—'(D). Takum 06pasom, Mbl mpu-
XOIMM K BBIBOLY O TOM, UTO

B
@i (¥) g Hy(D) — L*(D), (2.10)
N,N ) 9
> o <aij($)87j) : Hy(D) — H™(D), (2.11)
ig=1,1 """
bi(x)aixi : H{(D) — L*(D), c(x)I : H{(D) — L*(D). (2.12)

Tenepb 3aMeTHM, 4YTO UMEIOT MeCTO IIJIOTHOE BJIO2KEHHE

HY(D) € I2(D) = I2(D) = <L2(D)>* € (H(D))" = H\(D).
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Takum o6pasom, Takoe o60611eHre onepatopa L, opmMasbHO 3alHCAHHOTO
KaK U paHee, eHCTBYeT CJeLyIOLUM 00pa3oM:

et N,N 9 9 N 9
igj=11 """ i=1 ¢
’ (2.13)

Haxkoner, Mbl MOXeM ONpeneNnTh Tak HasbiBaeMoe cjaboe pelleHHe cJe-
IyIoIIed OMHOPOAHON KpaeBoH 3amaun Jupuxuse:

Lu(z) = f(z) npu z €D, wu(z)=0 na 9ID. (2.14)

Onpenenenue 5. Carabom peuteruem 00HOPOOHOL Kpaesoii 3ada-
uu Jupuxae (2.14) naseisaemes pyuxyus u(z) € H} (D), ydosremsops-
roujas pasexcmasy

(Lu, ) =0 das scex ¢(x) € Hy(D), (2.15)
ede (-,-) — amo ckobku dsoiicmeennocmu mexndy HY(D) u H~'(D),
APULEM IMO PABEHCMBO IKBUBANEHMHO PABEHCMBY

%V a0 (o) 2102) () _
.2 Y an 8:EZ
D i,5=1,1

N ou(zx)
- Z bi(x) £y o(x) — c(x)u(z)p(z) | de =0 (2.16)
i=1 !

das ecex p(z) € H(D).

Paccmorpennsie npoctpactsa H'(D), H}(D) u coorserctByomue
CONpsIKEHHbIE MCTOJb3YIOTCA MPU PACCMOTPEHHH M HeJMHEHHbIX KpaeBbiX
3aau C TVIaBHBIM JIMHEHHBIM OMEepaToOpoM 3JUIMITHYECKOrO THIA BTOPOTO
nopsiska. ONHAaKo, NIPU PACCMOTPEHHH HeJMHeHHBIX B IMIaBHOM AH(depeH-
LMa/IbHBIX yPaBHEHHH MCIOJIb3yl0TCsl GaHaxoBbl mpoctpanctsa WIP(D) u
W, P(D) npu p > 2.





