
Семин а р –Ле кци я 11

АБСТРАКТНЫЕ ФУНКЦИИ

§ 1. Абстрактные функции. Непрерывность, предел

Пусть B — банахово пространство с нормой ‖.‖. Для простоты
будем считать это пространство вещественным. В качестве простого
модельного примера на первых порах можно иметь в виду B = R

2

с обычной евклидовой нормой. Однако следует иметь в виду, что в
наиболее интересном для нас случае пространство B будет бесконечно-
мерным, что повлечёт свои характерные черты, не имеющие аналогов
в конечномерном и скалярном случаях. (Сказанное, конечно, не проти-
воречит применимости всех изложенных результатов к случаю B = R.)

О п р е д е л е н и е 1 . Абстрактной функцией будем называть
функцию x(t) числового аргумента t со значениями в банаховом
пространстве B.

Как правило, в дальнейшем областью определения функции будет
числовой промежуток T , так что мы будем рассматривать функции

x : T → B. (1.1)

Можно проверить, что для каждого фиксированного T множество
функций (1.1) образует линейное пространство (вещественное, если
пространство B вещественное), если положить

(x + y)(t) = x(t) + y(t),

(λx)(t) = λx(t).

На абстрактные функции переносятся многие понятия теории обыч-
ных вещественных функций. Дадим соответствующие определения.

О п р е д е л е н и е 2 . Функция x(t) называется ограниченной на
множестве T , если

∃M > 0 ∀t ∈ T ‖x(t)‖ < M.

Опр ед е л е н и е 3 . Функция x(t), определённая на промежут-
ке T , называется непрерывной в точке t0 ∈ T , если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) ∩ T ‖x(t) − x(t0)‖ < ε.
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Опр ед е л е н и е 4 . Функция x(t) называется непрерывной на
промежутке T , если она непрерывна в каждой точке этого проме-
жутка. При этом если промежуток не является открытым, то в
точках T ∩ ∂T подразумевается односторонняя непрерывность.

Опр еде л е н и е 5 . Говорят, что функция x(t), определённая на
промежутке T , имеет предел x0 ∈ B в точке t0 ∈ T 1) , если

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t ∈
(
(t0 − δ, t0) ∪ (t0, t0 + δ)

)
∩ T ‖x(t) − x0‖ < ε.

На случай абстрактных функций обобщаются утверждения о пре-
деле и непрерывности суммы и разности функций, о локальной ограни-
ченности функции, непрерывной в точке t0 или имеющей в ней конеч-
ный предел 2) , а также известные свойства функций, непрерывных на
отрезке: их ограниченность, достижение точных граней и равномерная
непрерывность. (Доказательство соответствующих утверждений вхо-
дит в задачи.) Что касается умножения, то здесь ситуация несколько
сложнее. Дело в том, что в произвольном банаховом пространстве
умножение элементов не определено. Однако определено умножение
на число и «умножение» линейного оператора на элемент. Кроме того,
само рассматриваемое пространство может оказаться банаховой алгеб-
рой, в которой умножение элементов определено. Чтобы описать все
эти ситуации, рассмотрим некоторые банаховы пространства Bi, i =
= 1, 2, 3, и предположим, что на B1 × B2 определена операция

(x, y) 7→ xy ≡ x · y ∈ B3 (x ∈ B1, y ∈ B2),

причём ∀λ ∈ R,∀x,x1,x2 ∈ B1, ∀y, y1, y2 ∈ B2

1) λ(xy) = (λx)y = x(λy);
2) (x1 + x2)y = x1y + x2y;
3) x(y1 + y2) = xy1 + xy2;
4) ‖xy‖B3

6 ‖x‖B1
‖y‖B2

.
Легко видеть, что для перечисленных ранее «умножений» свойства 1)—
4) выполняются. Всюду далее под умножением мы будем понимать
операцию с описанными свойствами.
Те о р е м а 1. Пусть функции x(t) со значениями в B1 и y(t) со
значениями в B2 определены в некоторой окрестности (проколо-
той окрестности) точки t0, а умножение между пространства-
ми B1 и B2 обладает свойствами 1)—4). Тогда если эти функ-
ции непрерывны в точке t0, то и их произведение непрерывно
(если limt→t0 x(t) = x1, limt→t0 y(t) = y1, то limt→t0 x(t)y(t) = x1y1).
(Аналогичное утверждение верно для полуокрестностей.)

1)Имеется в виду замыкание промежутка T .
2)О бесконечном пределе естественно говорить, если limt→t0

‖y(t)‖ = +∞.
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Нам будет важен случай, когда первый сомножитель — оператор-
ный или числовой.

§ 2. Дифференцирование абстрактных функций

Опр ед е л е н и е 5 . Пусть функция x(t) определена на проме-
жутке T , t0 ∈ T . Если существует предел

x1 = lim
t→t0

1

t − t0
(x(t) − x(t0)),

он называется производной функции x(t) в точке t0. (В случае од-
ностороннего предела говорят о соответствующей односторонней
производной.)

Пользуясь свойствами пределов, нетрудно доказать свойства диф-
ференцирования:
1) (x + y)′ = x′ + y′;
2) (xy)′ = x′y + xy′.
Частными случаями второго свойства является правило вынесения
числового или постоянного операторного множителя за знак дифферен-
цирования, при этом оператор может быть линейным функционалом:

(λ · x(t))′ = λ · x′(t), (A · x(t))′ = A · x′(t), (〈f ,x(t)〉)′ = 〈f ,x′(t)〉 .

§ 3. Интегрирование (по Риману)

Для построения римановского интеграла по отрезку [a, b] от
абстрактных функций действуем стандартным образом. Вводим
разбиение с отмеченными точками T = ({ti | i = 0,N , a = t0 < ... <
< tN = b}, {τi | i = 1,N , τi ∈ (ti−1, ti)}), диаметр разбиения δ(T ) =
= max

i=1,N (ti − ti−1) и интегральные суммы

S(T ,x) =
N∑

n=1

x(τi)(ti − ti−1).

Разбиение T диаметра δ будем для краткости называть δ-разбиением.
О пр ед е л е н и е 6 . Элемент I ∈ B называется пределом инте-

гральных сумм S(T ,x) функции x(t) при диаметрах разбиения δ(T ),
стремящихся к 0, если для любого ε > 0 найдётся такое δ > 0, что
для любого разбиения T с отмеченными точками при условии δ(T ) <
< δ выполнено неравенство

‖S(T ,x) − I‖ < ε. (3.1)

Если такой элемент I существует, то он называется интегралом
Римана от функции x(t) по отрезку [a, b].
Те о р е м а 2. Непрерывная на отрезке [a, b] функция интегрируема
по Риману на этом отрезке.
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Прежде чем приступить к доказательству теоремы, отметим, что
мы не можем ввести аналоги сумм Дарбу, поскольку в банаховом
пространстве нет упорядочения. Однако можно рассуждать непосред-
ственно. Мы отдельно сформулируем и докажем две леммы.
Л ем ма 1. Если T̃ есть измельчение δ-разбиения T , то при любом
выборе отмеченных точек в каждом из этих разбиений

∥∥∥S(T̃ ,x) − S(T ,x)
∥∥∥ 6 ω(δ)(b − a),

где
ω(δ) = sup

|t1−t2|6δ, t1,t2∈[a,b]
‖x(t1) − x(t2)‖.

Док а з а т е л ь с т в о .
1. Рассмотрим один из отрезков [ti−1, ti] старого разбиения T . Пред-

положим, на нём появились новые точки. Для наглядности рассмотрим
случай добавления одной точки. Пусть новые номера точек суть k,
k + 1, т. е. tk−1 = ti−1, tk ∈ (ti−1, ti), tk+1 = ti. Тогда для любого
выбора отмеченных точек старого разбиения τi ∈ [ti − 1, tt] и нового
разбиения ηk ∈ [tk−1, tk], ηk+1 ∈ [tk, tk+1] имеем

‖(ti − ti−1)x(τi) − (tk − tk−1)x(ηk) − (tk+1 − tk)x(ηk+1)‖ =

= ‖(tk+1 − tk−1)x(τi) − (tk − tk−1)x(ηk) − (tk+1 − tk)x(ηk+1)‖ 6

6 ‖(tk+1 − tk)(x(τi) − x(ηk+1))‖ + ‖(tk − tk−1)(x(τi) − x(ηk))‖ 6

6 |tk+1 − tk|‖x(τi) − x(ηk+1)‖ + |tk − tk−1|‖x(τi) − x(ηk))‖ 6

6 |tk+1 − tk|ω(δ) + |tk − tk−1|ω(δ) = (tk+1 − tk−1)ω(δ) = (ti − ti−1)ω(δ).

2. Эту цепочку следует очевидным образом модифицировать, если
добавилось больше одной точки разбиения или не добавилось ни одной
точки, но поменялась отмеченная точка. Складывая (для этого нам
снова нужно неравенство треугольника) подобные неравенства по всем
отрезкам исходного разбиения, получаем

∥∥∥S(T̃ ,x) − S(T ,x)
∥∥∥ 6 ω(δ)(tN − t0) = ω(δ)(b − a),

что и требовалось.
Те о р е м а до к а з а н а .

Л емм а 2. Пусть T1, T2 — произвольные разбиения диаметров δ и ε
соответственно, и пусть на них произвольным образом выбраны
отмеченные точки. Тогда

‖S(T1,x) − S(T2,x)‖ 6 (ω(δ) + ω(ε))(b − a). (3.2)

До к а з а т е л ь с т в о .
Рассмотрим разбиение T3 = T1 ∪ T2 с произвольным выбором от-

меченных точек. Тогда разбиение T3 есть измельчение каждого из
разбиений T1 и T2. Следовательно, согласно предыдущей лемме имеем

‖S(T3,x) − S(T1,x)‖ 6 ω(δ)(b − a),
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‖S(T3,x) − S(T2,x)‖ 6 ω(ε)(b − a),

откуда с помощью неравенства треугольника получаем (3.2).
Л емм а до к а з а н а .
Теперь мы можем завершить доказательство теоремы. Рассмотрим

произвольную числовую последовательность δn → 0. Построим для
каждого δn некоторое разбиение Tn с диаметром δn и произвольным
выбором отмеченных точек. Поскольку ω(δn) → 0 (в силу равномерной
непрерывности функции, непрерывной на отрезке, с помощью лем-
мы 2 нетрудно установить, что последовательность соответствующих
интегральных сумм фундаментальна. Следовательно, она сходится к
некоторому пределу I (пространство B банахово, а значит, полно).
Чтобы доказать, что последовательность интегральных сумм сходится
к тому же пределу I в смысле определения 7, нам нужно для всяко-
го ε > 0 указать такое δ > 0, что для любого разбиения T диаметра
меньше δ выполнено неравенство (3.1). Для этого по заданному ε
выберем такое N0 ∈ N, что при всех n > N0 верно

‖S(Tn,x) − I‖ < ε/2. (3.3)

При этом, очевидно,
sup

n>N0

{δn} = σ < +∞. (3.4)

Теперь, если понадобится, увеличим N настолько, что

sup
n>N1

{δn} 6 σ1, σ1 : ω(σ1) <
ε

4(b − a)
(3.5)

(такое σ1 существует в силу равномерной непрерывности функции,
непрерывной на отрезке, т. е. выберем такое N1 > N0. Очевидно,
неравенство (3.3) будет тем более выполнено для всех n начиная с N1.
Тогда для любого разбиения T с диаметром меньше σ1 независимо от
выбора отмеченных точек получим

‖S(TN1+1,x) − S(T ,x)‖ < (ω(σ1) + ω(σ1))(b − a) <
ε

2
,

‖S(TN1+1,x) − I‖ < ε/2.

Отсюда и будет следовать, что

‖S(T ,x) − I‖ < ε.

Таким образом, δ(ε) в определении предела интегральных сумм следует
выбрать равным σ1.

Те о р е м а до к а з а н а .
Перечислим основные свойства интеграла. Для простоты будем

рассматривать лишь интегралы от непрерывных функций, поэтому
вопрос о существовании интегралов, входящих в тождества, проблемы
не представляет.

1.
∫b

a
(x(t) + y(t))dt =

∫b

a
x(t)dt +

∫b

a
x(t)dt.
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2.
∫b

a
λx(t)dt = λ

∫b

a
x(t)dt, λ = const.

3.
∫b

a
x(t)dt =

∫c

a
x(t)dt +

∫b

c
x(t)dt, a 6 c 6 b.

Для доказательства этих тождеств достаточно рассмотреть некото-
рые последовательности интегральных сумм с диаметрами, стремящи-
мися к нулю. При этом для левой части тождества 2 следует брать
только разбиения, содержащие точку c.

4.
∥∥∥
∫b

a
x(t)dt

∥∥∥ 6
∫b

a
‖x(t)‖dt.

Для доказательства этого свойства достаточно рассмотреть после-
довательность разбиений. Для каждой интегральной суммы аналогич-
ное неравенство следует из неравенство треугольника. Переходя к
пределу в числовом неравенстве, получаем требуемое.

5. Для умножения, свойства которого оговорены выше, верны тож-
дества

b∫
a

x(t)y dt =

b∫
a

x(t)dt y,

b∫
a

xy(t)dt = x

b∫
a

y(t)dt.

В частности,

b∫
a

Ax(t)dt = A

b∫
a

x(t)dt,

b∫
a

〈f ,x(t)〉dt =

〈
f ,

b∫
a

x(t)dt

〉
.

Это свойство предлагается доказать самостоятельно.
6. Ф о р м у л а Н ь ю т о н а — Л е й б н и ц а . Пусть x(t) ∈

∈ C1([a, b];B). Тогда

b∫
a

x′(t)dt = x(b) − x(a). (3.6)

До к а з а т е л ь с т в о .
Для любого линейного функционала f ∈ B∗ в силу ранее доказан-

ных свойств дифференцирования и интегрирования имеем

〈
f ,

b∫
a

x′(t)dt

〉
=

b∫
a

〈f ,x′(t)〉dt =

b∫
a

d

dt
〈f ,x(t)〉 = 〈f ,x(b)〉 − 〈f ,x(a)〉,

где последнее равенство слеудет из формулы Ньютона—Лейбница для
числовых функций. Поскольку, таким образом, равенство

〈
f ,

b∫
a

x′(t)dt

〉
= 〈f ,x(b) − x(a)〉

справедливо для всех f ∈ B∗, то, в силу следствия из теоремы Хана—
Банаха, верно и равенство (3.6).
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Формул а до к а з а н а .
О с л а б л е н н а я т е о р е м а к о н е ч н ы х п р и р ащ е н и й . Для

всякой непрерывно дифференцируемой на отрезке [a, b] функции x(t)
имеем

‖x(b) − x(a)‖ 6

b∫
a

‖x′(t)‖dt 6 (b − a) sup
t∈[a,b]

‖x′(t)‖.

З а м е ч а н и е 1 . Теорема Лагранжа (и Ролля) не переносятся на
случай абстрактных функций непосредственно. Рекомендуется само-
стоятельно привести контример.

Интегрируемость непрерывной функции позволяет для любой функ-
ции x(t) ∈ C([a, b];B) рассмотреть интеграл с переменным верхним
пределом

y(t) =

t∫
a

x(τ )dτ.

7. Пусть x(t) ∈ C([a, b];B). Тогда

y(t) ≡

t∫
a

x(τ )dτ ∈ C1([a, b];B),
d

dt
y(t) = x(t), t ∈ [a, b]

(как и везде, в очевидных случаях подразумеваются односторонние
производные).

✷ Рассмотрим для наглядности лишь правую производную,
т. е. ∆t > 0. Имеем

y(t + ∆t) − y(t) =

t+∆t∫
a

x(τ )dτ −

t∫
a

x(τ )dτ =

t+∆t∫
t

x(τ )dτ.

Следовательно,

1

∆t
(y(t + ∆t) − y(t)) − x(t) =

1

∆t
(y(t + ∆t) − y(t))−

−
∆t

∆t
x(t) =

1

∆t

t+∆t∫
t

(x(τ ) − x(t))dτ.

Поскольку функция x(t) непрерывна на [a, b], имеем

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ ∈ [t, t + δ) ‖x(τ ) − x(t)‖ < ε.

Но тогда при всех 0 < ∆t < δ имеем
∥∥∥∥

1

∆t
(y(t + ∆t) − y(t)) − x(t)

∥∥∥∥ 6
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6
1

∆t

t+∆t∫
t

‖x(τ ) − x(t)‖dτ 6
1

∆t

t+∆t∫
t

εdτ = ε,

а это и означает, что

lim
∆t→+0

1

∆t
(y(t + ∆t) − y(t)) = x(t) или y′

r = x(t),

где индекс r обозначает правую производную. Проведя аналогичные
рассуждения для левой производной, получаем в итоге y′(t) = x(t)
всюду на [a, b]. ⊠

З а м е ч а н и е 2 . В граничных точках отрезка подразумеваются
соответствующие односторонние производные.

З а м е ч а н и е 3 . На случай банаховозначных функций теорема о
среднем значении для интеграла непосредственным образом не обоб-
щается. Рекомендуется привести контрпример.

§ 4. Лемма о продолжении в точку

Лемма 3. Пусть функция x(t) определена и непрерывно дифферен-
цируема в левой полуокрестности точки t0, т. е.

x(t) ∈ C1((t0 − γ, t0);B),

и пусть существует предел

x1 = lim
t→t0−0

x′(t).

Тогда:
1) x(t) непрерывно продолжима до функции

x̃(t) ∈ C((t0 − γ, t0];B);

2) x̃′
l(t0) = x1 (где индекс l означает левую производную).
Док а з а т е л ь с т в о .
1. Из существования левого предела производной следует, что эта

производная ограничена в некоторой проколотой полуокрестности точ-
ки t0:

∃ζ ∈ (0, γ], ∃L > 0 ∀t ∈ (t0 − ζ, t0) ‖x′(t)‖ 6 L. (4.1)

В силу следствия из свойства 7 интегралов отсюда вытекает липшиц-
непрерывность функции x(t) на (t0 − ζ, t0) с константой Липшица L.
Следовательно, для функции x(t) выполнено условие Коши существо-
вания левого предела в точке t0 и

∃x0 = lim
t→t0−0

x(t). (4.2)

Положим

x̃(t) =

{
x(t), t ∈ (t0 − γ, t0);

x0, t = t0.
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Очевидно, построенная функция непрерывна на (t0 − γ, t0]. Осталось
доказать, что x̃′

l(t0) = x1, т. е. что

lim
t→t0−0

1

t − t0
(x(t) − x0) = x1,

или
lim

∆t→+0

1

∆t
(x0 − x(t0 − ∆t)) = x1.

Чтобы воспользоваться формулой Ньютона—Лейбница в той формули-
ровке, которую мы ранее доказали, введём непрерывную на (t0 − ζ, t0]
функцию

z(t) =

{
x′(t), t ∈ (t0 − ζ, t0);

x1, t = t0.

(Мы пока не можем утверждать, что x̃′(t0) = z(t0); наша цель —
доказать это.)

2. При каждом δ ∈ (0, ζ) можем записать формулу Ньютона —
Лейбница

t0−δ∫

t0−∆t

z(t)dt = x(t0 − δ) − x(t0 − ∆t). (4.3)

Устремим δ к нулю. Тогда, с одной стороны, x(t0 − δ) → x0 (см. (4.2)).
C другой стороны,

t0−δ∫

t0−∆t

z(t)dt →

t0∫

t0−∆t

z(t)dt,

поскольку
∥∥∥∥∥∥

t0∫

t0−∆t

z(t)dt −

t0−δ∫

t0−∆t

z(t)dt

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

t0∫

t0−δ

z(t)dt

∥∥∥∥∥∥
6

t0∫

t0−δ

‖z(t)‖dt 6 δL → 0.

Здесь использованы непрерывность функции z(t), оценка (4.1) и выте-
кающая из последней в силу условия леммы оценка ‖z(t0)‖ 6 L.

3. Итак, переходя к пределу в обеих частях равенства (4.3), полу-
чаем

t0∫

t0−∆t

z(t)dt = x0 − x(t0 − ∆t). (4.4)

Тогда из соотношений (4.3), (4.4) имеем

t∫

t0−∆t

z(τ )dτ = x̃(t) − x̃(t0 − ∆t)
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при всех t ∈ [t0 − ∆t, t0], причём подынтегральная функция непрерыв-
на. Применяя теперь в точке t = t0 утверждение о дифференцировании
интеграла по верхнему пределу (свойство 7 интеграла), получаем

x̃′(t0) = z(t0) = x1,

что и требовалось.
Л емм а до к а з а н а .

§ 5. Задачи для самостоятельного решения

З а д а ч а 1 . Проверить, что множество абстрактных функ-
ций x : T → B (при фиксированных T и B) образует линейное
пространство.

З а д ач а 2 . Сформулировать и доказать критерий Коши существо-
вания предела для абстрактных функций.

З а д а ч а 3 . Доказать, что функция, имеющая предел в данной
точке, ограничена в некоторой её окрестности.

З а д ач а 4 . Доказать теоремы о непрерывности и пределе суммы
абстрактных функций.

З а д ач а 5 . Сформулировать и доказать теоремы о связи односто-
роннего и обычного предела, односторонней и обычной непрерывности,
односторонней и обычной дифференцируемости.

З а д ач а 6 . Доказать, что функция, непрерывная на отрезке, огра-
ничена, а её норма достигает своих точных граней. Указание. Это
можно сделать либо непосредственно, либо сославшись на подходящую
теоремы лекции о компактности.

З а д ач а 7. Доказать, что функция, непрерывная на отрезке, рав-
номерно непрерывна. Указание. Это можно сделать либо непосред-
ственно, либо сославшись на подходящую теоремы лекции о компакт-
ности.

З а д ач а 8 . Доказать теорему 1.
З а д а ч а 9 . Доказать свойства 1), 2) операции дифференцирова-

ния.
З а д ач а 1 0 . Доказать свойство 5 интеграла.
З а д ач а 1 1 . Привести контрпример, показывающих, что теорема

Лагранжа о конечных приращениях и теорема о среднем для интеграла
непосредственно не переносятся на случай абстрактных функций.


