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Ã ë à â à 1

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÄËß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

� 1. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà è ïîòåíöèàë
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

Ìíîãèå ñòàöèîíàðíûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, íàïðèìåð, ñòà-
öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöè-
àëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè
îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ:{

∆u = −F (M), M ∈ D ⊂ R3,

α
∂u

∂n
+ βu

∣∣∣
S

= f(P ), P ∈ S, |α|+ |β| > 0,
(1.1.1)

ãäå S � ãðàíèöà îáëàñòè D.
Ââåäåì ïîíÿòèå ôóíêöèè Ãðèíà íà ïðèìåðå çàäà÷è ýëåêòðî-

ñòàòèêè. Ïîòåíöèàë ϕ(M) ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà [1, 7]:

∆ϕ = −4πρ(M), M ∈ R3, (1.1.2)

ãäå ρ(M) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà (çäåñü è äàëåå èñïîëüçó-
åòñÿ ñèñòåìà åäèíèö ÑÃÑ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç êóðñà îáùåé ôèçèêè [13] èçâåñòíî,
÷òî ïîòåíöèàë ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ qk â ñèëó ïðèíöèïà
ñóïåðïîçèöèè ïðåäñòàâèì â âèäå:

ϕ(M) =

n∑
k=0

qk
r
MkM

.

Çäåñü r
MMk

=
√

(x− xk)2 + (y − yk)2 + (z − zk)2 � ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êîé íàáëþäåíèÿ M(x, y, z) è òî÷êîé Mk(xk, yk, zk), â
êîòîðîé ðàñïîëîæåí çàðÿä qk (òî÷êîé èñòî÷íèêà).



6 Ãë. 1. Èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé...

Åñëè æå çàðÿä ðàñïðåäåëåí â íåêîòîðîì îáúåìå V0 ñ íåïðå-
ðûâíîé ïëîòíîñòüþ ρ(M), òî ñóììèðîâàíèå çàìåíÿåòñÿ èíòåãðè-
ðîâàíèåì ïî äàííîìó îáúåìó:

ϕ(M) =

∫
V0

ρ(M ′)

r
M′M

dVM ′ . (1.1.3)

Çäåñü èíäåêñ M ′ ó ýëåìåíòà îáúåìà îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðèðîâà-
íèå âåäåòñÿ ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè M ′.

Ïîëó÷èâ âûðàæåíèå (1.1.3) èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ìû
äîëæíû îòâåòèòü íà âîïðîñ: â êàêîì ñìûñëå åãî ìîæíî ñ÷èòàòü
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1.2), âåäü îíî óäîâëåòâîðÿåò (1.1.2) íå
äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ρ(M), êîòîðûå ìîãóò áûòü íåäîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè.
Óòâåðæäåíèå 1.1.1 [1] Åñëè ïëîòíîñòü ρ(M) íåïðåðûâíà âìå-
ñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, òî ôóíêöèÿ (1.1.3)
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (1.1.2).

Äàëåå òàêèå ðåøåíèÿ áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèìè. Äàäèì
îïðåäåëåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆u = −F (M) (1.1.4)

â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, åñëè îíà äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà è ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå (1.1.4)
îáðàùàåò åãî â âåðíîå ðàâåíñòâî.

Åñëè æå, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ρ(M) îãðàíè÷åíà è èíòåãðèðó-
åìà, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, òî ôóíêöèÿ
(1.1.3) òîëüêî îäèí ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà [1]. Â
ýòîì ñëó÷àå óæå íåäîñòàòî÷íî ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è åãî íóæíî íåêîòîðûì îáðàçîì
ðàñøèðèòü. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò àïïàðàò îáîáùåííûõ ôóíêöèé è
îáîáùåííûõ ðåøåíèé, î êîòîðîì ðå÷ü ïîéäåò íåñêîëüêî ïîçæå.

Åñòåñòâåííî, îïèñàííûé âûøå ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è â âèäå ñóïåðïîçèöèè âêëàäîâ îò ýëåìåíòàðíûõ èñòî÷íèêîâ
ïðèìåíèì íå òîëüêî â ýëåêòðîñòàòèêå. Åãî ìîæíî îáîáùèòü íà
âñå çàäà÷è òèïà (1.1.1), åñëè ôóíêöèè F è f óäîâëåòâîðÿþò
îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, êîòîðûå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû íèæå.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò ôóíêöèé Ãðèíà, êîòîðûå îïèñû-
âàþò ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â îáëàñòè D ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîýòîìó ïðåæäå âñåãî ìû ðàññìîòðèì
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òî÷å÷íûé èñòî÷íèê â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå, à çàòåì óæå
áóäåì ó÷èòûâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî
òèïà çàäà÷.

� 2. Ïëîòíîñòü òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàêèì îáðàçîì ìîæíî ìàòå-
ìàòè÷åñêè îïèñàòü ïëîòíîñòü òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ýëåêòðîñòàòèêå.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â òî÷êåM0, â êîòîðóþ
ïîìåùåí åäèíè÷íûé çàðÿä, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
èçëîæåíèè áóäåì ñëåäîâàòü [9]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñü çàðÿä
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ïî øàðó K(M0, ε) ñ öåíòðîì â M0 è
ðàäèóñîì ε, è ïîïðîáóåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Ââåäåì
ôóíêöèþ

fε (M ,M0) =

{
3

4πε3
, M ∈ K (M0, ε) ,

0, M /∈ K (M0, ε) .
(1.2.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ∫
R3

fε (M ,M0) dVM = 1.

Åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êàæäîé ïàðå òî÷åêM ,M0 ïðåäåë
lim
ε→0

fε (M ,M0), òî ïîëó÷èì

lim
ε→0

fε (M ,M0) =

{
∞, M = M0,
0, M 6= M0.

Ïðè ýòîì èíòåãðàë îò ôóíêöèè fε(M ,M0) ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì ε îñòàåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå:

1 = lim
ε→0

∫
R3

fε (M ,M0) dVM .

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé â òî÷êå M0 ôóíêöèè ψ(M)

ïðåäåë ïðè ε→ 0 îò èíòåãðàëà

∫
R3

fε(M ,M0)ψ(M)dVM áóäåò êî-

íå÷åí è ðàâåí ψ(M0). Â ñàìîì äåëå, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
ψ(M) ñëåäóåò, ÷òî ∀σ > 0 ∃ε > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê
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M , M0 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψ(M) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ

0 < r
MM

0
6 ε

áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|ψ(M)− ψ(M0)| 6 σ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü òî÷êóM âíóòðè øàðà K (M0, ε) ðàäèóñà
ε ñ öåíòðîì â M0, òî ðàññòîÿíèå r

MM
0
ìåæäó M è M0 íå

ïðåâîñõîäèò ε. Òîãäà∣∣∣∣∣∣
∫
R3

fε (M ,M0)ψ (M) dVM − ψ (M0)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

K(M0,ε)

3

4πε3
ψ (M) dVM − ψ (M0)

∫
K(M0,ε)

3

4πε3
dVM

︸ ︷︷ ︸
=1

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

K(M0,ε)

3

4πε3
(ψ (M)− ψ (M0)) dVM

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6

∫
K(M0,ε)

3

4πε3
|ψ (M)− ψ (M0)| dVM 6

6 σ
∫

K(M0,ε)

3

4πε3
dVM = σ,

÷òî îçíà÷àåò

lim
ε→0

∫
R3

fε (M ,M0)ψ (M) dVM = ψ (M0) . (1.2.2)

Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë â (1.2.2) êàê ðåçóëüòàò
äåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëà, çà êîòîðûì ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå fε, íà
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ψ(M):

〈fε,ψ〉 ≡
∫
R3

fε (M ,M0)ψ (M) dVM .
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Òîãäà ðàâåíñòâî (1.2.2) îçíà÷àåò, ÷òî

ψ (M0) = lim
ε→0
〈fε,ψ〉. (1.2.3)

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (1.2.3) ïðåäñòâëÿåò ñîáîé ðåçóëü-
òàò äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé îáîçíà÷èì êàê
δ(M ,M0), íà ôóíêöèþ ψ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Ôóíêöèîíàë δ(M ,M0), äåéñòâóþùèé íà
ëþáóþ íåïðåðûâíóþ â òî÷êå M0 ôóíêöèþ ψ(M) ïî ïðàâèëó

〈δ(M ,M0),ψ(M)〉 = ψ (M0) , (1.2.4)

íàçûâàþò δ-ôóíêöèåé Äèðàêà.
Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü åäèíè÷íîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ðàñ-

ïîëîæåííîãî â òî÷êå M0, ìîæíî îïðåäåëèòü êàê δ(M ,M0). Òî-
ãäà ïëîòíîñòü òî÷å÷íîãî çàðÿäà âåëè÷èíû q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèîíàë

ρ(M ,M0) = q · δ(M ,M0).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî çàðÿäà íóæíî ïîäåéñòâî-
âàòü ýòèì ôóíêöèîíàëîì íà ôóíêöèþ ψ(x) ≡ 1:

〈ρ(M ,M0), 1〉 = q.

Åñëè â îáëàñòè D ðàñïðåäåëåí çàðÿä ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ
ρ(M). Òîãäà ïîëíûé çàðÿä ýòîé îáëàñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ïî
ôîðìóëå:

Q =

∫
D

ρ(M)dV = 〈ρ(M), 1〉.

Çàìå÷àíèå 1.2.1 Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèîíàëû

δ(M ,M0) è δ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0)

äåéñòâóþò íà ëþáóþ íåïðåðûâíóþ â òî÷êå M0(x0, y0, z0)
ôóíêöèþ ψ(M) îäèíàêîâî, ïîýòîìó èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâ-
íûìè.
Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

δ(M ,M0) =
1

r20 sin θ0
δ(r − r0)δ(θ − θ0)δ(ϕ− ϕ0).

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

δ(M ,M0) =
1
r0
δ(r − r0)δ(ϕ− ϕ0).
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� 3. Ïîíÿòèå îáîáùåííîé ôóíêöèè

Ôóíêöèîíàë δ(M ,M0), äåéñòâóþùèé íà ìíîæåñòâå íåïðå-
ðûâíûõ â òî÷êå M0 ôóíêöèé, ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òàê íàçûâà-
åìûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáàÿ îáîáùåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàë. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ââåñòè ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé,
íåîáõîäèìî ñïåðâà îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé
ψ(M), íà êîòîðîì äåéñòâóþò ýòè ôóíêöèîíàëû. Ñíà÷àëà äàäèì
îïðåäåëåíèå ôèíèòíîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Îãðàíè÷åííàÿ íà Rn ôóíêöèÿ ψ (M) íàçû-
âàåòñÿ ôèíèòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò øàð{

M(x1,x2, ...,xn)
∣∣∣√x21 + x22 + ...+ x2n 6 R

}
,

âíå êîòîðîãî ôóíêöèÿ ψ (M) âñþäó ðàâíà 0. Çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà {M |ψ(M) 6= 0} íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ôóíêöèè
ψ (M) è îáîçíà÷àåòñÿ suppψ.

Îòìåòèì, ÷òî ψ(M) ≡ 0 âíå suppψ. Ìíîæåñòâî suppψ ñî-
ñòîèò èç âñåõ òî÷åê M , ãäå ψ (M) 6= 0, è òî÷åê M , â ëþáîé
îêðåñòíîñòè êîòîðûõ íàéäåòñÿ òî÷êà M ′, ãäå ψ (M ′) 6= 0.
Îïðåäåëåíèå 1.3.2 Íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôèíèòíûõ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Rn ôóíêöèé ìíîæåñòâîì
îñíîâíûõ ôóíêöèé D (Rn).
Îïðåäåëèì ñõîäèìîñòü â D (Rn) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Îïðåäåëåíèå 1.3.3 Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ψk(M)} èç D(Rn) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè
ψ (M) èç D(Rn), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé øàð U ⊂ Rn, ÷òî
suppψk ⊂ U (k = 1, 2, ...), è äëÿ ëþáîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
ψk (M) âûïîëíåíî

Dαψk(M)⇒ Dαψ(M) ïðè k →∞,

ãäå Dα =
∂α

∂xα1

1 ∂x
α2

2
...∂xαnn

, α = α1 + α2 + ...+ αn, αi = 0, 1, 2, . . .,

âêëþ÷àÿ ñëó÷àé α = 0, ÷òî îçíà÷àåò ðàâíîìåðíîå ñòðåìëåíèå
ñàìèõ ôóíêöèé ψk(M) ê ôóíêöèè ψ(M) ïðè k →∞.

Îïðåäåëåíèå 1.3.4 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî D(Rn) ñ ââåäåí-
íîé òàêèì îáðàçîì ñõîäèìîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
îñíîâíûõ ôóíêöèé.
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Ðèñ. 1.3.1.

Çàìå÷àíèå 1.3.1 Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé íå ïóñòî.
Íàïðèìåð, åìó ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ ¾øàïî÷êà¿ (ðèñ. 1.3.1),
êîòîðàÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå:

ωε (M ,M0) =

 Cε exp

{
− ε2

ε2 −R2
MM0

}
, M ∈ K (M0, ε) ,

0, M /∈ K (M0, ε) ,
(1.3.1)

ãäå K (M0, ε) � øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, à
ïîñòîÿííàÿ Cε âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû∫

K(M0,ε)

ωε (M ,M0) dVM = 1.

Óòâåðæäåíèå 1.3.1 Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn.
Äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè f(M), îïðåäåëåííîé
â Rn, ìîæíî ïîñòðîèòü îñíîâíóþ ôóíêöèþ ψ(M), ñîâïàäàþ-
ùóþ ñ f(M) â îáëàñòè D.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, óìíîæàÿ ôóíêöèþ f(M) íà
òàê íàçûâàåìóþ ñðåçàþùóþ ôóíêöèþ η (M). Ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: îíà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêîé,
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 âñþäó â îáëàñòè D è äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò
äî íóëÿ âíå îáëàñòè D. Ôóíêöèþ η (M) ìîæíî ïîñòðîèòü, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îêðóæèì ãðàíèöó ∂D îáëàñòè D ýêâèäèñòàíòíîé
ïîâåðõíîñòüþ ∂Dε, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè d = ε îò ∂D (ñì.



12 Ãë. 1. Èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé...

ðèñ. 1.3.2). Îáëàñòü âíóòðè ïîâåðõíîñòè ∂Dε íàçîâåì Dε. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì ïîâåðõíîñòü ∂D2ε è îáëàñòü D2ε. Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ îáëàñòè Dε:

χε (M) =

{
0, M /∈ Dε,
1, M ∈ Dε.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

η (M) =

∫
R3

χε (M ′)ωε (M ′,M) dVM ′ , (1.3.2)

ãäå ωε (M ′,M) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1.3.1).

M

D D�

ε
D�

2ε
D�

ε

M

Ðèñ. 1.3.2.

Ôóíêöèÿ ωε (M ′,M)
îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî
â øàðå K(M , ε) ñ öåí-
òðîì â òî÷êå M è ðà-
äèóñîì ε. Åñëè M ∈ D,
òî K(M , ε) ⊂ Dε, è
èíòåãðàë (1.3.2) ðàâåí
1 â ñèëó íîðìèðîâêè
ôóíêöèè ωε (M ′,M).
Åñëè M ∈ D2ε\D, òî
òîëüêî ÷àñòü øàðà
K(M , ε) ïîïàäàåò

âíóòðü îáëàñòè Dε (ñì. ðèñ. 1.3.2), è ïîýòîìó 0 < η(M) < 1. Åñëè
M 6∈ D2ε, òî øàð K(M , ε) è îáëàñòü Dε íå ïåðåñåêàþòñÿ, è η(M) = 0.
Èíòåãðàë (1.3.2) çàâèñèò îò êîîðäèíàò òî÷êè M êàê îò ïàðàìåòðîâ
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ýòèõ
êîîðäèíàò â ñèëó áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè [19]. Èòàê, ôóíêöèÿ

ψ(M) = η (M) · f(M)

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f(M) â îáëàñòè D è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
îñíîâíûõ ôóíêöèé.

Òåïåðü, êîãäà ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé çàäàíî, ìîæíî ââå-
ñòè ïîíÿòèå îáîáùåííîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 1.3.5 Îáîáùåííîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âñÿêèé ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë f , äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàíñòâå
îñíîâíûõ ôóíêöèé D, òî åñòü:
1) ∀α,β ∈ C è ∀ψ1,ψ2 ∈ D

〈f ,αψ1 + βψ2〉 = α 〈f ,ψ1〉+ β 〈f ,ψ2〉 ;

2) ∀{ψk} ⊂ D, ψk → ψ ∈ D (â ñìûñëå ââåäåííîé âûøå ñõîäèìîñòè â
D) ïðè k →∞

〈f ,ψk〉 → 〈f ,ψ〉 , k →∞.
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Àðãóìåíòû ôóíêöèé îïóùåíû äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè.

Ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé è óìíîæåíèÿ
îáîáùåííîé ôóíêöèè íà ÷èñëî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

〈f + g,ψ〉 = 〈f ,ψ〉+ 〈g,ψ〉 , ∀ψ ∈ D,

〈λ · f ,ψ〉 = λ 〈f ,ψ〉 , ∀ψ ∈ D.

Êàê îáû÷íî, ÷åðòà íàä λ îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Ìíîæåñòâî âñåõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà D, ñ çà-

äàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îáðàçóåò
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî D′.

Ïîä ñõîäèìîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïîíèìàþò
ñëàáóþ ñõîäèìîñòü.
Îïðåäåëåíèå 1.3.6 Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ
ôóíêöèé fn ∈ D′ ñõîäèòñÿ ê îáîáùåííîé ôóíêöèè f ∈ D′, åñëè

〈fn,ψ〉 → 〈f ,ψ〉 ïðè n→∞

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ ∈ D.
Îáîáùåííûå ôóíêöèè äåëÿòñÿ íà ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå.

Îïðåäåëåíèå 1.3.7 Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé,
åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (M), èíòåãðèðóåìàÿ íà ëþáîì çàìêíó-
òîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, òàêàÿ ÷òî

〈f ,ψ〉 =

∫
Rn

F (M)ψ(M)dVM , ∀ψ ∈ D. (1.3.3)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ψ(M) ôèíèòíà, òî èíòåãðèðîâàíèå â ôîðìó-
ëå (1.3.3) âåäåòñÿ ïî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè supp ψ.

Âñå ïðî÷èå îáîáùåííûå ôóíêöèè íàçûâàþò ñèíãóëÿðíûìè. Íàïðè-
ìåð, δ-ôóíêöèÿ � ýòî ñèíãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ [3, 4].

Ââåäåì ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè. Ïóñòü F (M) ∈
∈ C(1)(Rn) è ψ(M) ∈ D. Â îñíîâå ïîíÿòèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé
ëåæèò ôîðìóëà, âûòåêàþùàÿ èç ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫

Rn

∂F

∂xi
ψdV = −

∫
Rn

F
∂ψ

∂xi
dV. (1.3.4)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó Rn âåäåòñÿ ïðè −∞ < xi < +∞,
i = 1,n, à âñå ïîäñòàíîâêè íà áåñêîíå÷íîñòè îáðàùàþòñÿ â 0 çà ñ÷åò
ôèíèòíîñòè ôóíêöèè ψ. Ïîñêîëüêó èíòåãðàëû ìîæíî ïîíèìàòü êàê
ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà ãëàäêóþ
ôèíèòíóþ ôóíêöèþ ψ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1.3.7), òî ðàâåíñòâî
(1.3.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:〈

∂f

∂xi
,ψ
〉

= −
〈
f ,

∂ψ

∂xi

〉
, (1.3.5)
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ãäå f � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ïîðîæäàåìàÿ ôóíêöèåé F (M). Ðàâåí-
ñòâî (1.3.5) ïðèìåì çà îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè,
êàê ðåãóëÿðíîé, òàê è ñèíãóëÿðíîé.
Îïðåäåëåíèå 1.3.8 Ôóíêöèîíàë, äåéñòâóþùèé íà ëþáóþ ôóíêöèþ

ψ ∈ D ïî ïðàâèëó (1.3.5), íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé
∂f

∂xi
îáîáùåííîé

ôóíêöèè f .
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà îò îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 1.3.9 Ïðîèçâîäíîé

Dαf =
∂α

∂xα1

1
∂x

α2

2
...∂xαnn

f ,

ãäå α = α1 + α2 + ... + αn, αi = 0, 1, 2, . . ., îáîáùåííîé ôóíêöèè f
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë, äåéñòâóþùèé íà ëþáóþ ôóíêöèþ ψ ∈ D
ïî ïðàâèëó:

〈Dαf ,ψ〉 = (−1)α 〈f ,Dαψ〉 .

� 4. Ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà.
Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â

òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä âåëè÷èíû q ïîìåùåí â òî÷êó M0 íåîãðà-
íè÷åííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà R3. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíüøå,
ïëîòíîñòü òî÷å÷íîãî çàðÿäà äàåòñÿ ôîðìóëîé:

ρ(M ,M0) = q · δ(M ,M0).

Óðàâíåíèå (1.1.2) äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ ýòîãî çàðÿäà, çàïèñàííîå â âèäå

∆ϕ = −4πqδ(M ,M0), (1.4.1)

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ(M) ∈ D ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∫
R3

ϕ(M ,M0)∆ψdVM = −4πqψ(M0) (1.4.2)

Ïîêàæåì, ÷òî õîðîøî èçâåñòíûé èç ýëåêòðîñòàòèêè ïîòåíöèàë ïîëÿ
òî÷å÷íîãî çàðÿäà

ϕ(M ,M0) =
q

rMM
0

(1.4.3)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.4.2) âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R3. Äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè ψ(M) ∈ D, ãäå D � ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé, íàé-
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äåòñÿ ÷èñëî R > 0, òàêîå ÷òî suppψ ⊂ K(M0,R), ãäå K(M0,R) � øàð
ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå M0. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

R3

ϕ(M ,M0)∆ψ(M)dVM = q

∫
K(M0,R)

∆ψ(M)

rMM
0

dVM . (1.4.4)

Èñïîëüçóÿ òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà (A.1.6) (ñì. Ïðèëîæåíèå 1), ïîëó÷èì:∫
K(M0,R)

∆ψ(M)

rMM
0

dVM =

=

∫
Σ(M0,R)

(
1

rPM
0

∂ψ(P )

∂nP
− ψ(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dσ

P
− 4πψ(M0),

ãäå Σ(M0,R) � ñôåðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, ~nP � âåêòîð
âíåøíåé íîðìàëè ê ñôåðå â òî÷êå P . Òàê êàê suppψ ⊂ K(M0,R),
òî ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ψ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè òîæ-
äåñòâåííî ðàâíà 0 íà ñôåðå Σ(M0,R), è ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â
ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

R3

q

rMM
0

∆ψ(M)dVM = −4πqψ(M0),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îïðåäåëåíèå 1.4.1 Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

∆ϕ = −δ(M ,M0). (1.4.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∆ϕ = 0.

Ïîëîæèâ âåëè÷èíó q òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ôîðìóëå (1.4.3) ðàâíîé
1

4π
,

ïîëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4.5):

ϕ(M ,M0) =
1

4π

1

rMM
0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

G(M ,M0) =
1

4πrMM
0

+ v, (1.4.6)

ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Çàìå÷àíèå 1.4.1 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.4.5) â ñìûñëå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, òî â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà âñþäó, êðîìå òî÷êè M0. Ôóíêöèÿ ϕ èìååò âèä:

ϕ(M ,M0) = g(M ,M0) + v(M),

ãäå g(M ,M0) � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4.5), çà-
âèñÿùåå òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r

MM
0
ìåæäó òî÷êàìè M è M0

è èìåþùåå îñîáåííîñòü ïðè r
MM

0
→ 0, à v(M) � ãàðìîíè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè g(M ,M0), ïîìåñòèì íà÷à-
ëî êîîðäèíàò â òî÷êó M0. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðåøåíèå
g(M ,M0) = g(r

MM
0
) = g(r) îáëàäàåò ðàäèàëüíîé ñèììåòðèåé. Ðåøàÿ

óðàâíåíèå
1

r2
d

dr

(
r2
dg

dr

)
= 0, r > 0,

ïîëó÷èì g(r) =
A

r
+ B, ãäå A è B � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Âûáèðàåì ðåøåíèå, èìåþùåå îñîáåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò:

g(r) =
A

r
.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àåì:

g(M ,M0) =
A

rMM
0

.

Îñòàåòñÿ íàéòè íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü A, òàê ÷òîáû
g(M ,M0) óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ (1.4.5). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî∫

R3

g(M ,M0)∆ψ(M)dVM = −ψ(M0),

èëè æå

A

∫
R3

∆ψ(M)

rMM
0

dVM = −ψ(M0). (1.4.7)

Ñðàâíèâàÿ (1.4.7) ñ òðåòüåé ôîðìóëîé Ãðèíà (A.1.6), ïîëó÷àåì A =

=
1

4π
.

Ðàññìîòðåííûé ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïðèìå-
ðîì îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïî àíàëî-
ãèè ñ (1.4.2) ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∆u = −F (M). (1.4.8)
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Îïðåäåëåíèå 1.4.2 Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u(M) îáîáùåííûì ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (1.4.8), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó∫

R3

u(M) ·∆ψ(M)dV = −
∫
R3

F (M) · ψ(M)dV (1.4.9)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ(M) ∈ D.
Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ øèðå ïîíÿòèÿ êëàññè-

÷åñêîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ u(M) ìîæåò áûòü íåäèôôåðåíöè-
ðóåìîé. Åñëè æå u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.4.8) â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò åìó è â îáîáùåííîì.

� 5. Ïîòåíöèàë çàðÿæåííîé íèòè. Ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

ζ

α

( , , )M x y z

ζd

0
M M

r0 0 0
( , , )M x y z

z

Ðèñ. 1.5.3.

Íàéäåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë áåñêîíå÷íîé òîíêîé çàðÿ-
æåííîé íèòè, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çà-
ðÿäîâ êîòîðîé ïîñòîÿííà è ðàâíà e.
Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îñü Oz áûëà ïàðàë-
ëåëüíà íèòè. Ïóñòü íèòü ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0). Ïîòåíöèàë
ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî íèòüþ â òî÷êå íà-
áëþäåíèÿ M(x, y, z), ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñóììó ïîòåíöèàëîâ ïîëåé
ýëåìåíòàðíûõ çàðÿäîâ âåëè÷èíû edζ,
èìåþùèõ êîîðäèíàòó z = ζ, íåïðå-
ðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü íèòè.
Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîòåí-
öèàëà ïîëÿ áåñêîíå÷íîé íèòè ïðèâî-
äèò ê ðàñõîäÿùåìóñÿ èíòåãðàëó. Ïî-
ýòîìó íàéäåì ñíà÷àëà íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íèòè. Âå-
ëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ó÷àñòêîì íèòè äëèíû dζ,
ðàâíà

dE =
edζ

(z − ζ)2 + r2
M

0
M

,

ãäå r
M

0
M

=
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî íè-
òè (ñì. ðèñ 1.5.3). Ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â
òî÷êå M(x, y, z) èìååò âèä:

dEr =
edζ

(z − ζ)2 + r2
M

0
M

· cosα =
erM

0
M dζ(

(z − ζ)2 + r2
M

0
M

)3/2 , (1.5.1)
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òàê êàê cosα =
rM

0
M√

(z − ζ)2 + r2
M

0
M

, à ñîñòàâëÿþùàÿ âäîëü îñè Oz ðàâíà

dEz =
edζ

(z − ζ)2 + r2
M

0
M

· sinα =
e(ζ − z)dζ(

(z − ζ)2 + r2
M

0
M

)3/2 . (1.5.2)

Áåñêîíå÷íàÿ íèòü ñîçäàåò â òî÷êå M(x, y, z) ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êî-
òîðîãî íå çàâèñèò îò z è èìååò âèä:

~E(r
M

0
M

) = E(r
M

0
M

) ·
~rM

0
M

rM
0
M

.

Â òîì, ÷òî z-êîìïîíåíòà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â ëþáîé òî÷êå M ðàâ-
íà íóëþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå
(1.5.2) âäîëü ïðÿìîé −∞ < ζ < +∞.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, âåëè÷èíó E(r
M

0
M

) ìîæíî âû-
÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

E(r
M

0
M

) =

∞∫
−∞

e rM
0
M dζ(

r2
M

0
M

+ (z − ζ)2
)3/2 .

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîäñòàíîâêè

ζ − z
rM

0
M

= tgα.

Òîãäà
dζ

rM
0
M

=
dα

cos2 α
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

E(r
M

0
M

) =
e

rM
0
M

π/2∫
−π/2

cosαdα =
2e

rM
0
M

.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà íèòè âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ~E
(
r
M

0
M

)
=

= −∇ϕ
(
r
M

0
M

)
, òî åñòü E

(
r
M

0
M

)
= − dϕ

drM
0
M

, îòêóäà

ϕ(M ,M0) = 2e ln
1

rMM
0

+ const. (1.5.3)

Çàìå÷àíèå 1.5.1 Ïîòåíöèàë ϕ, ñîçäàâàåìûé ðàâíîìåðíî çàðÿæåí-
íîé áåñêîíå÷íîé íèòüþ, íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z. Ïîýòîìó
çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíóþ â ëþáîé ïëîñêîñòè,
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ïåðïåíäèêóëÿðíîé íèòè. Ñå÷åíèå íèòè ýòîé ïëîñêîñòüþ ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òî÷å÷íûé ¾çàðÿä¿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
ïîòåíöèàë êîòîðîãî äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.5.3).

Èñïîëüçóÿ òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà â äâóìåðíîì ñëó÷àå (A.3.3) àíà-
ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïîòåíöèàë (1.5.3) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆
M
ϕ = −4πeδ(M ,M0), (1.5.4)

ãäå M0 = M0(x0, y0) è M = M(x, y).

Ôóíêöèÿ

ϕ(M ,M0) =
1

2π
ln

1

rMM
0

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

∆
M
ϕ = −δ(M ,M0). (1.5.5)

Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

G(M ,M0) =
1

2π
ln

1

rMM
0

+ v(M), (1.5.6)

ãäå v(M) � ëþáàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ íà ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ.
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 1.5.1. Äîêàæèòå, ÷òî D(Rn) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.
Çàäà÷à 1.5.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî D′ âñåõ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà D, ñ çàäàííûìè íà íåì îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Çàäà÷à 1.5.3. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
∆u = −F óäîâëåòâîðÿåò åìó è â îáîáùåííîì ñìûñëå.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòè
D ⊂ R3, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà 1) S:

∆u = −F (M), M ∈ D, (2.1.1)
u|S = f(P ), P ∈ S (2.1.2)

Îïðåäåëåíèå 2.1.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (2.1.1-2.1.2) ôóíêöèþ u(M), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìóþ â îáëàñòè D, íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè D, óäîâëåòâîðÿþùóþ â
êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (2.1.1) â îáëàñòè D è ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ (2.1.2).

Óòâåðæäåíèå 2.1.1 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ F ∈ L2(D) ∩ C(1)(D) è
f ∈ C(S), òî çàäà÷à (2.1.1-2.1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå [1].
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ýòî ðåøåíèå, âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé ôîðìóëîé

1) Ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà, åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ:
� â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè S ñóùåñòâóåò íîðìàëü (èëè êàñàòåëüíàÿ ïëîñ-
êîñòü);
� ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d, ÷òî ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå íîðìàëè â òî÷êå
P ïîâåðõíîñòè S, ïåðåñåêàþò íå áîëåå îäíîãî ðàçà ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S,
ëåæàùóþ âíóòðè øàðà ðàäèóñà d ñ öåíòðîì â òî÷êå P ;
� óãîë γ ìåæäó íîðìàëÿìè â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè
îäíîé îêðåñòíîñòè Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: γ 6 Arδ,
ãäå r � ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, A � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ
è 0 < δ 6 1.

Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè Ëÿïóíîâà:
� åñëè S � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà, òîãäà ñïðàâåäëèâî S ∈ C1, îáðàòíîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.
� åñëè S ∈ C2, òîãäà S ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà ñ δ = 1.
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Ãðèíà [3]:∫
D

(
G(Q,M)∆

Q
u(Q)− u(Q)∆

Q
G(Q,M)

)
dVQ =

=

∫
S

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP ,

(2.1.3)

ãäå G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà, îïðåäåëåííîå â (1.4.6).
Ïîñêîëüêó

∆QG(Q,M) = −δ(Q,M),

èç (2.1.3) ïîëó÷àåì:

u(M) =

∫
S

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP−

−
∫
D

G(Q,M)∆u(Q)dVQ.
(2.1.4)

Íà ãðàíèöå îáëàñòè u|S = f(P ), à âíóòðè îáëàñòè ∆u = −F (Q), ïîýòî-
ìó

u(M) =

∫
S

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− f(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP+

+

∫
D

F (Q)G(Q,M)dVQ.
(2.1.5)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.1.5) îñòàåòñÿ îäíî íåèçâåñòíîå ñëàãà-
åìîå ∫

S

G(P ,M)
∂u(P )

∂nP
dSP ,

ñîäåðæàùåå ïðîèçâîäíóþ èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå,
êîòîðîå íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âõîäíûå äàííûå çàäà÷è. Îäíàêî ôóí-
äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå G(Q,M) îïåðàòîðà Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè v, ïîýòîìó ìîæíî
âûáðàòü åå òàêîé, ÷òîáû G(P ,M) = 0 â ëþáîé òî÷êå P ∈ S. Äëÿ ýòîãî
ôóíêöèÿ v = v(Q,M) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå:{

∆
Q
v = 0, Q ∈ D,

v|S = − 1

4πrPM
, P ∈ S, (2.1.6)



22 Ãë. 2. Ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷ Äèðèõëå

ãäå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè Q, à êîîðäèíàòû òî÷êè
M èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ. Òîãäà â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå M îáëà-
ñòè D èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

u(M) = −
∫
S

f(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dSP +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dVQ. (2.1.7)

Ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1.1)-(2.1.2),
åñëè F ∈ C(1)(D) è f ∈ C(S) [1].

Îïðåäåëåíèå 2.1.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â òðåõìåðíîé îáëàñòè D ñ çàìêíóòîé
ãðàíèöåé S (D � îáëàñòü D âìåñòå ñ ãðàíèöåé) áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M), Q ∈ D, M ∈ D,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ D,
íåïðåðûâíàÿ íà D äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D;
2) G(P ,M)|P∈S = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D.

Èòàê, èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(Q,M) ñëåäóåò, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è{

∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q, M ∈ D,
G(P ,M)|S = 0, P ∈ S. (2.1.8)

Óòâåðæäåíèå 2.1.2 Åñëè ãðàíèöà S îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ Ëÿïóíîâà, òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííà [1].

Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è (2.1.8) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà G(Q,M) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îáëàñòüþ D. Ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà (2.1.1)-(2.1.2) â
êâàäðàòóðàõ, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó (2.1.7).

Ïîÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè Ãðèíà íà ïðèìåðå ýëåêòðîñòà-
òèêè. Ïóñòü â òî÷êó M îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé
çàçåìëåííîé ïîâåðõíîñòüþ S, ïîìåùåí òî÷å÷íûé çàðÿä +q. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè ïîòåíöèàë ϕ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîëÿ âíóòðè D ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîòåíöèàëà ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà

ϕ0(Q,M) =
q

rQM

è ïîòåíöèàëà

v(Q,M) =

∫
S

σ(P ,M)

rPQ
dSP (2.1.9)
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ïîëÿ èíäóöèðîâàííûõ íà âíóòðåííåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S çàðÿäîâ
ïëîòíîñòè σ(P ,M), ãäå ∫

S

σ(P ,M)dSP = −q.

Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà σ(P ,M) çàâèñèò îò
êîîðäèíàò òî÷êè M ðàñïîëîæåíèÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, îäíàêî èíòåãðàë
ïî ïîâåðõíîñòè îò ýòîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé èíäóöè-
ðîâàííûé çàðÿä è îò êîîðäèíàò òî÷êè M óæå íå çàâèñèò. Èòàê, âíóòðè
îáëàñòè D

ϕ(Q,M) =
q

rQM
+ v(Q,M), Q,M ∈ D,

ïðè÷åì
∆
Q
v(Q,M) = 0, Q,M ∈ D,

ïîñêîëüêó v(Q,M) � ïîòåíöèàë ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî çàðÿäàìè, ðàñ-
ïðåäåëåííûìè ïî ïîâåðõíîñòè. Íà ïîâåðõíîñòè S ñóììàðíûé ïîòåí-
öèàë ðàâåí 0, òàê êàê îíà çàçåìëåíà. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ãðèíà
G(Q,M) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî â òî÷êå

Q òî÷å÷íûì çàðÿäîì âåëè÷èíû
1

4π
, ïîìåùåííûì â òî÷êó M , åñëè

ïîâåðõíîñòü S çàçåìëåíà.

Óòâåðæäåíèå 2.1.3 Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåñòàíîâêè òî÷åê Q è M [1]:

G(Q,M) = G(M ,Q).

Ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ôèçè÷åñêîãî
ïðèíöèïà âçàèìíîñòè: çàðÿä, ïîìåùåííûé â òî÷êó M , ñîçäàåò â òî÷êå
íàáëþäåíèÿ Q ïîëå ñ òàêèì æå ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé ñîçäàë áû â
òî÷êå M ýòîò æå çàðÿä, åñëè áû îí áûë ïîìåùåí â òî÷êó Q.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ôîðìóëå (2.1.7) ïîëå u(M) åñòü ðåçóëüòàò ñó-
ïåðïîçèöèè ïîëåé çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â òî÷êàõ Q îáëàñòè D
è â òî÷êàõ P íà åå ãðàíèöå S. Âûðàæåíèå (2.1.7) ñîñòîèò èç äâóõ
ñëàãàåìûõ, ïåðâîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòíûé ïî-
òåíöèàë (ñì. [1]), à âòîðîå � îáúåìíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ çàðÿäîâ,
ðàñïðåäåëåííûõ â îáëàñòè D ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ F (Q).

Çàìå÷àíèå 2.1.1 Ïîòåíöèàë (2.1.9) íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì ïî-
òåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ. Ïîäðîáíåå î ïîâåðõíîñòíûõ ïîòåíöèàëàõ
ñì. [1].

� 2. Âíåøíèå òðåõìåðíûå çàäà÷è

Ïóñòü îáëàñòü De � âíåøíÿÿ îáëàñòü ïî îòíîøåíèþ ê îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè D ñ çàìêíóòîé ãðàíèöåé S, ÿâëÿþùåéñÿ ïîâåðõíîñòüþ
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Ëÿïóíîâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà èëè Ëàïëàñà âî âíåøíåé îáëàñòè De áûëî åäèíñòâåííûì, â
ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïîìèìî êðàåâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò äîáàâèòü óñëîâèå
íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè
ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Îïðåäåëåíèå 2.2.1 Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ u(M) íàçûâàåò-
ñÿ ðåãóëÿðíîé íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
r > r0, ãäå r =

√
x2 + y2 + z2 , âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|u| 6 A

r
,
∣∣∣∂u
∂x

∣∣∣ 6 A

r2
,
∣∣∣∂u
∂y

∣∣∣ 6 A

r2
,
∣∣∣∂u
∂z

∣∣∣ 6 A

r2
,

ãäå A > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Çàìå÷àíèå 2.2.1 Ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè De òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷-
íîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé íà áåñêîíå÷íîñòè [1].

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé â òðåõìåðíîì ñëó÷àå
âî âíåøíèõ îáëàñòÿõ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû Ãðèíà. Âîñïîëü-
çóåìñÿ ýòèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå:

∆u = −F (M), M ∈ De, (2.2.1)
u|S = f(P ), P ∈ S, (2.2.2)
u ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè. (2.2.3)

Îïðåäåëåíèå 2.2.2 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (2.2.1-2.2.3) ðåãóëÿðíóþ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèþ, äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè De, íåïðåðûâíóþ â îáëà-
ñòè De, óäîâëåòâîðÿþùóþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (2.2.1)
â îáëàñòè De è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.2.2).

Óòâåðæäåíèå 2.2.1 Åñëè ôóíêöèÿ F (M) ôèíèòíà è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà â De, à ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà íà ïîâåðõíî-
ñòè S, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-
÷è (2.2.1-2.2.3) [1] .

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âíóòðåííåé çàäà÷è, ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1-
2.2.3) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà.

Îïðåäåëåíèå 2.2.3 Ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â òðåõìåðíîé îáëàñòè De, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè D ñ çàìêíóòîé ãðàíèöåé S (De � îáëàñòü De

âìåñòå ñ ãðàíèöåé S) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M), Q ∈ De, M ∈ De,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ De,
íåïðåðûâíàÿ íà De äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De;
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2) G(P ,M)|P∈S = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De;
3) G(Q,M) êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà Q ∈ De ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷-
íîñòè äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De.

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1) - (2.2.3) ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå:

u(M) = −
∫
S

f(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dSP +

∫
De

G(Q,M)F (Q)dVQ. (2.2.4)

Â âûðàæåíèè (2.2.4) íîðìàëü np ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê
îáëàñòè De.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(Q,M) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è:
∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q, M ∈ De,

G(P ,M)|S = 0, P ∈ S,
G(Q,M)⇒ 0 íà áåñêîíå÷íîñòè.

(2.2.5)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ôóíêöèþ G(Q,M), äîñòàòî÷íî ðåøèòü
çàäà÷ó äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî v(Q,M):

∆v = 0, Q,M ∈ De

v|S = − 1

4πrPM
, P ∈ S,

v ⇒ 0 íà áåñêîíå÷íîñòè.

(2.2.6)

� 3. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è
Äèðèõëå

3.1. Ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé.
Äëÿ çàäà÷ (2.1.6) è (2.2.6) âûïîëíåíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó, åñëè óäàñòñÿ ïîëó-
÷èòü êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v, óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ ïîñòàâëåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, òî ôóíêöèÿ G(M ,M0) =

=
1

4π

1

rMM
0

+ v ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1.8)

âî âíóòðåííåé îáëàñòè èëè çàäà÷è (2.2.5) âî âíåøíåé îáëàñòè.
Äëÿ ðÿäà îáëàñòåé âåñüìà ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ

ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó â ðàìêàõ
ýëåêòðîñòàòèêè, òî îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Äèðèõëå îçíà÷àþò, ÷òî îáëàñòü
îãðàíè÷åíà çàçåìëåííîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòüþ S. Ïóñòü

â òî÷êå M0 ∈ D ïîìåùåí òî÷å÷íûé çàðÿä âåëè÷èíû q =
1

4π
. Ðàñïîëî-

æèì âíå îáëàñòè D ôèêòèâíûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ïîòåíöèàë ïîëÿ íà ãðàíèöå S îáðàùàëñÿ â íîëü. Ýòè ôèêòèâ-
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íûå çàðÿäû íàçûâàþòñÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè èçîáðàæåíèÿìè çàðÿäà,
ïîìåùåííîãî â òî÷êó M0. Ïîòåíöèàë ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî çàðÿäàìè,
íàõîäÿùèìèñÿ âíå îáëàñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè
îáëàñòè D ôóíêöèþ v, óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

v|S = − 1

4πRPM0

, P ∈ S. (2.3.1)

Çàìå÷àíèå 2.3.1 Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà
ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ ëþáûõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà è ïðèìåíèì íå òîëüêî äëÿ çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè.
Ïðèìåð 2.3.1. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òî÷å÷íûì
çàðÿäîì q, ïîìåùåííûì â òî÷êó M0 = (x0, y0, z0), ãäå z0 > 0, â âà-
êóóìå â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå íàä ïëîñêîñòüþ z = 0, åñëè ýòà
ïëîñêîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èäåàëüíûé çàçåìëåííûé ïðîâîäíèê.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïîòåíöèàë ϕ(M ,M0) â òî÷êå M = (x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è

∆
M
ϕ = −4πqδ(M ,M0), x, y ∈ (−∞,+∞), z ∈ (0,+∞),

ϕ|z=0 = 0, x, y ∈ (−∞,+∞),

ϕ ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè.

(2.3.2)

Ðèñ. 2.3.1.

Çàäà÷ó (2.3.2) ìîæíî ðå-
øèòü ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêèõ èçîáðàæåíèé: ïîòåíöèàë
â òî÷êå M ñêëàäûâàåòñÿ èç
ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî çàðÿäà
q, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êåM0,
è ïîòåíöèàëà ôèêòèâíîãî òî-
÷å÷íîãî çàðÿäà −q, ïîìåùåí-
íîãî â òî÷êó M1, ñèììåòðè÷-
íóþ M0 îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè z = 0 (ðèñ. 2.3.1):

M1 = (x0, y0,−z0)

Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ

ϕ(M ,M0) = q ·
(

1

rMM
0

− 1

rMM1

)
=

= q ·

 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

−

− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2


(2.3.3)
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.3.2).
Ôóíêöèÿ

v = − q

rMM1

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå è óäîâëåòâîðÿåò
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

v|z=0 = − 1

4πRPM
0

, P = P (x, y, 0),

òàê êàê r
PM

0
= r

PM1
äëÿ ëþáîé òî÷êè P (x, y, 0), ïðèíàäëåæàùåé ïëîñ-

êîñòè z = 0, è ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Çàìå÷àíèå 2.3.2 Â ñëó÷àå q =
1

4π
íàéäåííûé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå
â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå:

G(M ,M0) =
1

4π

 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

−

− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

 .

(2.3.4)

Ïðèìåð 2.3.2. Íàéäèòå ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ σ(x, y),
èíäóöèðîâàííûõ íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé ïëîñêîñòè
z = 0 çàðÿäîì +q, ïîìåùåííûì â òî÷êó M0 âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà.
ÐÅØÅÍÈÅ. Èçâåñòíî [13], ÷òî íà ãðàíèöå S äâóõ ñðåä ñêà÷îê

[Dn]|S = (D2n −D1n)|S
íîðìàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ãðàíèöå ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà D
ðàâåí 4πσ. Ïðè ýòîì íîðìàëü n íàïðàâëåíà èç ïåðâîé ñðåäû âî âòîðóþ.
Åñëè ïåðâàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé, òî ïîëå â íåé ðàâíî
0, è ïîýòîìó

D2n|S = −∂ϕ
∂n

∣∣∣
S

= 4πσ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáëàñòü D ñ ãðàíèöåé S çàïîëíåíà èäåàëüíûì
ïðîâîäíèêîì, òî ïëîòíîñòü èíäóöèðîâàííîãî íà ãðàíèöå S ïîâåðõíîñò-
íîãî çàðÿäà ðàâíà

σ = − 1

4π

∂ϕ

∂n

∣∣∣
S
,

ãäå ~n � âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè D íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè
S.

Äëÿ ïëîñêîé ãðàíèöû z = 0 ïîëó÷àåì

σ(x, y) = − 1

4π

∂ϕ

∂z

∣∣∣
z=0

. (2.3.5)



28 Ãë. 2. Ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷ Äèðèõëå

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (2.3.5) âûðàæåíèå (2.3.3) äëÿ ïîòåíöèàëà
ϕ(M ,M0), íàõîäèì

σ(x, y) = − q

2π

z0(
(x− x0)2 + (y − y0)2 + z20

)3/2 .
Ïðèìåð 2.3.3. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â âåðõíåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 íåïðîâîäÿùåé ïëîñêîñòüþ, íà êîòîðîé
ðàñïðåäåëåí çàäàííûé ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿåìûé ôóíêöèåé f(x, y),

òàêîé ÷òî f(x, y) = O

(
1√

x2 + y2

)
ïðè

√
x2 + y2 →∞.

ÐÅØÅÍÈÅ. Íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó Äèðèõëå:
∆u = 0, x, y ∈ (−∞,+∞), z ∈ (0,+∞),

u|z=0 = f(x, y), x, y ∈ (−∞,+∞),

u⇒ 0 ïðè r → +∞,

(2.3.6)

ãäå r =
√
x2 + y2 + z2 .

Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2.2.4) â äàííîé çàäà÷å
íåïðàâîìåðíî, ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé
ïîâåðõíîñòüþ. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (2.1.4) â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïîëóñôåðîé Σ

1/2
R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è

ðàäèóñîì R:

u(M) = −
∫
UR

f(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dSP+

+

∫
Σ

1/2
R

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP .

(2.3.7)

Çäåñü UR � êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R, ëåæàùèé
â ïëîñêîñòè z = 0. Ðàññìîòðèì ïðåäåë âûðàæåíèÿ (2.3.7) ïðè R→ +∞.
Òàê êàê ôóíêöèè u è G ðåãóëÿðíû íà áåñêîíå÷íîñòè, òî

lim
R→+∞

∫
Σ

1/2
R

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP = 0,

è
lim

R→+∞

∫
UR

f(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dSP =

∫
R2

f(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dSP .

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè
ôóíêöèé f è G. Â äàííîì ñëó÷àå âíåøíÿÿ íîðìàëü ~nP íàïðàâëåíà ïðî-
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òèâ îñè Oz, ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîì
âèäå ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ãðèíà (2.3.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(x, y, z) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

∂G(P ,M)

∂z′

∣∣∣
z′=0

f(x′, y′)dx′dy′, (2.3.8)

ãäå M = M(x, y, z) è P = P (x′, y′, 0).
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ãðèíà ïî ïåðåìåííîé z′:

∂G

∂z′

∣∣∣
z′=0

= − 1

4π

 z′ − z(
(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + (z′ − z)2

)3/2−
− z′ + z(

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + (z′ + z)2
)3/2

∣∣∣∣∣∣
z′=0

=

=
z

2π
(

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + z2
)3/2

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (2.3.8), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà-
÷è (2.3.6):

u(x, y, z) =
z

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x′, y′)dx′dy′(
(x′ − x)2 + (y′ − y)2 + z2

)3/2 , z > 0. (2.3.9)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ïî z, ïîýòîìó
èç ôîðìóëû (2.3.9) íå ñëåäóåò, ÷òî u|z=0 = 0.
Çàìå÷àíèå 2.3.3 Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è â ñëó÷àå f(x, y) ≡ V =
= const. Ôóíêöèÿ u(M) ≡ V óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ, îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Ïðèìåð 2.3.4. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî îòðåçêîì
äëèíû L áåñêîíå÷íî òîíêîé ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé íèòè ñ ëèíåé-
íîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà e, ïîìåùåííûì íàä èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé
çàçåìëåííîé ïëîñêîñòüþ. Îòðåçîê ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ óãîë
α. Ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè äî áëèæàéøåé ê íåé òî÷êè îòðåçêà
ðàâíî h.
ÐÅØÅÍÈÅ. Âûáåðåì óäîáíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïóñòü ïðîâîäÿùàÿ
ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ z = 0, à îòðåçîê öå-
ëèêîì ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè Oyz, ïðè÷åì îñü Oz ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó M1 îòðåçêà, ðàñïîëîæåííóþ áëèæå âñåãî ê ïëîñêîñòè z = 0 (ñì.
ðèñ 2.3.2). Ïóñòü M0 � ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ äëèíó
îòðåçêà M1M0.
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z

y0

α

h

1
M

0
M

M

Ðèñ. 2.3.2.

Êîîðäèíàòû òî÷êè M0 âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç âåëè÷èíó ξ ïî ôîðìóëàì:

x0 = 0, y0 = ξ cosα, z0 = h+ ξ sinα.

Ïîòåíöèàë ïîëÿ ϕ(x, y, z), ñîçäàâàå-
ìîãî îòðåçêîì â ïðèñóòñòâèè çàçåì-
ëåííîé ïëîñêîñòè â òî÷êå íàáëþäåíèÿ
M(x, y, z), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñóììó ïîòåíöèàëîâ ïîëåé ýëåìåíòàð-
íûõ çàðÿäîâ âåëè÷èíû edξ, íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü ðàññìàòðèâàåìî-
ãî îòðåçêà, à òàêæå èõ èçîáðàæåíèé â
ïëîñêîñòè z = 0:

ϕ(x, y, z) = e

L∫
0

dξ√
x2 + (y − ξ cosα)2 + (z − h− ξ sinα)2

−

−e
L∫
0

dξ√
x2 + (y − ξ cosα)2 + (z + h+ ξ sinα)2

=

= e

L∫
0

dξ√
A2

+ −B2
+ + (ξ −B+)2

− e
L∫
0

dξ√
A2
− −B2

− + (ξ −B−)2
,

ãäå
A2
± = x2 + y2 + (z ∓ h)2, B± = y cosα± (z ∓ h) sinα.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ âîñïîëüçóåìñÿ òàáëè÷íîé ôîðìóëîé:∫
dx√
x2 + a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 + a2

∣∣∣+ C.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

ϕ(x, y, z) = ln

∣∣∣∣∣∣L−B+ +
√
A2

+ −B2
+ + (L−B+)2

L−B− +
√
A2
− −B2

− + (L−B−)2

∣∣∣∣∣∣− ln
∣∣∣A+ −B+

A− −B−

∣∣∣ .
Ïðèìåð 2.3.5. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà q, ðàñ-
ïîëîæåííîãî â çàäàííîé òî÷êå M0 îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè èäåàëüíî ïðîâîäÿùèìè çàçåìëåííûìè ïëîñêîñòÿìè.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâíî l. Âûáåðåì
ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïëîñêîñòü z = 0 ñîâïàäàëà ñ
îäíîé èç ãðàíè÷íûõ ïëîñêîñòåé (ðèñ. 2.3.3). Ïóñòü çàðÿä ïîìåùåí â
òî÷êó M0 = M0(x0, y0, z0), à M = M(x, y, z) � òî÷êà íàáëþäåíèÿ.
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Ðèñ. 2.3.3.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

∆u = −4πqδ(M ,M0), (x, y) ∈ R2, z ∈ (0, l), (2.3.10)

u|z=0 = u|z=l = 0. (2.3.11)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðåøåíèÿ (ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ïîìåùåííîãî â òî÷êó M0) è
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè:

u =
q

rMM
0

+ v, ∆v = 0.

Ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v, òàêóþ ÷òîáû èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u óäî-
âëåòâîðÿëà ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è, ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è
z = l.

Øàã 1. Îòîáðàçèì çàðÿä q â ïëîñêîñòè z = 0 è ïîìåñòèì â òî÷êó
(x0, y0,−z0) ôèêòèâíûé çàðÿä âåëè÷èíû −q. Ôóíêöèÿ

u0 = q

(
1

r0
− 1

r′0

)
,

ãäå

r0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 ,

r′0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.3.10) è óñëîâèþ u0 = 0 ïðè z = 0. Îäíàêî
óñëîâèå u0 = 0 ïðè z = l íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Øàã 2. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå ñèñòåìû çàðÿäîâ, ðåàëüíîãî, ðàñïî-
ëîæåííîãî â òî÷êå (x0, y0, z0), è ôèêòèâíîãî, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå
(x0, y0,−z0), îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = l, ìåíÿÿ çíàêè ó îòîáðà-
æåííûõ çàðÿäîâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó
÷åòûðåõ çàðÿäîâ. Ôóíêöèÿ

u1 = q

(
1

r0
− 1

r′0

)
+ q

(
1

r1
− 1

r′1

)
,

ãäå

r1 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2l + z0))2 ,

r′0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2l − z0))2

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.3.10) è óñëîâèþ u1 = 0 ïðè z = l, íî íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè z = 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðÿÿ îòîáðàæåíèÿ â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è z = l,
ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

u = q

+∞∑
n=−∞

(
1

rn
− 1

r′n

)
, (2.3.12)

ãäå

rn =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2ln+ z0))2

r′n =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2ln− z0))2

Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì

an =
1

rn
− 1

r′n
=

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2ln+ z0))2

−

− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2ln− z0))2

=

= − 2z0
∂

∂z0

1

rn

∣∣∣
z0=z

∗
0

= −2z0
z − (2ln+ z∗0 )

(r∗n)3
, z∗0 ∈ (0, l),

ãäå

r∗n = rn(z∗0 ) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2ln+ z∗
0
))2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|an| <
2l

(r∗n)2
<

2

(2n− 1)2l
.
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Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ðÿä
+∞∑

n=−∞
an ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

è àáñîëþòíî, òàê êàê ñõîäèòñÿ åãî ìàæîðàíòíûé ðÿä. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä (2.3.12) ìîæíî äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðîâàòü. Óñëîâèÿ u = 0 ïðè z = 0 è z = l òàêæå îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåí-
íûìè, òàê êàê íà êàæäîì øàãå îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ

òî÷íî, à îøèáêà â äðóãîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè óáûâàåò êàê
1

n2
.

Ïðèìåð 2.3.6. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå âíóòðè
äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû

π

n
, n ∈ N.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïîñòîÿííóþ ðàññìàòðèâàåìàÿ
çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î íàõîæäåíèè ïîòåíöèàëà ïîëÿ çàðÿäà,
ïîìåùåííîãî âíóòðü äâóãðàííîãî óãëà, îãðàíè÷åííîãî èäåàëüíî ïðîâî-
äÿùèìè çàçåìëåííûìè ïëîñêîñòÿìè.

Íàïðàâèì îñü z âäîëü ðåáðà óãëà è ââåäåì öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû. Ïóñòü çàðÿä +q ïîìåùåí â òî÷êó M0 (r0,ψ0, z0). Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

∆ϕ = −4πqδ(M ,M0), ψ ∈
(
0,
π

n

)
, (2.3.13)

ϕ|ψ=0 = ϕ|ψ=
π
n

= 0. (2.3.14)

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. ×òîáû óäî-
âëåòâîðèòü îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïîëóïëîñêîñòè ψ = 0
îòîáðàçèì èñõîäíûé çàðÿä îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ψ = 0, à ÷òîáû
óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì íà ïîëóïëîñêîñòè ψ =

π

n
îòîáðàçèì èñõîäíûé

çàðÿä îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ψ =
π

n
(ðèñ. 2.3.4 à)). Íàëè÷èå äâóõ

ïëîñêîñòåé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîïûòêà óäîâëåòâîðèòü îäíîðîäíîìó
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé íà îä-
íîé èç íèõ ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà äðóãîé. Ïî-
ýòîìó íå óäàåòñÿ óäîâëåòâîðèòü äâóì óñëîâèÿì ñðàçó. Îòîáðàçèì ýòó
ñèñòåìó çàðÿäîâ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé ψ = 0 è ψ =

π

n
(ðèñ. 2.3.4 á))

è áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ ïîêà ¾êðóã íå çàìêíåòñÿ¿. Òîãäà íà
n− 1 øàãå ïîëó÷èì ñèñòåìó çàðÿäîâ, ïîòåíöèàë ñóììàðíîãî ïîëÿ êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðèò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ÷òî ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé. Âñå ôèêòèâíûå çàðÿäû áóäóò ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíî-
ñòè r = r0 â ïëîñêîñòè z = z0. Â ðåçóëüòàòå â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè(
r0,

2πk

n
+ ψ0, z0

)
, k = 0, 1, ...,n− 1, îêàæóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû,

à â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè
(
r0,

2πk

n
− ψ0, z0

)
, k = 0, 1, ...,n − 1 �

îòðèöàòåëüíûå.

2 À.Í. Áîãîëþáîâ, Í.Ò. Ëåâàøîâà, È.Å. Ìîãèëåâñêèé, Þ.Â. Ìóõàðòîâà, Í.Å. Øàïêèíà
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Ðèñ. 2.3.4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ïîìåùåííîãî â
òî÷êó M0 âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà èìååò âèä:

ϕ(M ,M0) = q

n−1∑
k=0

(
1

R+
MMk

− 1

R−MMk

)
. (2.3.15)

Çäåñü R±MMk
, k = 0, 1, ...,n − 1 � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ

M(r,ψ, z) äî çàðÿäîâ ñèñòåìû:

R+
MMk

=

√
r2
0

+ r2 − 2r0r cos
(
2πk

n
+ ψ0 − ψ

)
+ (z − z0)2 ,

R−MMk
=

√
r2
0

+ r2 − 2r0r cos
(
2πk

n
− ψ0 − ψ

)
+ (z − z0)2 .

Ïîëîæèâ, êàê è ðàíüøå, q =
1

4π
â âûðàæåíèè (2.3.15), ìû ïîëó÷èì

ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå â äâóãðàííîì óãëå âåëè÷èíû
π

n
.

Çàìå÷àíèå 2.3.4 Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ
èçîáðàæåíèé äëÿ çàäà÷è ñ äâóãðàííûì óãëîì ñóùåñòâåííî, ÷òî
n ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n íå öåëîå, òî
äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ÷àñòü ôèêòèâíûõ
çàðÿäîâ ïðèäåòñÿ ðàñïîëîæèòü âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîòåíöèàë ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî ôèêòèâíûìè
çàðÿäàìè, íå áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé âíóòðè óãëà.
Ïðèìåð 2.3.7. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå â øàðå
K(O, a) ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì a, òî åñòü
íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:{

∆MG(M ,M0) = −δ(M ,M0), M ,M0 ∈ K(O, a),
G|r=a = 0.
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ÐÅØÅÍÈÅ. Ôóíêöèþ Ãðèíà:

G(M ,M0) =
1

4πrMM
0

+ v(M ,M0)

ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé.
Ïîìåñòèì â òî÷êó M0(r0, θ0,ψ0) âíóòðè øàðà çàðÿä âåëè÷èíû

q =
1

4π
. Ðàññìîòðèì òî÷êó M1(r1, θ0,ψ0), ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå

M0(r0, θ0,ψ0) îòíîñèòåëüíî ñôåðû Σ(O, a) ñ öåòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ðàäèóñîì a, òî åñòü òàêóþ òî÷êó, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå:

r0 · r1 = a2. (2.3.16)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîìåñòèâ â òî÷êó M1 çàðÿä îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû,
ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïîòåíöèàë ñóììàðíîãî ïîëÿ íà ñôåðå ðàâíÿëñÿ
íóëþ.

M

Ðèñ. 2.3.5.

Ïóñòü M(r, θ,ψ) � ëþ-
áàÿ òî÷êà âíóòðè øàðà. Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèÿ: ρ0 = MM0,
ρ1 = MM1. Òî÷êó íà ñôå-
ðå Σ(O, a), ëåæàùóþ íà ëó-
÷å OM , îáîçíà÷èì P . Óãîë,
êîòîðûé ñîñòàâëÿþò âåêòîðû−−→
OM è

−−→
OM0 îáîçíà÷èì γ (ðèñ

2.3.5).
Ïîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíè-

êè M POM0 è M M1OP
ïîäîáíû. Äåéñòâèòåëüíî, óãîë
∠POM0 ó íèõ îáùèé, à èç óñëîâèÿ (2.3.16) ñëåäóåò

OM0

OP
=

OP

OM1

.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî

ρ0
ρ1

=
r0
a
. (2.3.17)

Òàê êàê òî÷êà M1 ðàñïîëàãàåòñÿ âíå øàðà, òî ôóíêöèÿ v =
A

rMM1

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Íàéäåì òàêîå A, ïðè êîòîðîì

v|Σa =
A

rPM1

= − 1

4πrPM
0

.

Èç ðàâåíñòâà (2.3.17) ïîëó÷àåì A = − 1

4π

a

r0
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-

öèÿ

G(M ,M0) =
1

4π

(
1

rMM
0

− a

r0

1

rMM1

)
(2.3.18)

2*
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îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
âûðàæåíèÿ äëÿ r

MM
0
è r

MM1
èìåþò âèä:

r
MM

0
=
√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos γ , r

MM1
=
√
r2 + r21 − 2rr1 cos γ ,

ãäå 1)
cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0).

Ïðèìåð 2.3.8. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå âíå øàðà
K(O, a), òî åñòü íàéäèòå ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆MG(M ,M0) = −δ(M ,M0), M ,M0 âíå K(O, a),

G|r=a = 0,

G⇒ 0 ïðè r → +∞.

ÐÅØÅÍÈÅ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà âíåøíåé çàäà÷è,

ïîìåñòèì òî÷å÷íûé çàðÿä q =
1

4π
â òî÷êó M0(r0, θ0,ψ0) âíå øàðà. Åñëè

ïîìåñòèòü ôèêòèâíûé çàðÿä âåëè÷èíû q′ = −qa
r0

â ñîïðÿæåííóþ òî÷êó

M1

(
a2

r0
, θ0,ψ0

)
âíóòðè øàðà, òî ñóììàðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ íà ñôåðå

Σ(O, a) áóäåò ðàâåí íóëþ, à ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

G(M ,M0) =
1

4π

(
1

rMM
0

− a

r0

1

rMM1

)
. (2.3.19)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ïðîñòåéøèõ îáëà-
ñòåé. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ
ïîòåíöèàëà ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïðè íàëè÷èè ïðîâîäíèêîâ ðàçëè÷íîé
ôîðìû.
Ïðèìåð 2.3.9. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà q â
íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå â ïðèñóòñòâèè íåçàðÿæåííîé ïðîâî-

1) Ðàññìîòðèì 4OMM0 (ñì. ðèñ. 2.3.5). Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

MM 2

0 = OM 2 +OM 2

0 − 2OM ·OM0 cos γ.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ OM = r, OM0 = r0, òî åñòü r
2

MM
0

= r2 + r20 − 2rr0 cos γ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû r2
MM

0

= (x − x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2. Â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ

r2
MM

0

= (r cosϕ sin θ − r0 cosϕ0 sin θ0)
2 + (r sinϕ sin θ − r0 sinϕ0 sin θ0)

2 +

+ (r cos θ − r0 cos θ0)
2 = r2 + r20 − 2rr0 (cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0)) .

Ñðàâíèâàÿ ñ âûðàæåíèåì äëÿ r2
MM

0

, ïîëó÷åííûì èç òåîðåìû êîñèíóñîâ, íàõî-
äèì

cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0).
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äÿùåé ñôåðû ðàäèóñà a.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð ñôåðû. Ïóñòü çàðÿä q
ðàñïîëîæåí â òî÷êå M0 âíå øàðà K(O, a). Ïîñêîëüêó íà áåñêîíå÷íîñòè
çàðÿäû îòñóòñòâóþò, òî ñ÷èòàåì ïîòåíöèàë íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíûì
íóëþ. Íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó{

∆u = −4πqδ(M ,M0), r > a, θ ∈ (0,π),ϕ ∈ [0, 2π],
u|r=a = V ,
u⇒ 0 ïðè r → +∞,

ãäå V � ïîñòîÿííûé ïîòåíöèàë íà ïðîâîäÿùåé ñôåðå, êîòîðûé ïîêà íå
èçâåñòåí. Òàê êàê çàäà÷à ëèíåéíàÿ, åå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå:{

∆u1 = −4πqδ(M ,M0), r > a, θ ∈ (0,π),ϕ ∈ [0, 2π],
u1|r=a = 0,
u1 ⇒ 0 ïðè r → +∞,

è {
∆u2 = 0, r > a, θ ∈ (0,π),ϕ ∈ [0, 2π],
u2|r=a = V ,
u2 ⇒ 0 ïðè r → +∞.

(2.3.20)

Ðåøåíèå u èñõîäíîé çàäà÷è ðàâíî ñóììå u1 è u2. Ôèçè÷åñêè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîòåíöèàë ñóììàðíîãî ïîëÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîòåíöèàëà
òî÷å÷íîãî çàðÿäà â ïðèñóòñòâèè çàçåìëåííîé ñôåðû è ïîòåíöèàëà,
ñîçäàâàåìîãî èíäóöèðîâàííûìè íà ñôåðå çàðÿäàìè.

Ôóíêöèÿ u1 ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 4πq ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé
Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñôåðû:

u1 = q

(
1

rMM
0

− a

r0

1

rMM1

)
,

ãäå M0 = M0(r0, θ0,ψ0) è M1 = M1(r1, θ0,ψ0), r1 =
a2

r0
.

Ðåøàÿ çàäà÷ó (2.3.20) ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì:

u2 = V
a

r
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà V âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïîëíûé çàðÿä
ñôåðû ðàâåí íóëþ. Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà
ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

σ = − 1

4π

∂u

∂n

∣∣∣
S
,

ãäå ~n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Âû÷èñëÿÿ ïîëíûé
çàðÿä, ïîëó÷àåì

0 = − 1

4π

∮
Σ(O,a)

∂u

∂n
dS = − 1

4π

∮
Σ(O,a)

(
∂u1
∂r

+
∂u2
∂r

)
dS =
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= V a− 1

4π

∮
Σ(O,a)

∂u1
∂r

dS.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé ôîðìóëîé
Ãðèíà (A.1.1), â êîòîðîé îäíà èç ôóíêöèé ðàâíà u1, à äðóãàÿ òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà åäèíèöå:∮

Σ(O,a)

q

4π

∂

∂r

(
1

rPM
0

− a

r0rPM1

)∣∣∣∣
P∈Σ(O,a)

dSP =

=

∫
K(O,a)

q

4π
∆

(
1

rMM
0

− a

r0rMM1

)
dVM =

= − aq

4πr0

∫
K(O,a)

∆
1

rMM1

dVM =
aq

r0
,

òàê êàê âíóòðè øàðà K(O, a) ôóíêöèÿ
1

rMM
0

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé,

à ôóíêöèÿ
1

rMM1

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆
1

rMM1

= −4πδ(M ,M1).

Òàêèì îáðàçîì,
V =

q

r0
.

Èòàê, ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà q âíå ïðîâîäÿùåé ñôåðû ðàäèóñà a
ðàâåí

u =
aq

rr0
+ q

(
1

rMM
0

− a

r0

1

rMM1

)
.

Çàìå÷àíèå 2.3.5 Â ñëó÷àå, åñëè íà ñôåðå ðàñïðåäåëåí çàðÿä q1, òî
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ïîòåíöèàë ñóììàðíîãî
ïîëÿ ñîäåðæèò åùå îäíî ñëàãàåìîå u3 =

q1
r
.

Ïðèìåð 2.3.10. Ðåøèòå çàäà÷ó Äèðèõëå â øàðå:{
∆u = −F (r, θ,ϕ), r ∈ (0, a), θ ∈ (0,π),ϕ ∈ [0, 2π],
u|r=a = f(θ,ϕ),
|u||r=0 <∞.

(2.3.21)

ÐÅØÅÍÈÅ. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.1.7):

u(r0, θ0,ϕ0) = −
∫

Σ(O,a)

f(P )
∂G(P ,M0)

∂nP
dSP+

+

∫
K(O,a)

F (M)G(M ,M0)dVM = u1 + u2.
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Ïîäñòàâèì â íåå âûðàæåíèå (2.3.18) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â øàðå. Âíà-
÷àëå íàéäåì ôóíêöèþ u1. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
G ïî íîðìàëè nP íà ïîâåðõíîñòè øàðà:

− ∂G

∂nP

∣∣∣
Σ(O,a)

=

= − 1

4π

∂

∂r

 1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos γ

− a

r0

1√
r2 + r2

1
− 2rr1 cos γ


∣∣∣∣∣∣
r=a

=

=
1

4π

 r − r0 cos γ(
r2 + r20 − 2rr0 cos γ

)3/2 − a

r0

r − r1 cos γ(
r2 + r21 − 2rr1 cos γ

)3/2

∣∣∣∣∣∣
r=a

=

1

4π

 a− r0 cos γ(
a2 + r20 − 2ar0 cos γ

)3/2 − a

r0

a− (a2/r0) cos γ(
a2 + (a2/r0)

2 − 2a(a2/r0) cos γ
)3/2

 =

=
1

4π

a− r0 cos γ − r20/a+ r0 cos γ(
a2 + r20 − 2ar0 cos γ

)3/2 =
1

4πa

a2 − r20(
a2 + r20 − 2ar0 cos γ

)3/2 ,
ãäå r1 =

a2

r0
. Äëÿ ôóíêöèè u1 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

u1(r0, θ0,ϕ0) =
a

4π

2π∫
0

dϕ

π∫
0

f(θ,ϕ)(a2 − r20)(
a2 + r20 − 2ar0 cos γ

)3/2 sin θdθ. (2.3.22)

Ôóíêöèÿ u2 èìååò âèä:

u2(r0, θ0,ϕ0) =
1

4π

a∫
0

r2dr

2π∫
0

dϕ

π∫
0

F (r, θ,ϕ)

 1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos γ

−

− a√
r2
0
r2 + a4 − 2rr0a2 cos γ

 sin θdθ.

Çàìå÷àíèå 2.3.6 Åñëè â çàäà÷å (2.3.21) F ≡ 0, òî åå ðåøåíèåì äëÿ
ëþáîé íåïðåðûâíîé íà ñôåðå ôóíêöèè f(θ,ϕ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u1.
Âûðàæåíèå (2.3.22) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà äëÿ ñôåðû.

Ïðèìåð 2.3.11. Ïóñòü âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïîëóñôåðîé
ðàäèóñà a è ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñôåðû, â òî÷êó

M0

(
a

2
,
π

4
,
π

4

)
ïîìåùåí òî÷å÷íûé çàðÿä âåëè÷èíû q. Íàéäèòå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ïîëÿ ýòîãî çàðÿäà, åñëè ãðàíèöû îáëàñòè
çàçåìëåíû.
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ÐÅØÅÍÈÅ. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè ìåòîäà èçîáðàæåíèé.
Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé Ãðèíà G(M ,M0) çàäà÷è Äèðèõëå
â øàðå. Ôóíêöèÿ

ϕ0 = 4πqG(M ,M0) =q

(
1

rMM
0

− a

a/2

1

rMM1

)
=q

(
1

rMM
0

− 2

rMM1

)
,

ãäå M1

(
2a,

π

4
,
π

4

)
, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çà-

ðÿäà, ïîìåùåííîãî â òî÷êó M0

(
a

2
,
π

4
,
π

4

)
âíóòðè çàçåìëåííîé ñôåðû.

z

0
M

1
M

2
M

3
M

π

4

Ðèñ. 2.3.6.

Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆
M
ϕ0(M ,M0) = −4πqδ(M ,M0)

â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè è îä-
íîðîäíîìó óñëîâèþ Äèðèõëå íà
÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåé ñîáîé ïîëóñôåðó (ðèñ.
2.3.6). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòü-
ñÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
íà ïëîñêîñòè z = 0 ïîñòðîèì òî÷-

êó M2

(
a

2
,
3π

4
,
π

4

)
, ñèììåòðè÷íóþ

òî÷êå M0 îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
z = 0, è ïîìåñòèì â íåå ôèêòèâíûé
çàðÿä −q. ×òîáû ¾íå èñïîðòèëîñü¿
ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîëóñôåðå,
ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë, ñîçäàâàå-
ìûé ôèêòèâíûì çàðÿäîì âíóòðè

øàðà ñ çàçåìëåííîé ãðàíèöåé:

ϕ1(M ,M2) = −q
(

1

rMM
2

− 2

rMM
3

)
,

ãäå òî÷êà M3

(
2a,

3π

4
,
π

4

)
ñîïðÿæåíà òî÷êå M2 îòíîñèòåëüíî ñôåðû:

OM2 ·OM3 = a2.

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó â ïîëóøàðèè âûøå ïëîñêîñòè z = 0,
ôóíêöèÿ ϕ1(M ,M2) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò
òî÷êè M â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ

ϕ0(P ,M0) = −ϕ1(P ,M2), ∀P (x, y, 0),

ïîýòîìó èñêîìûé ïîòåíöèàë èìååò âèä:

ϕ(M ,M0) = ϕ0(M ,M0) + ϕ1(M ,M2) =

= q

(
1

rMM
0

− 2

rMM1

)
− q

(
1

rMM
2

− 2

rMM
3

)
.
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Çàìå÷àíèå 2.3.7 Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå â ïîëóøàðèè èìå-
åò âèä:

G1/2(M ,M0) = G(M ,M0)−G(M ,M2).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2.3.12. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ îòðåçêà çàðÿæåííîé íèòè
äëèíû 2L ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ e, ïîìåùåííîãî íàä èäåàëüíî
ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé ïëîñêîñòüþ ïàðàëëåëüíî åé íà ðàññòîÿíèè
h îò íåå.
Çàäà÷à 2.3.13. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ îòðåçêà çàðÿæåííîé íèòè
äëèíû L ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ e, ïîìåùåííîãî íàä èäåàëüíî ïðî-
âîäÿùåé çàçåìëåííîé ïëîñêîñòüþ ïåðïåíäèêóëÿðíî åé. Áëèæàéøàÿ
ê ïëîñêîñòè òî÷êà îòðåçêà óäàëåíà îò íåå íà ðàññòîÿíèå h.
Çàäà÷à 2.3.14. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ïî-
ìåùåííîãî â òî÷êó M0 (x0, y0, z0) âíóòðè ¾ïîëóñëîÿ¿ 0 6 z 6 l,
x > 0, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñòåíêè èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå è èìåþò íóëåâîé
ïîòåíöèàë.
Çàäà÷à 2.3.15. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ïîìå-
ùåííîãî âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû α =

π

2
â òî÷êó M0, åñëè

åãî ãðàíè � èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå çàçåìëåííûå ïëîñêîñòè ψ =
π

2
è

ψ = 0. Óãëîâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè M0 ðàâíà
π

4
, ðàäèàëüíàÿ êîîðäè-

íàòà ðàâíà r0.
Çàäà÷à 2.3.16. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ â îáëàñòè y > 0, z > 0,
x ∈ (−∞,+∞), ñîçäàâàåìîãî çàðÿäàìè, ðàñïîëîæåííûìè ñ ëèíåéíîé
ïëîòíîñòüþ e âäîëü îòðåçêà äëèíû L. Êîíöû îòðåçêà èìåþò êî-
îðäèíàòû (x0, y0, z0), (x0, y0 + L, z0), x0, y0, z0 > 0. Ãðàíèöû z = 0 è
y = 0 èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå è çàçåìëåííûå.
Çàäà÷à 2.3.17. Íàéäèòå ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ, èíäó-
öèðîâàííûõ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé ñôåðû òî÷å÷íûì
çàðÿäîì, ïîìåùåííûì â íåêîòîðóþ òî÷êó M0 âíå ýòîé ñôåðû.
Çàäà÷à 2.3.18. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âíå íåïðîâîäÿ-
ùåé ñôåðû ðàäèóñà a, åñëè íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ïîääåðæèâàåòñÿ
ïîòåíöèàë, ðàâíûé f(θ,ψ).

Çàäà÷à 2.3.19. Îïðåäåëèòå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà íà îñè ñèì-
ìåòðèè âíóòðè ñôåðû, åñëè íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàñïðåäåëåíèå
ïîòåíöèàëà çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè 0 6 θ <

π

2
(âåðõíÿÿ

ïîëóñôåðà) u = u1, ïðè
π

2
< θ 6 π (íèæíÿÿ ïîëóñôåðà) u = u2, ãäå u1

è u2 � êîíñòàíòû. Âíóòðè ñôåðû íåò îáúåìíûõ çàðÿäîâ.
Çàäà÷à 2.3.20. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ
çàäà÷è Äèðèõëå â ÷åòâåðòè øàðà.
Çàäà÷à 2.3.21. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â íåîãðà-
íè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå òî÷å÷íûì çàðÿäîì, ïîìåùåííûì â òî÷êó



42 Ãë. 2. Ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷ Äèðèõëå

M0(x0, y0, z0), z0 > 0. Ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî íåîäíîðîäíûì äè-
ýëåêòðèêîì ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ:

ε =
{
ε1, z > 0,
ε2, z < 0.

3.2. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-
öèÿì çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

Ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñîîòâåò-
ñòâóþùåé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñíèòü, â
êàêîì ñìûñëå ñëåäóåò ïîíèìàòü ñõîäèìîñòü ýòîãî ðÿäà, íåîáõîäèìî
íàïîìíèòü ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà L2.

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî L2.
Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ

çàìêíóòîé ãðàíèöåé S. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ â D êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(M). Êàê èçâåñòíî, îíè îáðàçóþò ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî C(D) íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ââåäåì â ïðîñòðàí-
ñòâå C(D) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f , g) =

∫
D

g(M)f(M)dV.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò íîðìó

‖f‖ =
√

(f , f) , f ∈ C(D).

Äîïîëíÿÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C(D) ïðåäåëàìè âñåõ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ïî ââåäåííîé íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷èì ïîëíîå
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì L2(D).

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïîëíîòû è
çàìêíóòîñòè ñèñòåì ôóíêöèé â L2(D).
Îïðåäåëåíèå 2.3.1 Ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕn}∞1 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â
L2(D), åñëè íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f ∈ L2(D), ‖f‖ 6= 0, òàêîé ÷òî
(f ,ϕn) = 0 ïðè âñåõ n.
Îïðåäåëåíèå 2.3.2 Ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕn}∞1 íàçûâàåòñÿ çàìêíó-
òîé â L2(D), åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(D) è ëþáîãî ÷èñëà ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N = N(ε) è êîýôôèöèåíòû
α1,α2, ...,αN , ÷òî ∥∥∥∥∥f −

N∑
n=1

αnϕn

∥∥∥∥∥ 6 ε.
Â ïðîñòðàíñòâå L2(D) ïîíÿòèÿ ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè ýêâèâàëåíò-

íû [19]. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(D) ðÿä Ôóðüå

f =

∞∑
n=1

(f ,ϕn)ϕn,
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ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå ôóíêöèé {ϕn}∞1 ⊂
⊂ L2(D), ‖ϕn‖ = 1, ñõîäèòñÿ â íîðìå L2(D).

Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷åé Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:{
∆v + λv = 0, M ∈ D,
v|S = 0, P ∈ S. (2.3.23)

Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (2.3.23) ðàâíîñèëüíà èíòåãðàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ [14, 15]

v(M) = λ

∫
D

G(Q,M)v(Q)dVQ. (2.3.24)

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (2.3.23), êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì äëÿ äàëüíåé-
øåãî èçëîæåíèÿ.
1. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λn, êàæäîìó èç êîòîðûõ îòâå÷àåò êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà n íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàþò. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ïîëîæèòåëüíû.
3. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì, îðòîãîíàëüíû ìåæäó ñîáîé:∫

D

vn(M)vm(M)dV = 0, ïðè n 6= m.

4. Ñèñòåìà {vn}∞1 ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (2.3.23) ïîëíà è çà-
ìêíóòà â L2(D).

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó{
∆u = −F (M), M ∈ D,

u|S = 0, P ∈ S.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

u(M) =

∫
D

G(Q,M)F (Q)dVQ.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖G(Q,M)‖2 =

∫
D

∫
D

G2(Q,M)dVQdVM <∞.
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Â ñàìîì äåëå, òàê êàê

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M),

ãäå v � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â D, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
êîíñòàíòà C > 0, ÷òî |v| 6 C. Ñëåäîâàòåëüíî

‖G(Q,M)‖2 6
∫
D

∫
D

1

16π2r2
QM

dVQdVM +
C

2π

∫
D

∫
D

1

rQM
dVQdVM + C2V 2

0 ,

ãäå V0 � îáúåì îáëàñòè D. Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàëû

I1(M) =

∫
D

1

r2
QM

dVQ, I2(M) =

∫
D

1

rQM
dVQ

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëû∫
D

I1(M)dVM ,
∫
D

I2(M)dVM

îãðàíè÷åíû.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(D ×D), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé

A(Q,M), òàêèõ ÷òî

‖A(Q,M)‖2 =

∫
D

∫
D

|A(Q,M)|2dVQdVM <∞.

Â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(D ×D) âîçüìåì

(A,B) =

∫
D

∫
D

B(Q,M)A(Q,M)dVMdVQ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû âèäà

(Af)(M) =

∫
D

A(Q,M)f(Q)dVQ, (2.3.25)

ãäå A(Q,M) ∈ L2(D ×D), f ∈ L2(D).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [20]:

Òåîðåìà 2.3.1 Äëÿ ëþáîãî ÿäðà A(Q,M) ∈ L2(D ×D) îïåðàòîð A,
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (2.3.25), ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åí-
íûì îïåðàòîðîì â L2(D), è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(D) ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

(Af)(M) = (A0f)(M),
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ãäå A0 � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

A0(Q,M) =

∞∑
n,k=1

(Aϕk,ϕn)ϕn(M)ϕk(Q), (2.3.26)

(Aϕk,ϕn) =

∫
D


∫
D

A(Q,M)ϕk(Q)dVQ

ϕn(M)dVM ,

ãäå {ϕn}∞1 � ëþáàÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé â
L2(D).

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà {vn}∞1 ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ (2.3.23) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé â L2(D),
òî, íîðìèðîâàâ åå íà åäèíèöó, ýòó ñèñòåìó ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå
{ϕn}∞1 . Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

(Gf)(M) =

∫
D

G(Q,M)f(Q)dVQ

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(D). Â ñèëó òåîðåìû 2.3.1 ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

(Gf)(M) = (G0f)(M),

ãäå G0 � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì

G0(Q,M) =

=

∞∑
n,k=1


∫
D

∫
D

G(Q′,M ′)vk(Q′)dVQ′

 vn(M ′)dVM ′

 vn(M)vk(Q)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2.3.24), ïîëó÷àåì∫
D

G(Q′,M ′)vk(Q′)dVQ′ =
1

λk
vk(M ′).

Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé {vn}∞1 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî ∫

D

1

λk
vk(M ′)vn(M ′)dVM ′ =

1

λk
δnk.

Ñëåäîâàòåëüíî,

G0(Q,M) =

∞∑
n=1

vn(M)vn(Q)

λn
.
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Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå L2(D × D). Èòàê, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(D) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫

D

G(Q,M)f(Q)dVQ =

∫
D

∞∑
n=1

vn(M)vn(Q)

λn
f(Q)dVQ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

G(Q,M) =

∞∑
n=1

vn(M)vn(Q)

λn
, (2.3.27)

íî ðàâåíñòâî (2.3.27) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà L2(D ×D). Â ïðîñòðàíñòâå L2(D ×D) äâà ýëåìåíòà ñ÷èòà-
þòñÿ ðàâíûìè, åñëè íîðìà èõ ðàçíîñòè ðàâíà 0.
Ïðèìåð 2.3.22. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà âåëè-
÷èíû q, ïîìåùåííîãî â òî÷êó M0 (x0, y0, z0) âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðåáðàìè a, b, c.
ÐÅØÅÍÈÅ. Òàê êàê ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåííîé ôóíêöèåé è ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 4πq ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèåé Ãðèíà, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.3.27). Äëÿ
ýòîãî íàéäåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ñ óñëîâèÿìè Äè-
ðèõëå: 

∆v + λv = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b), z ∈ (0, c),

v|x=0 = v|x=a = v|y=0 = v|y=b = v|z=0 = v|z=c = 0.

Êàê èçâåñòíî [1], ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé
çàäà÷è èìåþò âèä:

vnmk =

√
8

abc
sin
(
πn

a
x
)

sin
(
πm

b
y
)

sin
(
πk

c
z
)
,

λnmk =
(
πn

a

)2
+
(
πm

b

)2
+
(
πk

c

)2
, ãäå n,m, k ∈ N.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.3.27), ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë ïîëÿ çàðÿäà, ïîìå-
ùåííîãî â ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä:

ϕ(x, y, z,x0, y0, z0) =
8

abc
×

×
∞∑

k,m,n=1

sin
(
πn

a
x
)

sin
(
πn

a
x0
)

sin
(
πm

b
y
)

sin
(
πm

b
y0
)

sin
(
πk

c
z
)

sin
(
πk

c
z0
)

(
πn

a

)2
+
(
πm

b

)2
+
(
πk

c

)2 .
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2.3.23. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà çà-
äà÷è Äèðèõëå â ïðÿìîì êðóãîâîì öèëèíäðå âûñîòû h, ðàäèóñà a.
Çàäà÷à 2.3.24. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà çà-
äà÷è Äèðèõëå â ñåêòîðå ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà âûñîòû h,
ðàäèóñà a, ñ óãëîì ðàñòâîðà α.

3.3. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Êàê áûëî ñêàçàíî
âûøå, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M)

âíóòðåííåé èëè âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â
òðåõìåðíîì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó{

∆
Q
v = 0, Q ∈ D,

v|S = − 1

4πrPM
, P ∈ S (2.3.28)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé S, ëèáî çàäà÷ó
∆
Q
v = 0, Q ∈ De,

v|S = − 1

4πrPM
, P ∈ S,

v ⇒ 0 íà áåñêîíå÷íîñòè

(2.3.29)

â îáëàñòè De, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè D. Îäíèì èç ñïîñîáîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.3.28) è (2.3.29) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ.

Â äàííîì ïîñîáèè îãðàíè÷èìñÿ âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àåì
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ïóñòü òî÷êà íàáëþäåíèÿ Q èìååò êîîðäèíàòû
(r, θ,ψ), à òî÷êà èñòî÷íèêà M èìååò êîîðäèíàòû (r0, θ0,ψ0). Îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷åííîå
ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ðÿäà [1]:

v(r, θ,ψ) =

∞∑
n=0

n∑
m=0

rn (Cn,m cosmψ +Dn,m sinmψ)P (m)
n (cos θ)+

+

∞∑
n=0

n∑
m=0

1

rn+1
(En,m cosmψ + Fn,m sinmψ)P (m)

n (cos θ),

(2.3.30)
ãäå P (m)

n (cos θ) � ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà. Äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû Cn,m, Dn,m,
En,m, Fn,m, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ, ñòî-
ÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëè-
íîìàì Ëåæàíäðà. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî
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ðåøåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ðÿä ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. Ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà Pn [1]

1√
1 + t2 − 2tα

=

∞∑
n=0

tnPn(α), |t| < 1,

ïîëó÷àåì:

1

4πrQM
=

1

4π

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos γ

=

=


1

4πr

∞∑
n=0

(
r0
r

)n
Pn(cos γ), åñëè r > r0,

1

4πr0

∞∑
n=0

(
r

r0

)n
Pn(cos γ), åñëè r < r0,

(2.3.31)

ãäå cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ψ − ψ0). Åñëè îðèåíòèðîâàòü ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà èñòî÷íèêà M íàõîäèëàñü
íà îñè Oz, òî sin θ0 = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, cos γ = cos θ. Îïèñàííûé ìå-
òîä îñîáåííî óäîáíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â øàðå è åãî ÷àñòÿõ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü
âûðàæåíèå (2.3.30) â ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäà÷è (2.3.28) èëè (2.3.29)
(è â óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè â ñëó÷àå âíåøíåé çàäà÷è) è ñðàâíèòü
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì â
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.
Ïðèìåð 2.3.25. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òî÷å÷íûì
çàðÿäîì âåëè÷èíû q âíóòðè øàðîâîãî ñëîÿ, îãðàíè÷åííîãî äâóìÿ
êîíöåíòðè÷åñêèìè ïðîâîäÿùèìè çàçåìëåííûìè ñôåðàìè ñ ðàäèóñà-
ìè a è b.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü çàðÿä q ïîìåùåí â òî÷êó M0 âíóòðè øàðîâîãî ñëîÿ.
Èñêîìûé ïîòåíöèàë èìååò âèä:

ϕ(M ,M0) =
q

rMM
0

+ v(M ,M0),

ãäå v(M ,M0) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè M . Ââåäåì
ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð
êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåð. Íàïðàâèì îñü Oz âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé
öåíòð ñôåð è òî÷êó M0. Ôóíêöèÿ v(M ,M0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäó-
þùåé çàäà÷è:

∆v = 0, r ∈ (a, b), θ ∈ (0,π),

v|r=a = − q

rPM
0

∣∣∣∣
r=a

= − q√
a2 + r2

0
− 2ar0 cos θ

,

v|r=b = − q

rPM
0

∣∣∣∣
r=b

= − q√
b2 + r2

0
− 2br0 cos θ

,
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ãäå M0 = M0(r0, 0, 0) è M = M(r, θ,ψ). Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è íåò çàâè-
ñèìîñòè îò ïåðåìåííîé ψ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ v(M ,M0) çàâèñèò òîëüêî
îò r è θ. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
â øàðîâîì ñëîå [2] ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v =

∞∑
n=0

An
r2n+1 − a2n+1

rn+1
Pn(cos θ) +

∞∑
n=0

Bn
b2n+1 − r2n+1

rn+1
Pn(cos θ),

ãäå êîýôôèöèåíòû An è Bn íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðåîá-
ðàçóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê áîëåå óäîáíîìó äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ
âèäó:

− q√
a2 + r2

0
− 2ar0 cos θ

= − q

r0

1√
1 + (a/r0)2 − 2(a/r0) cos θ

=

= − q

r0

∞∑
n=0

(
a

r0

)n
Pn(cos θ),

òàê êàê r0 > a, è

− q√
b2 + r2

0
− 2br0 cos θ

= −q
b

1√
1 + (r0/b)2 − 2(r0/b) cos θ

=

= −q
b

∞∑
n=0

(
r0
b

)n
Pn(cos θ),

òàê êàê r0 < b. Ïîäñòàâèì îáùåå ðåøåíèå â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è
íàéäåì íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû:

∞∑
n=0

Bn
b2n+1 − a2n+1

an+1
Pn(cos θ) = − q

r0

∞∑
n=0

(
a

r0

)n
Pn(cos θ),

∞∑
n=0

An
b2n+1 − a2n+1

bn+1
Pn(cos θ) = −q

b

∞∑
n=0

(
r0
b

)n
Pn(cos θ).

Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå è ëåâûå ÷àñòè â ýòèõ ðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì

An = −q
b

(
r0
b

)n bn+1

b2n+1 − a2n+1
= −q rn0

b2n+1 − a2n+1
,

Bn = − q

r0

(
a

r0

)n an+1

b2n+1 − a2n+1
.

Ñëåäîâàòåëüíî:

v = −q
r

∞∑
n=0

(
r0
r

)n r2n+1 − a2n+1

b2n+1 − a2n+1
Pn(cos θ)−

− q
a

∞∑
n=0

(
a2

r0r

)n+1
b2n+1 − r2n+1

b2n+1 − a2n+1
Pn(cos θ).
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Çàìå÷àíèå 2.3.8 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ Ãðèíà, çàâè-
ñÿùóþ îò ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê M(r, θ,ψ) è M0(r0, θ0,ψ0) âíóòðè øà-

ðîâîãî ñëîÿ, ñëåäóåò ïîëîæèòü q =
1

4π
è çàìåíèòü cos θ íà êîñèíóñ

óãëà ìåæäó âåêòîðàìè OM è OM0:

cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ψ − ψ0).

Èòàê, ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå âíóòðè øàðîâîãî ñëîÿ èìååò
âèä:

G(M ,M0) =
1

4πrMM
0

− 1

4πr

∞∑
n=0

(
r0
r

)n r2n+1 − a2n+1

b2n+1 − a2n+1
Pn(cos γ)−

− 1

4πa

∞∑
n=0

(
a2

r0r

)n+1
b2n+1 − r2n+1

b2n+1 − a2n+1
Pn(cos γ).

(2.3.32)

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2.3.26. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè a2 6 x2 + y2 + z2 6 b2, z > 0, a < b.
Ñîâåò: Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé (2.3.32) è ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêèõ èçîáðàæåíèé.

Çàäà÷à 2.3.27. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå (2.3.18) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå â øàðå ðàäèóñà a ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 2.3.28. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå (2.3.19) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå âíå øàðå ðàäèóñà a ìåòîäîì
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

3.4. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå.

Ìåòîä Ôóðüå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ óäîáåí â òîì ñëó÷àå, êîãäà çà-
äà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè
Ω = {(x, y) ∈ D, z ∈ (−∞,+∞)}. Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî èñêàòü
â âèäå u = u(M , z), ãäå M � òî÷êà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè D
öèëèíäðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå u(M , z) óðàâíåíèÿ äîïóñêàåò
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé z, òî åñòü ñóùåñòâóåò åãî
Ôóðüå-îáðàç

û(M ,µ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

u(M , z)e−iµzdz.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ è ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, äëÿ Ôóðüå-îáðàçà û(M ,µ)
ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè öèëèíäðà.
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Ïðèìåð 2.3.29. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà âåëè÷è-
íû q, ïîìåùåííîãî â òî÷êó M0(x0, y0, z0) âíóòðè îáëàñòè, çàïîëíåí-
íîé âîçäóõîì, îãðàíè÷åííîé çàçåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ ñå÷åíèÿ D.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü Ω = {(x, y) ∈ D, z ∈ (−∞,+∞)}, ∂Ω � áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî öèëèíäðà. Â îòñóòñòâèè ïðîâîäÿùåé
çàçåìëåííîé ïîâåðõíîñòè ∂Ω ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà q, ïî-
ìåùåííîãî â òî÷êó M0, èìååò âèä:

u0 =
q√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
,

òî åñòü

u0 → 0 è
∂u0
∂z
→ 0 ïðè z → ±∞. (2.3.33)

Ïðè íàëè÷èè ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè ∂Ω íóæíî ó÷åñòü òàêæå
ïîëå íàâåäåííûõ çàðÿäîâ. Ïðè óäàëåíèè îò òî÷êè M0 ýòî ïîëå áóäåò
óáûâàòü, ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü äëÿ íåãî âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèé, àíàëîãè÷íûõ (2.3.33). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó
çàäà÷è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆u = −4πqδ(x− x0)δ(y − y0)δ(z − z0),
(x, y) ∈ D,
−∞ < z < +∞,

u|∂Ω = 0,

u→ 0, uz → 0 ïðè z → ±∞.
(2.3.34)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå u(x, y, z), êîòîðîå äîïóñêàåò âìåñòå ñî ñâî-
èìè ïðîèçâîäíûìè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé z. Ïðîâåäåì
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé z:

û(x, y,µ) =
1√
2π

+∞∫
−∞

u(x, y, z)e−iµzdz.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

1√
2π

+∞∫
−∞

∆u e−iµzdz =
1√
2π

+∞∫
−∞

(∆2u+ uzz) e
−iµzdz =

= ∆2
1√
2π

+∞∫
−∞

ue−iµzdz

︸ ︷︷ ︸
=û(x,y,µ)

+
1√
2π

+∞∫
−∞

uzze
−iµzdz, (2.3.35)
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ãäå ∆2 � îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Âû÷èñëèì ïîñëåä-
íèé èíòåãðàë â (2.3.35) äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ôóíêöèè u(x, y, z):

1√
2π

+∞∫
−∞

uzze
−iµzdz =

1√
2π

uze
−iµz∣∣z=+∞

z=−∞︸ ︷︷ ︸
=0

+
iµ√
2π

+∞∫
−∞

uze
−iµzdz =

=
iµ√
2π

ue−iµz
∣∣z=+∞
z=−∞︸ ︷︷ ︸

=0

−µ2 1√
2π

+∞∫
−∞

ue−iµzdz

︸ ︷︷ ︸
=û(x,y,µ)

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ è
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, äëÿ Ôóðüå-îáðàçà ïîëó÷àåì çàäà÷ó ∆2û− µ2û = −2

√
2π qe−iµz0δ(x− x0)δ(y − y0), (x, y) ∈ D,

û|L = 0,
(2.3.36)

ãäå L � ãðàíèöà îáëàñòè D. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.36) óäîáíî èñêàòü â
âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå íîðìèðîâàííûõ íà åäèíèöó
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé vn(x, y) çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ{

∆vn + λ2
nvn = 0, (x, y) ∈ D,

vn|L = 0

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè D:

û(x, y,µ) =

∞∑
n=1

Cn(µ)vn(x, y), Cn(µ) =

∫
D

ûvndS. (2.3.37)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.3.36) íà vn(x, y), èíòåãðèðóÿ ïî îáëàñòè D è
ïðèìåíÿÿ âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà, ïîëó÷àåì:∫

D

∆2û vnds︸ ︷︷ ︸
=

∫
D

û∆2vnds =

= −λ2
n

∫
D

ûvnds = −λ2
nCn(µ)

−µ2

∫
D

ûvnds

︸ ︷︷ ︸
=Cn(µ)

= −2
√
2π qe−iµz0vn(x0, y0),

òî åñòü êîýôôèöèåíòû Cn(µ) óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíå-
íèþ

−λ2
nCn(µ)− µ2Cn(µ) = −2

√
2π qe−iµz0vn(x0, y0).
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Ñëåäîâàòåëüíî

Cn(µ) =
2
√
2π qe−iµz0vn(x0, y0)

λ2n + µ2
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èìååò âèä

u(x, y, z) =
1√
2π

∞∫
−∞

û(x, y,µ)eiµzdµ =

= 2q

∞∫
−∞

∞∑
n=1

e−iµz0vn(x, y)vn(x0, y0)

λ2n + µ2
eiµzdµ =

= 2q
∞∑
n=1

vn(x0, y0)vn(x, y)

∞∫
−∞

eiµ(z−z0)

λ2n + µ2
dµ.

Èíòåãðàë â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ âû-
÷åòîâ, ïðèìåíÿÿ ëåììó Æîðäàíà è çàìûêàÿ êîíòóð â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè ïðè z − z0 > 0 è â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðè z − z0 < 0. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

u(x, y, z) = 2πq
∞∑
n=1

vn(x0, y0)vn(x, y)

λn
e−λn|z−z0|,

ãäå vn(x, y) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ â ïî-
ïåðå÷íîì ñå÷åíèè D.
Ïðèìåð 2.3.30. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà âåëè÷è-
íû q, ïîìåùåííîãî âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû α, α ∈ (0; 2π).
Ãðàíè óãëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîâîäÿùèå çàçåìëåííûå ïëîñêî-
ñòè.
ÐÅØÅÍÈÅ. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ α =

π

n
äàííàÿ çàäà÷à ðåøåíà ðàíåå

ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, îäíàêî, ñîãëàñíî çàìå÷à-
íèþ 2.3.4, â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ìåòîä íåïðèìåíèì. Ïîñòðîèì ðåøåíèå
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
èìååò âèä: ∆3u = −4πq

r0
δ(r − r0)δ(ψ − ψ0)δ(z − z0),

0 < r, r0 < +∞,
0 < ψ,ψ0 < α,
−∞ < z, z0 < +∞,

u|ψ=0 = u|ψ=α = 0,
(2.3.38)

ãäå ∆3u =
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂ψ2
+
∂2u

∂z2
.

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé z :

û =
1√
2π

+∞∫
−∞

u(r,ψ, z)e−iµzdz.
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Â ïðîñòðàíñòâå Ôóðüå-îáðàçîâ óðàâíåíèå (2.3.38) ïðèìåò âèä:

1

r

∂

∂r

(
r
∂û

∂r

)
+

1

r2
∂2û

∂ψ2
− µ2û = −2

√
2π

r0
δ(r − r0)δ(ψ − ψ0)e

−iµz0 . (2.3.39)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.39) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èç
(2.3.38) â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ôóíêöèé {Φn} =

=
{

sin
πn

α
ψ
}
, n = 1, 2, . . .:

û(r,ψ,µ) =

∞∑
n=1

Rn(r) sin
πn

α
ψ,

ãäå

Rn(r) =
2

α

α∫
0

û(r,ψ,µ) sin
πn

α
ψdψ. (2.3.40)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.3.39) íà sin
πn

α
ψ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïåðåìåí-

íîé ψ îò 0 äî α:

1

r

∂

∂r

r ∂
∂r

α∫
0

û(r,ψ,µ) sin
πn

α
ψdψ

− µ2

α∫
0

û(r,ψ,µ) sin
πn

α
ψdψ+

+
1

r2

α∫
0

∂2û(r,ψ,µ)

∂ψ2
sin

πn

α
ψdψ = −2

√
2π

r0
e−iµz0δ(r − r0) sin

πn

α
ψ0.

Îòñþäà âûòåêàåò óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè:

1

r

d

dr

(
r
dRn
dr

)
− 1

r2

(
πn

α

)2
Rn(r)− µ2Rn(r) =

= −4
√
2π

αr0
e−iµz0 sin

πn

α
ψ0 δ(r − r0).

(2.3.41)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (2.3.41) íà r2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñìûñëå îáîáùåí-
íûõ ôóíêöèé r2δ(r − r0) = r20δ(r − r0), ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ê âèäó

r2R′′n(r) + rR′n(r)−
[(

πn

α

)2
+ µ2r2

]
Rn(r) =

= −4
√
2π

α
r0e
−iµz0 sin

πn

α
ψ0 δ(r − r0).

(2.3.42)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ
Áåññåëÿ ÷èñòî ìíèìîãî àðãóìåíòà. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
ïîòðåáóåì, ÷òîáû

|Rn(0)| <∞, |Rn(r)| <∞ ïðè r →∞. (2.3.43)
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Ñîãëàñíî èçëîæåííîìó â [17] ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2.3.42) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (2.3.43) â âèäå:

Rn(r) =


C1Iπn

α
(µr), r < r0,

C2Kπn
α

(µr), r > r0.
(2.3.44)

Ôóíêöèè Iπn
α

(µr) è Kπn
α

(µr) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.3.42), îãðàíè÷åííûå ïðè r = 0 è ïðè r → ∞ ñîîò-
âåòñòâåííî. Ñëåäóÿ [17], ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé
ñîïðÿæåíèÿ ïðè r = r0:{

Rn(r0 + 0)−Rn(r0 − 0) = 0,

R′n(r0 + 0)−R′n(r0 − 0) = −4
√
2π

αr0
sin

πn

α
ψ0 e

−iµz0 .
(2.3.45)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3.44) â (2.3.45), ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ C1 è C2:

C2Kπn
α

(µr0)− C1Iπn
α

(µr0) = 0,

µC2K
′
πn
α

(µr0)− µC1I
′
πn
α

(µr0) = −4
√
2π

αr0
sin

πn

α
ψ0 e

−iµz0 .

Îòñþäà íàõîäèì
C2 = C1

Iπn
α

(µr0)

Kπn
α

(µr0)
,

C1µ
[
Iπn
α

(µr0)K
′
πn
α

(µr0)− I ′πn
α

(µr0)Kπn
α

(µr0)
]

=

= −4
√
2π

αr0
sin

πn

α
ψ0 e

−iµz0Kπn
α

(µr0).

(2.3.46)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíêöèé Èíôåëüäà è Ìàêäî-
íàëüäà [1] ðàâåí

W
[
Iπn
α

(µr0),Kπn
α

(µr0)
]

=

=
[
Iπn
α

(µr0)K
′
πn
α

(µr0)− I ′πn
α

(µr0)Kπn
α

(µr0)
]

= − 1

µr0
,

èç (2.3.46) ïîëó÷àåì
C1 =

4
√
2π

α
sin

πn

α
ψ0 e

−iµz0Kπn
α

(µr0),

C2 =
4
√
2π

α
sin

πn

α
ψ0 e

−iµz0Iπn
α

(µr0).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

Rn(r) =
4
√
2π

α
sin

πn

α
ψ0 e

−iµz0


Iπn
α

(µr)Kπn
α

(µr0), r < r0,

Iπn
α

(µr0)Kπn
α

(µr), r > r0.
(2.3.47)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3.47) â (2.3.40), íàõîäèì

û(r,ψ,µ) =

=
4
√
2π

α
e−iµz0


∞∑
n=1

Iπn
α

(µr)Kπn
α

(µr0) sin
πn

α
ψ0 sin

πn

α
ψ, r < r0,

∞∑
n=1

Iπn
α

(µr0)Kπn
α

(µr) sin
πn

α
ψ0 sin

πn

α
ψ, r > r0.

(2.3.48)
Îñóùåñòâèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîä-
íîé çàäà÷è:

u(r,ψ, z) =
1√
2π

+∞∫
−∞

û(r,ψ,µ)eiµzdµ. (2.3.49)

Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (2.3.49) ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ôóíêöèé Èíôåëüäà
è Ìàêäîíàëüäà [1].

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 2.3.31. Â òî÷êå M0(x0, y0, z0), âçÿòîé âíå áåñêîíå÷íîãî ïðî-
âîäÿùåãî çàçåìëåííîãî öèëèíäðà êðóãîâîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïî-
ìåùåí çàðÿä q. Ïîñòàâüòå çàäà÷ó äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ, ïîðîæäà-
åìîãî ýòèì çàðÿäîì, è ñâåäèòå åå ê êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà íà ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè öèëèíäðà.
Çàäà÷à 2.3.32. Â òî÷êå M0 âíóòðè áåñêîíå÷íîé ïðîâîäÿùåé çà-
çåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ êâàäðàòíûì ïîïåðå÷íûì
ñå÷åíèåì ðàñïîëîæåí çàðÿä q. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ïîðîæäàå-
ìîãî ýòèì çàðÿäîì.
Çàäà÷à 2.3.33. Âíóòðè áåñêîíå÷íîé ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a è b, íàõîäèòñÿ çàðÿæåí-
íûé îòðåçîê ïðÿìîé äëèíû l. Îòðåçîê ðàñïîëîæåí íà îñè öèëèíäðà
è èìååò ïëîòíîñòü çàðÿäà, ðàâíóþ e. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ,
ñîçäàâàåìîãî ýòèì îòðåçêîì.
Çàäà÷à 2.3.34. Âíóòðè áåñêîíå÷íîé ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a è b, a > b, íàõîäèòñÿ
çàðÿæåííûé îòðåçîê ïðÿìîé äëèíû a/2. Ïóñòü îñü Oz ñîâïàäàåò
ñ îñüþ öèëèíäðà, à îñü Ox ïàðàëëåëüíà áîëüøåé ñòîðîíå ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Êîîðäèíàòû êîíöîâ çàðÿæåííîãî îòðåçêà ðàâíû
(−a/4, 0, 0) è (−a/4, 0, 0). Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî
ýòèì îòðåçêîì.
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Ïóñòü D � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
çàìêíóòîé êðèâîé L. Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ
êðèâîé Ëÿïóíîâà. Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ çàäà÷ó Äèðèõëå:

∆u = −F (M), M ∈ D, (2.4.1)

u|L = f(P ), P ∈ L. (2.4.2)

Îïðåäåëåíèå 2.4.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (2.4.1-2.4.2) ôóíêöèþ u(M), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìóþ â îáëàñòè D, íåïðåðûâíóþ â çàìêíóòîé îáëàñòè D, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (2.4.1) â îáëàñòè D
è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.4.2).

Ïðè F ∈ L2(D) ∩ C(1)(D) è f ∈ C(L) çàäà÷à (2.4.1-2.4.2) èìååò
åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå [1]. Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ ìîæíî
ïîâòîðèòü òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, âçÿâ âî
âòîðîé ôîðìóëå Ãðèíà ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà
íà ïëîñêîñòè:

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v, (2.4.3)

ãäå v � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà àíàëîãîì ôîðìóëû (2.1.5) áóäåò

u(M) =

∮
L

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dlP−

−
∫
D

G(Q,M)∆u(Q)dSQ =

=

∮
L

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− f(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dlP +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dSQ.

(2.4.4)

Êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, â âûðàæåíèè (2.4.4) ìîæíî óáðàòü

ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå
∂u(P )

∂nP
íà ãðàíèöå L,

åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîëüíîñòüþ ãàðìîíè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî v â
(2.4.3) è ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

G(P ,M) = 0, ∀P ∈ L.

Òîãäà

u(M) = −
∮
L

f(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dlP +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dSQ. (2.4.5)
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Îïðåäåëåíèå 2.4.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M), Q ∈ D, M ∈ D,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ D,
íåïðåðûâíàÿ íà D äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D;
2) G(P ,M)|P∈L = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå äâóìåðíîé çàäà÷è Äèðèõëå
(2.4.1)-(2.4.2), äîñòàòî÷íî íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ v(Q,M), ÷òî{

∆
Q
v = 0, Q ∈ D,

v|L = − 1

2π
ln

1

rPM
, P ∈ L (2.4.6)

è èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (2.4.5).

� 5. Âíåøíèå äâóìåðíûå çàäà÷è

Ïóñòü De � äîïîëíåíèå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îá-
ëàñòè D ñ ãëàäêîé çàìêíóòîé ãðàíèöåé L äî âñåé ïëîñêîñòè R2.
Òàêæå, êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ òîãî, ÷òîáû êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èëè Ëàïëàñà â îáëàñòè De èìåëà åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1 Ôóíêöèÿ u(M) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé íà áåñêî-
íå÷íîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå, åñëè îíà îãðàíè÷åíà ïðè r →∞, ãäå

r =
√
x2 + y2 .

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â äâóìåðíîì ñëó÷àå
ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆u = −F (M), M ∈ De,

u|L = f(P ), P ∈ L,
|u| <∞.

(2.5.1)

Åñëè ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìîé, à ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíîé, òî çàäà÷à (2.5.1) èìååò åäèíñòâåííîå
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå [1].

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äâóìåðíîì ñëó÷àå îò ôóíêöèé òðåáóåòñÿ
òîëüêî îãðàíè÷åííîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè, ôîðìóëû Ãðèíà âî âíåøíèõ
îáëàñòÿõ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ëèøü äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé,
ãàðìîíè÷åñêèõ âíå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ñì. ïðèë. À.,
� 4). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (M) ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé, òî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (2.5.1) ïðèìåíèìû ôîðìóëû Ãðèíà. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò O íàõîäèëîñü ñòðîãî âíóòðè
îáëàñòè D.
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Ïðèìåíèì òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è (2.5.1):

Ω(M)u(M)− 2πu∞ =

∮
L

{
∂u(P )

∂nP
ln

1

rPM
− u(P )

∂

∂nP
ln

1

rPM

}
dlP−

−
∫
De

∆u(Q) ln
1

rQM
dSQ,

(2.5.2)
ãäå

Ω(M) =

{ 2π, åñëè M ∈ De,
π, åñëè M ∈ L,
0, åñëè M 6∈ De.

Çàïèøåì ôîðìóëó (2.5.2), âçÿâ â êà÷åñòâå òî÷êè M íà÷àëî êîîðäè-
íàò:

−2πu∞ =

∮
L

{
∂u(P )

∂nP
ln

1

rOP
− u(P )

∂

∂nP
ln

1

rOP

}
dlP−

−
∫
De

∆u(Q) ln
1

rOQ
dSQ,

(2.5.3)

ïîñêîëüêó òî÷êà O íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè De.
Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè De. Èñïîëüçóÿ ñîîòíî-

øåíèå (2.5.2), ãäå ñëàãàåìîå 2πu∞ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.5.3),
ïîëó÷èì

u(M) =
1

2π

∮
L

{
∂u(P )

∂nP

(
ln

1

rPM
− ln

1

rOP

)
−

−u(P )
∂

∂nP

(
ln

1

rPM
− ln

1

rOP

)}
dlP−

− 1

2π

∫
De

∆u(Q)

(
ln

1

rQM
− ln

1

rOQ

)
dSQ.

(2.5.4)

Â ðàâåíñòâå (2.5.4) çíà÷åíèå
∂u(P )

∂nP
íà ãðàíèöå îáëàñòè íåèçâåñòíî.

Ïðèìåíèì ñòàíäàðòíûé ïðèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû óáðàòü ñëàãàåìîå, ñî-
äåðæàùåå ýòî íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå. Ïóñòü v2 � ïðîèçâîëüíàÿ ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè De è ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ.
Äëÿ ðåøåíèÿ u(M) çàäà÷è (2.5.1) è ôóíêöèè v2 ñïðàâåäëèâà âòîðàÿ
ôîðìóëà Ãðèíà (A.4.5) â îáëàñòè De:

0 =

∮
L

{
∂u(P )

∂nP
v2(P )− u(P )

∂v2(P )

∂nP

}
dlP −

∫
De

∆u(Q)v2(Q)dSQ. (2.5.5)
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Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (2.5.4) è (2.5.5), ïîëó÷àåì

u(M) =

∮
L

{
∂u(P )

∂nP
G(P ,M)− u(P )

∂

∂nP
G(P ,M)

}
dlP−

−
∫
De

∆u(Q)G(Q,M)dSQ,
(2.5.6)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

G(Q,M) =
1

2π

(
ln

1

rQM
− ln

1

rOQ

)
+ v2. (2.5.7)

Çàìå÷àíèå 2.5.1 Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè G(Q,M) âìåñòî òî÷êè
O ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè D.

Ñîîòíîøåíèå (2.5.6) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû (2.2.4) äëÿ âíåø-
íåé çàäà÷è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîëüíîñòüþ ãàð-
ìîíè÷åñêîé ôóíêöèè v2 è âûáåðåì òàêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ óäîâëåòâî-
ðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ íà êðèâîé L:

v2|L = − 1

2π

(
ln

1

rPM
− ln

1

rOP

)
, P ∈ L. (2.5.8)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå òîãî, êàê ìû ïîòðåáîâàëè îò ôóíêöèè v2 âûïîëíå-
íèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.5.8), îíà ñòàëà òàêæå çàâèñåòü îò êîîðäèíàò
òî÷êè M êàê îò ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ G(Q,M) îáðàòèòñÿ â
íîëü íà ãðàíèöå L îáëàñòè De, è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5.1) èç (2.5.6)
ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó:

u(M) = −
∮
L

f(P )
∂

∂nP
G(P ,M)dlP +

∫
De

F (Q)G(Q,M)dSQ. (2.5.9)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ v(Q,M) = − 1

2π
ln

1

rOQ
+ v2(Q,M) ÿâëÿåòñÿ ãàð-

ìîíè÷åñêîé â îáëàñòè De ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè Q, íî èìååò ëîãàðèô-
ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè (êîîðäèíàòû òî÷êè M èãðàþò
ðîëü ïàðàìåòðîâ).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ G (Q,M), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (2.5.7),
ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè. Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ïóñòü òî÷-
êà íàáëþäåíèÿ Q èìååò êîîðäèíàòû (r,ψ), à òî÷êà èñòî÷íèêà M �
êîîðäèíàòû (r0,ψ0). Òîãäà

r
QM

=
√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos(ψ − ψ0) , r

OQ
= r.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ v2 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ñóùå-
ñòâóåò A > 0, òàêîå ÷òî |v2(Q,M)| < A íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà

lim
r→+∞

|G(Q,M)| = lim
r→+∞

∣∣∣∣ 12π
(

ln
1

rQM
− ln

1

rOQ

)
+ v2

∣∣∣∣ 6
6 lim
r→+∞

1

2π

∣∣∣∣∣∣ln 1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos(ψ − ψ0)

− ln
1

r

∣∣∣∣∣∣+A =

= lim
r→+∞

1

4π

∣∣∣∣ln(1 +
r20

r2
− 2

r0
r

cos(ψ − ψ0)

)∣∣∣∣+A = A.

Îïðåäåëåíèå 2.5.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M), Q ∈ De, M ∈ De, (2.5.10)

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ De,
íåïðåðûâíàÿ â De äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De, èìåþùàÿ ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ îñîáåííîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè;
2) G(P ,M)|P∈L = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De;
3) G(Q,M) ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(Q,M) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q ∈ De, M ∈ De,

G(P ,M)|L = 0, P ∈ L,
|G(Q,M)| <∞.

(2.5.11)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà (2.5.10) ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè,
òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè
òî÷êè íàáëþäåíèÿ Q è òî÷êè èñòî÷íèêà M . ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ
äîêàçàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ
ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â êíèãå [1].

� 6. Ìåòîäû ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷

6.1. Ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé.
Êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ çàäà÷ â ðÿäå

îáëàñòåé óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 2.6.1. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ
çàäà÷è Äèðèõëå âíóòðè êðóãà ðàäèóñà a.
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ÐÅØÅÍÈÅ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå
âíóòðè êðóãà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:{

∆MG(M ,M0) = −δ(M ,M0), M ,M0 ∈ U(0, a),

G(P ,M0)|r=a = 0,

ãäå U(0, a) � êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì a,
M0 = M0(r0,ψ0) � òî÷êà èñòîêà, M = M(r,ψ) � òî÷êà íàáëþäåíèÿ.
Èñïîëüçóåì ïîñòðîåíèå, àíàëîãè÷íîå òîìó, ÷òî ïðèìåíÿëîñü ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è â øàðå. Ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v â âûðàæåíèè

G(M ,M0) =
1

2π
ln

1

rMM
0

+ v

áóäåì èñêàòü â âèäå

v = A+B ln
1

rMM1

= B ln
Ã

rMM1

, Ã = e
A
B

ãäå A è B � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, M1(r1,ψ0) � òî÷êà, ñîïðÿæåííàÿ
òî÷êå M0 îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ðàäèóñà a:

r0 · r1 = a2.

Ïðîâîäÿ òå æå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, ÷òî è äëÿ çàäà÷è â øàðå,
ïîëó÷àåì

rPM
0

rPM1

=
r0
a
.

Åñëè âçÿòü B = − 1

2π
è Ã =

a

r0
, òî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

v = − 1

2π
ln

(
a

r0

1

rMM1

)
óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

v|r=a = − 1

2π
ln

1

rPM
0

.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ v åäèíñòâåííà â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå íà ïëîñêîñòè [1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå â êðóãå ðàäèóñà a èìååò âèä:

G(M ,M0) =
1

2π

(
ln

1

rMM
0

− ln

(
a

r0

1

rMM1

))
, (2.6.1)

ãäå r
MM

0
=
√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos(ψ − ψ0) ,

r
MM1

=
√
r2 + r21 − 2rr1 cos(ψ − ψ0) , r1 =

a2

r0
.
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Ïðèìåð 2.6.2. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(ψ) ïîñòðîéòå
ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå{

∆u = 0, r < a, ψ ∈ [0, 2π]
u|r=a = f(ψ),

â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.
ÐÅØÅÍÈÅ. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.4.5), â
êîòîðîé ôóíêöèÿ Ãðèíà G(M ,M0) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.6.1).
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

∂G

∂n

∣∣∣
r=a

=
1

2π

∂

∂r

ln
1√

r2 + r2
0
− 2rr0 cos(ψ − ψ0)

−

− ln

 a

r0

1√
r2 + r2

1
− 2rr1 cos(ψ − ψ0)

∣∣∣∣∣∣
r=a

=

=
1

2π

∂

∂r

ln
1√

r2 + r2
0
− 2rr0 cos(ψ − ψ0)

−

− ln
1√

r2r2
0

a2
+ a2 − 2rr0 cos(ψ − ψ0)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r=a

=

= − 1

2πa
· a2 − r20
a2 + r20 − 2ar0 cos(ψ − ψ0)

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëó (2.4.5), ïîëó÷èì ðåøåíèå
â ëþáîé òî÷êå M0(r0,ψ0)

u(r0,ψ0) =
1

2π

2π∫
0

a2 − r20
a2 + r20 − 2ar0 cos(ψ − ψ0)

f(ψ)dψ. (2.6.2)

Ôîðìóëà (2.6.2) íîñèò íàçâàíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà.
Ïðèìåð 2.6.3. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå âíå êðóãà
ðàäèóñà a.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

∆
M
G(M ,M0) = −δ(M ,M0), r > a, r0 > a,

G|r=a = 0,

|G| <∞ ïðè r →∞.
(2.6.3)
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Çäåñü ∆
M

� îïåðàòîð Ëàïëàñà, ãäå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî êîîð-
äèíàòàì òî÷êè M , à r è r0 � ïîëÿðíûå ðàäèóñû òî÷åê M è M0

ñîîòâåòñòâåííî.
Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ G(M ,M0) â âèäå

G(M ,M0) =
1

2π
ln

1

rMM
0

+ v(M ,M0),

ãäå 
∆
M
v(M ,M0) = 0, r > a, r0 > a,

G|r=a = − 1

2π
ln

1

rPM
0

.
(2.6.4)

Ïóñòü M1

(
a2

r0
,ψ0

)
� òî÷êà, ñîïðÿæåííàÿ M0 (r0,ψ0) îòíîñèòåëüíî

îêðóæíîñòè ðàäèóñà a. Ôóíêöèÿ

v = − 1

2π
ln

a

r0

1

rMM1

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âíå êðóãà ðàäèóñà a è óäîâëåòâîðÿåò (2.6.4).
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (2.6.3):

G(M ,M0) =
1

2π
ln

1

rMM
0

− 1

2π
ln

a

r0

1

rMM1

. (2.6.5)

Ïðèìåð 2.6.4. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà q, ïîìåùåííîé âíóòðè äâó-
ãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû

π

n
ïàðàëëåëüíî ðåáðó ýòîãî óãëà. Ãðàíè óãëà

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîâîäÿùèå çàçåìëåííûå ïëîñêîñòè.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Íàïðàâèì îñü
Oz âäîëü ðåáðà äâóãðàííîãî óãëà, à ïîëÿðíóþ îñü ïîìåñòèì íà îäíîé
èç åãî ãðàíåé. Ïîñêîëüêó â óñëîâèè çàäà÷è íåò ÿâíîé çàâèñèìîñòè
îò êîîðäèíàòû z, òî îíà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê äâóìåðíîé çàäà÷å â
ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè óãëà. Ïóñòü M(r,ψ) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ óãëà, M0(r0,ψ0) � òî÷êà ñå÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ
ïîëîæåíèå íèòè. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:{

∆u = −4πqδ(M ,M0), 0 < ψ <
π

n
, 0 < ψ0 <

π

n
,

u|ψ=0 = u|ψ=
π
n

= 0.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.5.1, äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
çàäà÷ó î ïîòåíöèàëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî
àíàëîãèè ñ ðåøåíèåì ïðèìåðà 2.3.6. ïðèìåíèì ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêèõ îòîáðàæåíèé, èñïîëüçóÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà
âûðàæåíèå

ϕ(M) = 2q ln
1

rMM
0

.
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Äëÿ ôóíêöèè u(M ,M0) ïîëó÷àåì

u(M ,M0) = 2q
n−1∑
k=0

(
ln

1

R+
MMk

− ln
1

R−MMk

)
, (2.6.6)

ãäå

R+
MMk

=

√
r2
0

+ r2 − 2r0r cos
(
2πk

n
+ ψ0 − ψ

)
,

R−MMk
=

√
r2
0

+ r2 − 2r0r cos
(
2πk

n
− ψ0 − ψ

)
.

Ïîëîæèâ q =
1

4π
â âûðàæåíèè (2.6.6), ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ãðèíà

çàäà÷è Äèðèõëå â óãëå âåëè÷èíû
π

n
íà ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 2.6.5. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà
âåëè÷èíû

π

2
, îáðàçîâàííîãî êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè x = 0 è

y = 0, åñëè ãðàíü x = 0 � èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ çàçåìëåííàÿ ïëîñ-
êîñòü, à ãðàíü y = 0 � íåïðîâîäÿùàÿ ïëîñêîñòü, ïîääåðæèâàåìàÿ

ïðè ïîòåíöèàëå V (x) =
1

x2 + a2
.

ÐÅØÅÍÈÅ. Â îòëè÷èå îò ïðèìåðà 2.6.4., çäåñü ìû èìååì îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå (òàê êàê çàðÿäû âíóòðè óãëà îòñóòñòâóþò) è íåîäíîðîäíûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ïîñêîëüêó îäíà èç ãðàíåé ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè
íåíóëåâîì ïîòåíöèàëå). Òàêæå, êàê è â ïðèìåðå 2.6.4., çàäà÷à ìîæåò
áûòü ñâåäåíà ê äâóìåðíîé â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè:

∆u = 0, x > 0, y > 0,
u|x=0 = 0,

u|y=0 =
1

x2 + a2
,

|u| <∞.
Åå ðåøåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè Ãðèíà (ïîëó÷èòå
åå ñàìîñòîÿòåëüíî):

G(M ,M0) =
1

2π

ln
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2
− ln

1√
(x− x0)2 + (y + y0)2

−

− ln
1√

(x+ x0)2 + (y − y0)2
+ ln

1√
(x+ x0)2 + (y + y0)2

 ,

ãäå M(x, y) � òî÷êà íàáëþäåíèÿ, à M0(x0, y0) � òî÷êà èñòî÷íèêà,
ðàñïîëîæåííûå â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè óãëà. Ñîãëàñíî (2.5.9), ðåøåíèå
çàäà÷è èìååò âèä

u(M0) =

+∞∫
0

(
u
∂G

∂y

)∣∣∣
y=0

dx

3 À.Í. Áîãîëþáîâ, Í.Ò. Ëåâàøîâà, È.Å. Ìîãèëåâñêèé, Þ.Â. Ìóõàðòîâà, Í.Å. Øàïêèíà
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äëÿ ëþáîé òî÷êè M0 âíóòðè óãëà. Òàê êàê

∂G

∂y

∣∣∣
y=0

=
y0
π

(
1

(x− x0)2 + y20
− 1

(x+ x0)
2 + y20

)
,

ïîëó÷àåì

u(M0) =
y0
π

+∞∫
0

(
1

(x− x0)2 + y20
− 1

(x+ x0)
2 + y20

)
dx

x2 + a2
=

=
y0
π

+∞∫
0

{
2Ax

x2 + a2
−A

(
x− x0

(x− x0)2 + y20
+

x+ x0

(x+ x0)
2 + y20

)
+

+B

(
1

(x− x0)2 + y20
− 1

(x+ x0)
2 + y20

)}
dx,

ãäå

A =
2x0

4x20a
2 +

(
x20 + y20 − a2

)2 , B =
x20 − y20 + a2

4x20a
2 +

(
x20 + y20 − a2

)2 .
Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë, íàõîäèì

u(M0) =
y0
π

A ln
x2 + a2√

(x− x0)2 + y2
0
·
√

(x+ x0)2 + y2
0

∣∣∣∣∣∣
+∞

0

+

+
B

y0

(
arctg

x− x0
y0

∣∣∣+∞
0

− arctg
x+ x0
y0

∣∣∣+∞
0

)}
=

= −Ay0
π

ln
a2

x20 + y20
+ 2

B

π
arctg

x0
y0

=

=
1

4x20a
2 +

(
x20 + y20 − a2

)2
{
−2x0y0

π
ln

a2

x20 + y20
+

+
2

π

(
x20 − y20 + a2

)
arctg

x0
y0

}
=

=
1

4a2r20 cos2 ψ0 +
(
r20 − a2

)2
{
−r

2

0 sin 2ψ0

π
ln
a2

r20
+

+
2

π
(r20 cos 2ψ0 + a2)

(
π

2
− ψ0

)}
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ïîëÿ â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ.
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Ïðèìåð 2.6.6. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà,
âåëè÷èíû

π

2
, îáðàçîâàííîãî êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè x = 0 è

y = 0, åñëè ãðàíü x = 0 � èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ çàçåìëåííàÿ ïëîñ-
êîñòü, à ãðàíü y = 0 � òàêæå èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ ïëîñêîñòü,
ïîääåðæèâàåìàÿ ïðè ïîñòîÿííîì ïîòåíöèàëå V .
ÐÅØÅÍÈÅ. Òî, ÷òî ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ïîçâî-
ëÿåò ïðèìåíèòü äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ, ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì â ïðèìå-
ðå 2.6.5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò
âèä: 

∆u = 0, x > 0, y > 0,
u|x=0 = 0,
u|y=0 = V ,
|u| <∞.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à ëèíåéíàÿ, åå ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå ñóì-
ìû u = u1 + u2. Ïîäáåðåì ñëàãàåìîå u1 òàê, ÷òîáû îíî óäîâëåòâî-
ðÿëî êðàåâûì óñëîâèÿì. Â äàííîé êîíêðåòíîé çàäà÷å (â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåé) ýòî ñäåëàòü ñîâñåì ïðîñòî, íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü

u1(r,ψ) =
2V

π

(
π

2
− ψ

)
. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ Ëàïëàñà. Äëÿ u2 ïîëó÷àåì çàäà÷ó ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì
è îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, u2 ≡ 0. Èòàê,

ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(r,ψ) =
2V

π

(
π

2
− ψ

)
.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2.6.7. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
ïëàñòèíû øèðèíû L ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà σ, ïî-
ìåùåííîé âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû

π

2
. Ãðàíè óãëà �

èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå çàçåìëåííûå ïëîñêîñòè ψ = 0 è ψ =
π

2
. Êðàÿ

ïëàñòèíû ëåæàò íà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ãðàíè óãëà, ïðîõîäÿùèõ,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç òî÷êè (x1, y1, z1) è (x1, y1 + L, z1).
Çàäà÷à 2.6.8. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
ïëàñòèíû øèðèíû L ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà σ, ïî-
ìåùåííîé âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû

π

2
. Ãðàíè óãëà �

èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå çàçåìëåííûå ïëîñêîñòè ψ = 0 è ψ =
π

2
. Êðàÿ

ïëàñòèíû ëåæàò íà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ãðàíè óãëà, ïðîõîäÿùèõ,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç òî÷êè (r1,ψ0, z1) è (r1 + L,ψ0, z1), 0 < ψ0 <

π

2
.

Çàäà÷à 2.6.9. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè, ïîìåùåííîé âíóòðè áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè
êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà. Ïîëîñòü îãðàíè÷åíà
èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé ïîâåðõíîñòüþ.
Çàäà÷à 2.6.10. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè, ïîìåùåííîé âíå áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ
ïàðàëëåëüíî åãî îñè. Öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèì è
çàçåìëåííûì.

3*
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Çàäà÷à 2.6.11. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà
âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëóêðóãà ðàäèóñà a.
Çàäà÷à 2.6.12. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè, ïîìåùåííîé âíóòðè áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ïà-
ðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïîëîñòè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñåêòîð êðóãà ðàäèóñà a, ñ óãëîì

π

4
. Ïîëîñòü îãðàíè÷åíà

èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé ïîâåðõíîñòüþ.

Çàäà÷à 2.6.13. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî áåñêîíå÷íîé
öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà a, êîòîðàÿ
ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè ïîòåíöèàëå

V =
1

2 + cosψ + sinψ
,

ãäå ψ � ïîëÿðíûé óãîë.
Ñîâåò. Ïðèìåíèòå ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ êðóãà. Èñïîëüçóéòå çàìå-
íó ïåðåìåííûõ z = eiψ. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî îòðåçêó [0, 2π] ïåðåé-
äåò â èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóéòåñü òåîðèåé âû÷åòîâ.
Îòâåò:

ϕ(r,ψ) =
a2 − r2

a(a2 + r2)

1√
1 + 4ε2 cos 2ψ

(
2 +

1−
√
1 + 4ε2 cos 2ψ

2ε(cosψ + sinψ)

)−1

,

ãäå ε =
ar

a2 + r2
.

Çàäà÷à 2.6.14. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(ϕ) ïîëó÷èòå â
èíòåãðàëüíîé ôîðìå ðåøåíèå çàäà÷è âíå êðóãà ðàäèóñà a:{

∆u = 0, r > a, ϕ ∈ [0, 2π],
u|r=a = f(ϕ),
|u| <∞ ïðè r → +∞.

Çàäà÷à 2.6.15. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà ïåðâóþ êðàåâóþ
çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, åñëè:

u|y=0 =
{ 0, x < 0,
V0, x > 0,

ãäå V0 = const.
Çàäà÷à 2.6.16. Ðåøèòå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà ïåðâóþ êðàåâóþ
çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóêðóãå{

∆u = 0, r < a, ϕ ∈ (0,π),
u|r=a = 0,
u|ϕ=0 = u|ϕ=π = V0,

ãäå V0 = const.
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6.2. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-
öèÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (ãëàâà 2, � 3.2), ôóíêöèÿ Ãðèíà îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà âíóòðåííåé äâóìåðíîé çàäà÷è Äèðèõëå ïðåäñòàâèìà â
âèäå ðÿäà

G(Q,M) =

∞∑
k=1

vk(Q)vk(M)

λk
, (2.6.7)

ãäå vk è λk ñîîòâåòñòâåííî îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà {

∆vk = −λkvk, M ∈ D,
vk|L = 0. (2.6.8)

Ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(D × D). Ðàâåíñòâî (2.6.7)
ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L2(D × D)
(ñì. � 3.2 ). Ðàâåíñòâî (2.6.7) ñëåäóåò èç òåîðåìû (2.3.1), òàê êàê

‖G(Q,M)‖2 =

∫
D

∫
D

G2(Q,M)dSQdSM <∞.

Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M),

ãäå v � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â D, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
êîíñòàíòà C > 0, ÷òî |v| 6 C. Ñëåäîâàòåëüíî

‖G(Q,M)‖2 6

6
1

4π2

∫
D

∫
D

(
ln

1

rQM

)2

dSQdSM +
C

π

∫
D

∫
D

∣∣∣∣ln 1

rQM

∣∣∣∣ dSQdSM + C2S2
0 ,

(2.6.9)
ãäå S0 � ïëîùàäü îáëàñòè D. Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë

I(M) =

∫
D

1

rQM
dSQ

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé M .

Òàê êàê

∣∣∣∣ln 1

rQM

∣∣∣∣ 6 1

rQM
è

(
ln

1

rQM

)2

6
1

rQM
ïðè r

QM
→ 0, òî

èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè (2.6.9) ñõîäÿòñÿ.
Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2.6.17. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ, ïîìåùåííîé
âíóòðü áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ: 0 < x < a, 0 < y < b. Ñòåíêè öèëèíäðà èäåàëüíî
ïðîâîäÿùèå è çàçåìëåííûå, à íèòü ïàðàëëåëüíà îñè öèëèíäðà.
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Çàäà÷à 2.6.18. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà çà-
äà÷è Äèðèõëå â ñåêòîðå ðàäèóñà a ñ óãëîì α.

6.3. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà çà-

äà÷è Äèðèõëå â äâóìåðíîé îáëàñòè D ïðèìåíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî äåëàåòñÿ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (ñì. ïóíêò 3.3). Ôóíêöèÿ Ãðèíà
èìååò âèä

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M),

ãäå Q ∈ D � òî÷êà èñòîêà, M ∈ D � òî÷êà íàáëþäåíèÿ, à ôóíêöèÿ v
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è{

∆v = 0, Q ∈ D,
v|L = − 1

2π
ln

1

rPM
, P ∈ L. (2.6.10)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
èìååò âèä

v(r,ψ) = C0 +D0 ln r +

∞∑
n=1

(
Cnr

n +Dnr
−n) cosnψ+

+

∞∑
n=1

(
Enr

n + Fnr
−n) sinnψ.

Êîýôôèöèåíòû Cn, Dn, En, Fn íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ðàç-
ëîæèì íåîäíîðîäíîñòü â ãðàíè÷íîì óñëîâèè â ðÿä Ôóðüå ïî îñíîâíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì â
ðÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

1

2π
ln

1

rMM
0

=
1

2π
ln

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos(ϕ− ϕ0)

=

=


1

2π
ln

1

r
+

1

2π

∞∑
n=1

1

n

(
r0
r

)n
cosn(ϕ− ϕ0), åñëè r > r0,

1

2π
ln

1

r0
+

1

2π

∞∑
n=1

1

n

(
r

r0

)n
cosn(ϕ− ϕ0), åñëè r < r0.

(2.6.11)

Âûâîä ôîðìóëû (2.6.11) ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè (ñì. (Á.0.14)).
Ïðèìåð 2.6.19. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî áåñêîíå÷-
íîé çàðÿæåííîé íèòüþ ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà
ρ0 âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ, îãðàíè÷åííîãî äâóìÿ êîíöåíòðè÷å-
ñêèìè ïðîâîäÿùèìè çàçåìëåííûìè öèëèíäðàìè, ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ a è b (a < b). Íèòü
ïàðàëëåëüíà îñè ñèñòåìû.
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ÐÅØÅÍÈÅ. Çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîñêóþ â ëþáîì ïî-
ïåðå÷íîì ñå÷åíèè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ. Ïóñòü íèòü ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó M0, ëåæàùóþ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè. Ïîòåíöèàë èìååò âèä

ϕ(M ,M0) = 2ρ0 ln
1

rMM
0

+ v(M ,M0).

Â âûáðàííîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ïî-
ìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò íà îñü ñèììåòðèè îáëàñòè, à ïîëÿðíóþ îñü
òàê, ÷òîáû íà íåé ëåæàëà òî÷êà M0. Òîãäà òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû
(r,ψ), à òî÷êà M0 � êîîðäèíàòû (r0, 0). Çàäà÷à äëÿ ôóíêöèè v(M ,M0)
èìååò âèä:

∆v = 0, r ∈ (a, b), ψ ∈ [0, 2π],

v|r=a = −2ρ0 ln
1

rPM
0

∣∣∣∣
r=a

= 2ρ0 ln
√
a2 + r2

0
− 2ar0 cosψ ,

v|r=b = −2ρ0 ln
1

rPM
0

∣∣∣∣
r=b

= 2ρ0 ln
√
b2 + r2

0
− 2br0 cosψ .

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êîëüöå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì [2]:

v = A0 ln
r

a
+B0 ln

b

r
+

∞∑
n=1

An
r2n − a2n

rn
cosnψ+

+

∞∑
n=1

Bn
b2n − r2n

rn
cosnψ.

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû An è Bn íàéäåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì íåîäíîðîäíîñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è â
âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé
{sinnψ, cosnψ}, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.6.11):

2ρ0 ln
√
a2 + r2

0
− 2ar0 cosψ =

= 2ρ0
1

2
ln
(
r20
(
1 + (a/r0)

2 − 2(a/r0) cosψ
))

=

= 2ρ0 ln r0 − 2ρ0

∞∑
n=1

(
a

r0

)n cosnψ

n
,

òàê êàê r0 > a, è

ln
√
b2 + r2

0
− 2br0 cosψ = ln b−

∞∑
n=1

(
r0
b

)n cosnψ

n
,
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òàê êàê r0 < b.
Òîãäà

v|r=a = B0 ln
b

a
+

∞∑
n=1

Bn
b2n − a2n

an
cosnψ =

= 2ρ0 ln r0 − 2ρ0

∞∑
n=1

(
a

r0

)n cosnψ

n

è

v|r=b = A0 ln
b

a
+

∞∑
n=1

An
b2n − a2n

bn
cosnψ =

= 2ρ0 ln b− 2ρ0

∞∑
n=1

(
r0
b

)n cosnψ

n
,

îòêóäà ïîëó÷àåì:

A0 = 2ρ0
ln b

ln(b/a)
, An = −2ρ0

n

rn0

b2n − a2n
,

B0 = 2ρ0
ln r0

ln(b/a)
, Bn = −2ρ0

n

(
a

r0

)n an

b2n − a2n
.

Èòàê, ïîòåíöèàë èìååò âèä:

ϕ(M ,M0)=2ρ0 ln
1√

r2 + r2
0
− 2rr0 cosψ

+2ρ0
ln b ln(r/a) + ln r0 ln(b/r)

ln(b/a)
−

−2ρ0
∞∑
n=1

1

n

{(
r0
r

)n r2n − a2n
b2n − a2n

+

(
a2

r0r

)n
b2n − r2n

b2n − a2n

}
cosnψ.

Çàìå÷àíèå 2.6.1 Ïîëîæèâ ρ0 =
1

4π
è çàìåíèâ óãîë ψ íà (ψ − ψ0),

ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â
êîëüöå a < r < b:

G(M ,M0) =
1

2π
ln

1

rMM
0

+
1

2π

ln b ln(r/a) + ln r0 ln(b/r)

ln(b/a)
−

− 1

2π

∞∑
n=1

1

n

{(
r0
r

)n r2n − a2n
b2n − a2n

+

(
a2

r0r

)n
b2n − r2n

b2n − a2n

}
cosn(ψ − ψ0).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 2.6.20. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ
çàäà÷è Äèðèõëå â ïîëóêîëüöå {a < r < b, 0 < ψ < π}.
Çàäà÷à 2.6.21. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå (2.6.1) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå â êðóãå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Çàäà÷à 2.6.22. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå (2.6.5) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå âíå êðóãà, èñïîëüçóÿ ìåòîä
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
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6.4. Èñïîëüçîâàíèå êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ [10].
Îïðåäåëåíèå 2.6.1 Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z íà îáëàñòü D̃ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w
íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì, åñëè ýòî îòîáðàæåíèå âî âñåõ òî÷êàõ
z ∈ D îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñîõðàíåíèÿ óãëîâ è ïîñòîÿíñòâà ðàñ-
òÿæåíèé.
Òåîðåìà 2.6.1 [10] Ïóñòü ôóíêöèÿ h(z) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé è
îäíîëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè D è h′(z) 6= 0 ïðè
z ∈ D. Òîãäà ôóíêöèÿ h(z) ïðîèçâîäèò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îá-

ëàñòè D íà îáëàñòü D̃ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w, ïðåäñòàâëÿþùóþ
ñîáîé îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè w = h(z) ïðè z ∈ D.

Èòàê, êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñîõðàíåíèÿ
óãëîâ è ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèé. Òî åñòü óãîë ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
ãëàäêèìè êðèâûìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå z0, ðàâåí ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå óãëó ìåæäó èõ îáðàçàìè íà ïëîñêîñòè w â òî÷êå w0 = h(z0),
à áåñêîíå÷íî ìàëûå ëèíåéíûå ýëåìåíòû ∆z1 = z1 − z0 è ∆z2 = z2 − z0
ïðåîáðàçóþòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì â áåñêîíå÷íî ìàëûå ëèíåéíûå ýëå-
ìåíòû ∆w1 = w1 − w0 è ∆w2 = w2 − w0. Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðàâåí

|∆w1|
|∆z1|

=
|∆w2|
|∆z2|

= |h′(z0)|.

Ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè ãðàíèöà îáëàñòè D ïåðåõîäèò â ãðàíèöó
îáëàñòè D̃.

Ëþáàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u(z) ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè
ïðåîáðàçóåòñÿ â ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ U(w) [10]. Ýòî ñâîéñòâî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà: {

∆u = 0, M ∈ D,
u|L = f(P ), P ∈ L, (2.6.12)

ãäå L � ãðàíèöà îáëàñòè D.
Íàéäåì òàêîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D â D̃, ÷òîáû â

ïîëó÷åííîé îáëàñòè êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ðåøàëàñü
ëåã÷å. Ïóñòü ýòî îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

w = h(z) = ξ(x, y) + iη(x, y),

ãäå z = x+ iy, w = ξ + iη. Ôóíêöèÿ h(z) çàäàåò íåâûðîæäåííóþ çàìåíó
äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ{

x = x(ξ, η),
y = y(ξ, η). (2.6.13)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè îáðàòíîé çàìå-
íû: {

ξ = ξ(x, y),
η = η(x, y).

(2.6.14)



74 Ãë. 2. Ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷ Äèðèõëå

Ìîæíî ïîêàçàòü [10], ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

∆xy = |h′|2∆ξη.

Ïðèìåíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ (2.6.13) ê çàäà÷å (2.6.12), ïîëó÷àåì{
∆ξηU = 0, (ξ, η) ∈ D̃,
U |L̃ = g(ξ, η), (ξ, η) ∈ L̃,

(2.6.15)

ãäå U(ξ, η) = u(x(ξ, η), y(ξ, η)), g(ξ, η) = f(x(ξ, η), y(ξ, η)).

Ðåøàÿ çàäà÷ó (2.6.15), íàõîäèì ôóíêöèþ U(ξ, η), ãàðìîíè÷åñêóþ
â îáëàñòè D̃. Ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.6.14) ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè u(x, y) � ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.6.12).

Óêàçàííûé ìåòîä îñîáåííî óäîáåí â ñëó÷àå, åñëè îáëàñòü D ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîñâÿçíîé. Èç òåîðåìû Ðèìàíà [10] âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ w = h(z) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîíôîðìíî
îòîáðàçèòü îáëàñòü D íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |w| 6 1 ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ôèêñèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ
òî÷êà M0 ∈ D ïåðåõîäèò â öåíòð ýòîãî êðóãà. Òîãäà çíà÷åíèþ u(M0)
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå U |r=0 ôóíêöèè U(r, θ), ãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå
|w| 6 1: {

∆r,θU = 0, 0 6 r < 1, 0 6 θ 6 2π,
U |r=1 = g(θ), 0 6 θ 6 2π.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè,
ïîëó÷àåì

U |r=0 =
1

2π

2π∫
0

g(θ)dθ.

Ïîñêîëüêó

1 = − d

dr

(
ln

1

r

)
r
∣∣∣
r 6=0

,

òî

U |r=0 =
1

2π

2π∫
0

1 · g(θ)dθ = − 1

2π

2π∫
0

d

dr

(
ln

1

r

)
g(θ)rdθ

∣∣∣
r=1

=

= − 1

2π

2π∫
0

∂

∂ñ

(
ln

1

r

)
g(θ)rdθ

∣∣∣
r=1
= − 1

2π

2π∫
0

(
ñ

|ñ| ,∇ ln
1

r

)
g(θ)rdθ

∣∣∣∣
r=1

,

ãäå ñ � âåêòîð íîðìàëè ê îêðóæíîñòè.
Ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì (x, y) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè

z = h−1(w), êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íî-
ãî êðóãà íà îáëàñòü D [10]. Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ
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(2.6.14) âíåøíÿÿ íîðìàëü ñ ê îêðóæíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ âî âíåøíþþ
íîðìàëü ê ãðàíèöå L îáëàñòè D. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
ïîäîáèÿ

dθ

|ñ| =
dl

|n| ,

ãäå dl � áåñêîíå÷íî ìàëûé ýëåìåíò êðèâîé L (îòîáðàæåíèå ýëåìåíòà
dθ), à n � îòîáðàæåíèå âåêòîðà íîðìàëè ñ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê ýëå-
ìåíòó dθ. Â ñèëó ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ óãëîâ ïðè êîíôîðìíîì îòîáðà-
æåíèè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïåðåõîäèò â îðòîãîíàëüíûé. Âîçâðàùàÿñü
ê ïåðåìåííûì (x, y), íàõîäèì u(M0) = U |r=0.

u(M0) = −
∫
L1

f(P )
∂

∂n

(
1

2π
ln

1

|h(z0, z)|

)
dl.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [10]:
Òåîðåìà 2.6.2 Åñëè ôóíêöèÿ w = h(z0, z) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðì-
íîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D1 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z íà âíóòðåí-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |w| < 1 òàê, ÷òî çàäàííàÿ òî÷êà z0 ∈ D1

ïåðåõîäèò â öåíòð w = 0 ýòîãî êðóãà, òî ôóíêöèÿ

G(M0,M) =
1

2π
ln

1

|h(z0, z)|
(2.6.16)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â
îáëàñòè D1.
Ïðèìåð 2.6.23. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà q, ïîìåùåííîé
âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû α ïàðàëëåëüíî ðåáðó ýòîãî óãëà,
α ∈ (0; 2π). Ãðàíè óãëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîâîäÿùèå çàçåìëåí-

íûå ïëîñêîñòè. (Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ α =
π

n
äàííàÿ çàäà÷à ðåøåíà

ðàíåå ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé, îäíàêî â îáùåì
ñëó÷àå ýòîò ìåòîä íåïðèìåíèì: ðàíî èëè ïîçäíî ôèêòèâíûé çàðÿä,
ïîëó÷åííûé ïðè îòðàæåíèè, ïîïàäåò â ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü,
÷òî ïðèâåäåò ê íàëè÷èþ ëèøíåãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà).
ÐÅØÅÍÈÅ. Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñîâìåñòèâ îñü
Oz ñ ðåáðîì óãëà. Òàê êàê ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà q íèòè ïîñòî-
ÿííà, òî â çàäà÷å íåò çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé z, è îíà ñâîäèòñÿ
ê äâóìåðíîé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ
ðåáðó óãëà. Ïóñòü M0 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íèòè ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ, è
(r0,ψ0) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M0 â ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêî-
ñòè. Îáëàñòü D = {(r,ψ) : r > 0, 0 < ψ < α} â âûáðàííîé ïëîñêîñòè
ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííåé ÷àñòè äâóãðàííîãî óãëà. Èòàê, çàäà÷à ïðèíè-
ìàåò âèä: {

∆u = −4πqδ(M ,M0), M ,M0 ∈ D,
u|ψ=0 = u|ψ=α = 0.

Ââåäåì êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü z, ãäå |z| = r, arg z = ψ è áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.6.2. Äëÿ ýòîãî íóæíî îòîá-



76 Ãë. 2. Ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷ Äèðèõëå

ðàçèòü îáëàñòü D íà âíóòðåííîñòü êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ñíà÷àëà
ïðåîáðàçóåì ñåêòîð â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

ζ = z
π
α , ζ0 = z

π
α
0
, ãäå z0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êåM0. Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü

ìîæåò áûòü îòîáðàæåíà íà êðóã ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè

w = f(ζ) =
ζ − ζ0
ζ − ζ

0

,

ãäå ζ0 � êîìïëåêíî ñîïðÿæåííîå ê ζ0, ïðè÷åì òî÷êà ζ0 = z
π
α
0
ïåðåõîäèò

â öåíòð êðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.6.2 ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò
âèä:

u(z, z0) =
q

2
ln

∣∣∣zπ/α − zπ/α
0

∣∣∣∣∣∣zπ/α − zπ/α
0

∣∣∣ ,
èëè

u(r,ψ) =
q

2
ln
r
2π
α
0

+ r
2π
α − 2 (rr0)

π
α cos

π

α
(ψ − ψ0)

r
2π
α
0

+ r
2π
α − 2 (rr0)

π
α cos

π

α
(ψ + ψ0)

.

Çàìå÷àíèå 2.6.2 Âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ ζ = z
π
α ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-

çíà÷íîé:

ζ = z
π
α = e

π
α

Ln z = e
π
α

(ln |z|+i arg z+i2πk), k ∈ Z.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñ åå ïîìîùüþ êîíôîðìíîå îòîáðàæå-
íèå, ìû âûáèðàåì âåòâü, ñîîòâåòñòâóþùóþ k = 0.

Òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ζ = z
π
α ,

ïîýòîìó ïðè z = 0 êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ íàðóøàåòñÿ. Òåì
íå ìåíåå, çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïîëÿ â ýòîé òî÷êå èçâåñòíî èç
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, îíî ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ãðàíè
óãëà çàçåìëåíû.

Ïðèìåð 2.6.24. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïîëîñå x ∈ (−∞;+∞), y ∈ (0;π).
ÐÅØÅÍÈÅ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íóæíî ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîá-
ðàæåíèå äàííîé ïîëîñû êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z íà âíóòðåííîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà |ζ| < 1, ïðè êîòîðîì çàäàííàÿ òî÷êà z0 ïåðåõîäèëà
áû â öåíòð êðóãà ζ = 0. Ýòî îòîáðàæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Æóêîâñêîãî, èìåþùåé âèä:

f(z, z0) =
ez − ez0

ez − ez0
.

Òàê êàê

|ez − ez0 | =
{

(ex cos y − ex0 cos y0)
2

+ (ex sin y − ex0 sin y0)
2
} 1

2

=

= e
x+x0

2

√
2 {ch (x− x0)− cos (y − y0)}

1

2 ,
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òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì èñêîìóþ ôóíêöèþ Ãðèíà

G(M ,M0) =
1

2π
ln

1

|f(z, z0)|
=

1

4π
ln

ch(x− x0)− cos(y + y0)

ch(x− x0)− cos(y − y0)
.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 2.6.25. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà q, ïîìåùåííîé âíóòðè äâó-

ãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû
2π

3
ïàðàëëåëüíî ðåáðó ýòîãî óãëà. Ãðàíè

óãëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùèå çàçåìëåííûå ïëîñ-
êîñòè.
Çàäà÷à 2.6.26. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
ïëàñòèíû øèðèíû L ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà σ, ïîìå-
ùåííîé âíå äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû

π

2
. Ãðàíè óãëà � èäåàëüíî

ïðîâîäÿùèå çàçåìëåííûå ïëîñêîñòè ψ = 0 è ψ =
π

2
. Êðàÿ ïëàñòèíû

ëåæàò íà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ ãðàíè óãëà, ïðîõîäÿùèõ, ñîîò-
âåòñòâåííî, ÷åðåç òî÷êè (r1,ψ0, z1) è (r1 + L,ψ0, z1),

π

2
< ψ0 < 2π.

6.5. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ
â ðÿä Ôóðüå. Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïðèìåíèì è â
äâóìåðíîì ñëó÷àå. Îí ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà.
Ïðèìåð 2.6.27. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ êîëüöåâîãî ñåêòîðà
a 6 r 6 b, 0 6 ψ 6 α.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G (r, r0,ψ,ψ0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∆G = −4π
r0
δ(r − r0)δ(ψ − ψ0), (2.6.17)

a < r, r0 < b; 0 < ψ,ψ0 < α, (2.6.18)
G|ψ=0 = G|ψ=α = 0, (2.6.19)

G|r=a = G|r=b = 0. (2.6.20)

Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ G (r, r0,ψ,ψ0) â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå
ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé vn(ψ) = sin

πn

α
ψ, n = 1, 2, . . . îòðåçêà

[0,α] :

G (r, r0,ψ,ψ0) =

∞∑
n=1

An (r, r0,ψ0) sin
πn

α
ψ.

Êîýôôèöèåíòû An Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

An(r, r0,ψ0) =
2

α

α∫
0

G (r, r0,ψ,ψ0) sin
πn

α
ψdψ, n = 1, 2, . . . .
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Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî óìíî-

æèì óðàâíåíèå (2.6.18) íà
2

α
sin

πn

α
ψ è ïðîèíòåãðèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ

÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïî îòðåçêó [0,α]:

1

r

∂

∂r

r ∂
∂r

 2

α

α∫
0

G (r, r0,ψ,ψ0) sin
πn

α
ψdψ

+

+
1

r2
2

α

α∫
0

∂2G

∂ψ2
sin

πn

α
ψdψ = −8πδ(r − r0)

αr0

α∫
0

δ(ψ − ψ0) sin
πn

α
ψdψ.

Äâà ðàçà èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ñ
ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.6.19), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé
An(r, r0,ψ0):

d

dr

(
r
dAn
dr

)
− 1

r

(
πn

α

)2
An = −8πr

r0α
δ(r − r0) sin

πn

α
ψ0, n = 1, 2, . . .

(2.6.21)
Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóþò èç (2.6.20):

An|r=a = An|r=b = 0. (2.6.22)

Áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.6.21)-(2.6.22) íà îòðåçêå
[a, b] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà. Êàê èçâåñòíî [17], ôóíêöèþ Ãðèíà
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

L[y] =
d

dr

(
p(r)

dy

dr

)
ñëåäóåò èñêàòü â âèäå:

g(r, s) =
1

p(s)W (s)

{
y1(r)y2(s), a 6 r 6 s,
y2(r)y1(s), s 6 r 6 b,

ãäå y1(r), y2(r) � ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L[y] = 0, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì

y1(a) = 0, y2(b) = 0, (2.6.23)

à W (s) � îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíêöèé y1(r) è y2(r), âçÿòûé â
òî÷êå s.

Ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

d

dr

(
r
dy

dr

)
− 1

r

(
πn

α

)2
y = 0,

óäîâëåòâîðÿþùèå êðàåâûì óñëîâèÿì (2.6.23), èìåþò âèä

y1(r) = r
πn
α

(
1−

(
a

r

) 2πn
α

)
, y2(r) = r−

πn
α

(
1−

(
r

b

) 2πn
α

)
.
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Òîãäà

p(s)W (s) = sW [y1(s), y2(s)] = −2πn
α

(
1 +

(
a

b

) 2πn
α

)
.

Äëÿ ôóíêöèè g(r, s) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

g(r, s) =

[
−2πn

α

(
1 +

(
a

b

) 2πn
α

)]−1

×

×


(
r

s

)πn
α

(
1−

(
a

r

) 2πn
α

)(
1−

(
s

b

) 2πn
α

)
, a 6 r 6 s,

(
s

r

)πn
α

(
1−

(
a

s

) 2πn
α

)(
1−

(
r

b

) 2πn
α

)
, s 6 r 6 b.

Ôóíêöèÿ An(r, r0,ψ0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.6.21)-
(2.6.22), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ôóíêöèþ g(r, s) ñëåäóþùèì
îáðàçîì [17]:

An(r, r0,ψ0) =

b∫
a

g(r, s)
(
−8π
α

)
s

r0
δ(s− r0) sin

πn

α
ψ0ds, (2.6.24)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ g(r, s) â (2.6.24), ïîëó÷àåì

An(r, r0,ψ0) =

=



4 ·

(
r

r0

)πn
α

(
1−

(
a

r

) 2πn
α

)(
1−

(
r0
b

) 2πn
α

)

n

(
1 +

(
a

b

) 2πn
α

) sin
πn

α
ψ0, a 6 r 6 r0,

4 ·

(
r0
r

)πn
α

1− ( a

r0

) 2πn
α

(1− ( r
b

) 2πn
α

)

n

(
1 +

(
a

b

) 2πn
α

) sin
πn

α
ψ0, r0 6 r 6 b.
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Îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå çàäà÷è (2.6.18)-(2.6.20) ïîëó÷àåì â âèäå ðÿäà
Ôóðüå

G(r, r0,ψ,ψ0) =



∞∑
n=1

4 ·

(
r

r0

)πn
α

(
1−

(
a

r

) 2πn
α

)(
1−

(
r0
b

) 2πn
α

)

n

(
1 +

(
a

b

) 2πn
α

) ×

× sin
πn

α
ψ0 sin

πn

α
ψ, r 6 r0,

∞∑
n=1

4 ·

(
r0
r

)πn
α

1− ( a

r0

) 2πn
α

(1− ( r
b

) 2πn
α

)

n

(
1 +

(
a

b

) 2πn
α

) ×

× sin
πn

α
ψ0 sin

πn

α
ψ, r0 6 r.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðÿäû ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ïðè r 6= r0 è
óñëîâíî ïðè r = r0.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 2.6.28. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ áåñêîíå÷íîé çàðÿæåííîé
íèòè, ïîìåùåííîé âíóòðü áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè,
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîé èìååò ôîðìó ñåêòîðà ðàäèóñà a è
óãëîì

π

4
. Ïîëîñòü îãðàíè÷åíà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé çàçåìëåííîé

ïîâåðõíîñòüþ.



Ã ë à â à 3

ÔÓÍÊÖÈÈ ÃÐÈÍÀ ÇÀÄÀ× ÍÅÉÌÀÍÀ

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåé-
ìàíà âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
òåìïåðàòóðû â íåêîòîðîé îáëàñòè. Åñëè èçâåñòåí òåïëîâîé ïîòîê ÷åðåç
ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè, òî ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å ñ íåîäíîðîäíûì óñëî-
âèåì Íåéìàíà. Åñëè ïîòîê òåïëà ÷åðåç ãðàíèöó îòñóòñòâóåò, òî åñòü
ãðàíèöà òåïëîèçîëèðîâàíà, òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íåéìàíà îêàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì.

� 1. Âíóòðåííèå òðåõìåðíûå çàäà÷è

Ïóñòü D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ S â ïðîñòðàíñòâå R3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà:

∆u = −F (M), M ∈ D, (3.1.1)
∂u

∂n

∣∣∣
S

= f(P ), P ∈ S, (3.1.2)

ãäå n � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè D íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè S.

Â îòëè÷èå îò çàäà÷è Äèðèõëå âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (3.1.1-3.1.2)
ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

−
∫
D

F (M)dV =

∮
S

f(P )dS. (3.1.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è u(M) ñóùåñòâóåò. Ïðèìåíèì
ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà,∫

D

v∆u dV =

∮
S

v
∂u

∂n
dS −

∫
D

∇v · ∇u dV ,

ê ðåøåíèþ u çàäà÷è (3.1.1-3.1.2) è ôóíêöèè v = 1. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ∫

D

∆udV =

∮
S

∂u

∂n
dS, (3.1.4)

îòêóäà ñëåäóåò (3.1.3). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.1.3) ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è.
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Ïîÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (3.1.3) â ðàìêàõ
ýëåêòðîñòàòèêè. Åñëè ôóíêöèÿ u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, òî âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (3.1.4) åñòü ïîëíûé
ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ
ïîâåðõíîñòü S, à âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (3.1.4) åñòü ïîëíûé çàðÿä,
íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè îáëàñòè D. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.1.3)
îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà.

Ïóñòü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3.1.1-3.1.2) âûïîëíåíî.
Îïðåäåëåíèå 3.1.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (3.1.1-3.1.2) ôóíêöèþ u(M), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìóþ â îáëàñòè D, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè D,
óäîâëåòâîðÿþùóþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (3.1.1) â îáëà-
ñòè D è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.1.2).

Åñëè ãðàíèöà S îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà, ôóíê-
öèÿ F (M) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, à ôóíêöèÿ f(P )
íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.1.3), òî çàäà÷à (3.1.1-3.1.2)
èìååò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé [1].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1.1-
3.1.2), âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.1.4):

u(M) =

∮
S

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP−

−
∫
D

G(Q,M)∆u(Q)dVQ.

(3.1.5)

×åðåç G(Q,M) îáîçíà÷åíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ
ñëàãàåìûõ:

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v,

ãäå v � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå

(3.1.5) çíà÷åíèÿ
∂u

∂n

∣∣∣
S

= f(P ) è ∆u(Q) = −F (Q), ïîëó÷àåì:

u(M) =

∮
S

(
G(P ,M)f(P )− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP+

+

∫
D

G(Q,M)F (Q)dVQ.

(3.1.6)

Â ïðàâîé ÷àñòè (3.1.6) ñîäåðæèòñÿ ñëàãàåìîå∮
S

u(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dSP =

∮
S

u(P )

(
∂

∂nP

1

4πrPM
+

∂v

∂nP

)
dSP , (3.1.7)
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çíà÷åíèå êîòîðîãî íåèçâåñòíî, ïîñêîëüêó â çàäà÷å íà ãðàíèöå S çàäàíî

ëèøü
∂u

∂n
(P ), P ∈ S, à çíà÷åíèå ñàìîé ôóíêöèè u(P ) íå îïðåäåëåíî.

Ðåøåíèå âíóòðåííåé òðåõìåðíîé çàäà÷è Íåéìàíà îïðåäåëåíî ñ òî÷-
íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé, ïîýòîìó ïîäáåðåì ôóíêöèþ v òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû âûðàæåíèå (3.1.7) áûëî ðàâíî êîíñòàíòå. Âîçüìåì â
êà÷åñòâå ôóíêöèè v ðåøåíèå çàäà÷è{

∆v = 0, Q ∈ D,
∂v

∂nP

∣∣∣
S

= − 1

4π

∂

∂nP

1

rPM
+ C, P ∈ S. (3.1.8)

Êîíñòàíòà C â êðàåâîì óñëîâèè çàäà÷è (3.1.8) âûáèðàåòñÿ òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (3.1.3), êîòîðîå â
äàííîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä:∮

S

(
− 1

4π

∂

∂nP

1

rPM
+ C

)
dSP = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì

C · S0 =

∮
S

(
1

4π

∂

∂nP

1

rPM

)
dSP ,

ãäå S0 � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S. Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà (A.1.6),
çàïèñàííóþ äëÿ ôóíêöèè u ≡ 1:

1 = − 1

4π

∮
S

∂

∂nP

1

rPM
dSP .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

C = − 1

S0

.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M), Q ∈ D, M ∈ D,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ D,
íåïðåðûâíàÿ íà D äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D;
2)

∂

∂nP
G(P ,M)

∣∣∣
P∈S

= − 1

S0

äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D.
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Ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà
â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è

∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q,M ∈ D,

∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
S

= − 1

S0

, P ∈ S, M ∈ D.
(3.1.9)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëà-
ãàåìîãî, íå çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò òî÷êè Q, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò òî÷êè M . Ýòî ñëàãàåìîå ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ Ãðèíà áûëà ñèììåòðè÷íîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ∮

S

G(P ,M)dSP = 0, (3.1.10)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ Ãðèíà G(Q,M) [1].
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (3.1.1-3.1.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(M) =

∮
S

G(P ,M)f(P )dSP +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dVQ +A0, (3.1.11)

ãäå A0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

� 2. Âíåøíèå òðåõìåðíûå çàäà÷è Íåéìàíà

Êàê è â ñëó÷àå âíåøíèõ çàäà÷ Äèðèõëå, ïðè ïîñòàíîâêå âíåøíèõ
çàäà÷ Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå 2.2.1).

Ïóñòü De � äîïîëíåíèå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ ãðàíèöåé S äî
âñåãî ïðîñòðàíñòâà R3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

∆u = −F (M), M ∈ De, (3.2.1)
∂u

∂n

∣∣∣
S

= f(P ), P ∈ S, (3.2.2)

ãäå n � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè De íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè S, r =

√
x2 + y2 + z2 .

Îïðåäåëåíèå 3.2.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (3.2.1-3.2.2) ðåãóëÿðíóþ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèþ u(M), äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè De, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè De, óäîâëåòâîðÿþùóþ â êëàññè÷å-
ñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (3.2.1) â îáëàñòè De è ãðàíè÷íîìó óñëî-
âèþ (3.2.2).

Åñëè ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà, òî çàäà-
÷à (3.2.1-3.2.2) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé
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íåïðåðûâíîé íà ïîâåðõíîñòè S ôóíêöèè f(P ) è ëþáîé ôèíèòíîé
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè F (M) [1]. Òàêèì îáðàçîì,
â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ âíóòðåííåé òðåõìåðíîé çàäà÷è Íåéìàíà, äëÿ
âíåøíåé òðåõìåðíîé çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè íå
òðåáóåòñÿ.

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé âî âíåøíèõ îáëàñòÿõ
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû Ãðèíà. Ïîýòîìó ðåøåíèå çàäà÷è (3.2.1) ìîæíî
ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.1.4):

u(M) =

∮
S

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP−

−
∫
De

G(Q,M)∆u(Q)dVQ,

ãäå
G(Q,M) =

1

4πrQM
+ v,

à v � ïðîèçâîëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò âíóòðåííèõ çàäà÷ Íåéìàíà, ïðè ïîñòðî-
åíèè ðåøåíèÿ âíåøíèõ çàäà÷ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî òðåáîâàòü,

÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ
∂G(P ,M)

∂nP
îáðàùàëàñü â íîëü íà ãðàíèöå S, òàê êàê

íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íå òðåáóåòñÿ.
Îïðåäåëåíèå 3.2.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà
(3.2.1-3.2.2) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå áóäåì
íàçûâàòü ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M), Q ∈ De, M ∈ De,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ De, íåïðåðûâíàÿ íà De äëÿ êàæäîé òî÷êè
M ∈ De;

2)
∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
P∈S

= 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(Q,M) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q,M ∈ De,

∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
S

= 0, P ∈ S,M ∈ De,

G(Q,M)⇒ 0 íà áåñêîíå÷íîñòè.

(3.2.3)

Ôóíêöèÿ G(Q,M) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè òî÷åê
Q è M . Ðåøåíèå çàäà÷è (3.2.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

u(M) =

∮
S

G(P ,M)f(P )dSP +

∫
De

G(Q,M)F (Q)dVQ. (3.2.4)
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Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé
L â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Íåéìàíà:

∆u = −F (M), M ∈ D, (3.3.1)
∂u

∂n

∣∣∣
L

= f(P ), P ∈ L. (3.3.2)

Êàê è â ñëó÷àå òðåõìåðíîé çàäà÷è, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à
(3.3.1) ðàçðåøèìà òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

−
∫
D

F (M)dS =

∮
L

f(P )dl. (3.3.3)

Îïðåäåëåíèå 3.3.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (3.3.1)-(3.3.2) ôóíêöèþ u(M), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìóþ â îáëàñòè D, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè
D, óäîâëåòâîðÿþùóþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (3.3.1) â
îáëàñòè D è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.3.2).

Åñëè ãðàíèöà L îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ êðèâîé Ëÿïóíîâà, ôóíêöèÿ
f(P ) íåïðåðûâíîé, à ôóíêöèÿ F (M) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé,
òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.3.3) ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.2) ñó-
ùåñòâóåò, íî îíî íå åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääè-
òèâíîé ïîñòîÿííîé [1].

Êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.3.1)-(3.3.2)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

u(M) =

∮
L

(
G(P ,M)f(P )− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dlP+

+

∫
D

G(Q,M)F (Q)dSQ.

(3.3.4)

×åðåç G(Q,M) îáîçíà÷åíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå:

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rMQ
+ v,

ãäå v � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè S ôóíêöèÿ.
Â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.4) ñîäåðæèòñÿ ñëàãàåìîå∮

L

u(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dlP =

∮
L

u(P )

(
1

2π

∂

∂nP
ln

1

rPM
+

∂v

∂nP

)
dlP , (3.3.5)
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çíà÷åíèå êîòîðîãî íåèçâåñòíî, ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå L çàäàíî ëèøü
∂u

∂n
, à çíà÷åíèå u(P ) íå çàäàíî.
Êàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, ïîäáåðåì ôóíêöèþ v òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû âûðàæåíèå (3.3.5) áûëî ðàâíî êîíñòàíòå. Âîçüìåì â êà÷åñòâå
ôóíêöèè v(Q,M) ðåøåíèå çàäà÷è

∆
Q
v = 0, Q ∈ D,

∂v

∂nP

∣∣∣
L

= − 1

2π

∂

∂nP
ln

1

rPM
+ C, P ∈ L.

(3.3.6)

Êîíñòàíòà C â êðàåâîì óñëîâèè (3.3.6) âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (3.3.3), êîòîðîå â äàííîì
ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä:∮

L

(
− 1

2π

∂

∂nP
ln

1

rPM
+ C

)
dlP = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì

C · L0 =
1

2π

∮
L

∂

∂nP
ln

1

rPM
dlP , (3.3.7)

ãäå L0 � äëèíà êðèâîé L.
Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.7) ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ òðåòüþ
ôîðìóëó Ãðèíà (A.3.3), çàïèñàííóþ äëÿ ôóíêöèè u ≡ 1:

1 = − 1

2π

∮
L

∂

∂nP
ln

1

rPM
dlP .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

C = − 1

L0

.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M), Q ∈ D, M ∈ D,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ D,
íåïðåðûâíàÿ íà D äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D;
2)

∂

∂nP
G(P ,M)

∣∣∣
P∈L

= − 1

L0

äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D.
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Ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà
â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è

∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q,M ∈ D,

∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
L

= − 1

L0

, P ∈ L, M ∈ D.
(3.3.8)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëà-
ãàåìîãî, íå çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò òî÷êè Q, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò òî÷êè M . Ýòî ñëàãàåìîå ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ Ãðèíà áûëà ñèììåòðè÷íîé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ∮

L

G(P ,M)dlP = 0,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ Ãðèíà G(Q,M) [1].
Ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(M) =

∮
L

G(P ,M)f(P )dlP +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dSQ +A0, (3.3.9)

ãäå A0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Ïóñòü De � äîïîëíåíèå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ
ãëàäêîé ãðàíèöåé L äî âñåé ïëîñêîñòè R2. Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä:

∆u = −F (M), M ∈ De, (3.4.1)
∂u

∂n

∣∣∣
L

= f(P ), P ∈ L, (3.4.2)

|u| <∞, (3.4.3)

ãäå n � âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè De íîðìàëü ê ãðàíèöå L.
Îïðåäåëåíèå 3.4.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (3.4.1)-(3.4.3) ðåãóëÿðíóþ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèþ u(M), äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè De, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè De, óäîâëåòâîðÿþùóþ â êëàññè÷å-
ñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (3.4.1) â îáëàñòè De è ãðàíè÷íîìó óñëî-
âèþ (3.4.2).

Åñëè êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ êðèâîé Ëÿïóíîâà, ôóíêöèÿ F (M) ÿâëÿåòñÿ
ôèíèòíîé è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, à ôóíêöèÿ f(P ) íåïðå-
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ðûâíîé, òî çàäà÷à (3.4.1)-(3.4.3) èìååò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå òîëüêî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè∮

L

f(P )dlP = −
∫
De

F (M)dSM . (3.4.4)

Óñëîâèå (3.4.4) ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîé ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ íåîãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè De (ñì. (A.4.5)):∫

De

(v∆u− u∆v) dS =

∮
L

(
v
∂u

∂n
− u ∂v

∂n

)
dl,

çàïèñàííîé äëÿ ðåøåíèÿ u çàäà÷è (3.4.1) è ðåãóëÿðíîé íà áåñêîíå÷íî-
ñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå ôóíêöèè v = 1.
Çàìå÷àíèå 3.4.1 Ïðîâåñòè ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå âíåøíèõ
òðåõìåðíûõ çàäà÷ Íåéìàíà íåëüçÿ, òàê êàê ôîðìóëû Ãðèíà âî
âíåøíèõ îáëàñòÿõ ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ ðåãóëÿðíûõ íà áåñêîíå÷-
íîñòè ôóíêöèé, ê êîòîðûì ôóíêöèÿ v ≡ 1 â òðåõìåðíîì ñëó÷àå íå
îòíîñèòñÿ.

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âíåøíåé äâóìåðíîé çàäà÷è Íåéìàíà íå
åäèíñòâåííî, à îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé.

Ïóñòü óñëîâèå (3.4.4) âûïîëíåíî. Ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è (3.4.1)-
(3.4.3) â èíòåãðàëüíîì âèäå. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò O íàõîäèëîñü âíóòðè îáëàñòè D. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
− 1

2π
ln

1

rQO
+ v2, (3.4.5)

ãäå v2 � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè De ðåãóëÿðíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ G(Q,M) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíîå íà áåñêî-
íå÷íîñòè ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì
ñëó÷àå, òî åñòü{

∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q,M ∈ De,

|G(Q,M)| <∞ ïðè r
QM
→∞, M ∈ De.

(3.4.6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè F (M) â çàäà÷å (3.4.1) ïðè-
íàäëåæèò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D0 ⊂ De ⊂ R2. Òîãäà âíå îáëàñòè
D0 ðåøåíèå u(M) çàäà÷è (3.4.1) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, è
ïîýòîìó â ëþáîé òî÷êå M ∈ De äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2.5.6)
�5 ãëàâû 2:

u(M) =

∮
L

{
∂u(P )

∂nP
G(P ,M)− u(P )

∂

∂nP
G(P ,M)

}
dlP−

−
∫
De

∆u(Q)G(Q,M)dSQ.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ è êðàåâîãî
óñëîâèÿ çàäà÷è (3.4.1)-(3.4.3), ïîëó÷àåì

u(M) =

∮
L

(
f(P )G(P ,M)− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dlP+

+

∫
De

G(Q,M)F (Q)dSQ.

(3.4.7)

Ñëàãàåìîå ∮
L

u(P )
∂G(P ,M)

∂nP
dlP (3.4.8)

â âûðàæåíèè (3.4.7) íåèçâåñòíî. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå âíåøíåé äâóìåð-
íîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé, ïîäáåðåì ôóíêöèþ v2 â âûðàæåíèè (3.4.5)
äëÿ ôóíêöèè G(Q,M) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòî íåèçâåñòíîå ñëàãàåìîå
áûëî ðàâíî êîíñòàíòå. Åñëè ïîëîæèòü

∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
L

= C = const, (3.4.9)

òî èíòåãðàë (3.4.8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó. Ïîñòîÿííóþ C îïðå-
äåëèì èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q,M ∈ De,

|G(Q,M)| <∞ ïðè r
QM
→∞, M ∈ De.

∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
L

= C,

(3.4.10)

êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä: ∮
L

CdlP = −1. (3.4.11)

Èç ðàâåíñòâà (3.4.11) ïîëó÷àåì

C = − 1

L0

,

ãäå L0 � äëèíà êîíòóðà L.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ∈ De èìååì:

u(M) =

∮
L

G(P ,M)f(P )dlP +

∫
De

G(Q,M)F (Q)dVQ +A0, (3.4.12)

ãäå A0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.
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Îïðåäåëåíèå 3.4.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà
(3.4.1)-(3.4.3) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå áóäåì
íàçûâàòü ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M), Q ∈ De, M ∈ De,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ De,
íåïðåðûâíàÿ íà De äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De è èìåþùàÿ ëîãàðèô-
ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè;

2)
∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
P∈L

= − 1

L0

äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De, ãäå L0 � äëèíà

êðèâîé L;
3) G(Q,M) ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ôóíêöèÿ G(Q,M) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q,M ∈ De,

∂G(P ,M)

∂nP

∣∣∣
L

= − 1

L0

, P ∈ L, M ∈ De,

|G(Q,M)| <∞ ïðè r
QM
→∞, M ∈ De.

(3.4.13)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(Q,M) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, íå
çàâèñÿùåãî îò òî÷êè Q. Êàê è â ñëó÷àå âíóòðåííèõ äâóìåðíûõ çàäà÷,
ôóíêöèÿ Ãðèíà áóäåò ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè òî÷åê
M è Q, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ∮

L

G(P ,M)dlP = 0,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèþ Ãðèíà G(Q,M).

� 5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ Íåéìàíà
5.1. Ìåòîä çåðêàëüíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 3.5.1. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà â âåðõíåì
ïîëóïðîñòðàíñòâå.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(M ,M0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∆MG(M ,M0) = −δ(M ,M0), x, y ∈ (−∞,+∞), z ∈ (0,+∞),

∂G(P ,M0)

∂nP

∣∣∣
z=0

= 0, x, y ∈ (−∞,+∞),

G(M ,M0) ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè,
(3.5.1)
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ãäå òî÷êà íàáëþäåíèÿ M èìååò êîîðäèíàòû (x, y, z), à òî÷êà èñòî÷íèêà
M0 � êîîðäèíàòû (x0, y0, z0).

Ïóñòü òî÷êà M1 ñèììåòðè÷íà òî÷êå M0 îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
z = 0. Ôóíêöèÿ

G(M ,M0) =
1

4π

(
1

rMM
0

+
1

rMM1

)
=

=
1

4π

 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

+

+
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2

 ,

(3.5.2)

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñóììó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà è ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè v =
1

4πrMM1

, óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ (3.5.1) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.5.1) è ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé íà
áåñêîíå÷íîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ G(M ,M0) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-
åé Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå.
Çàìå÷àíèå 3.5.1 Ïîÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîñòðîåííîé ôóíêöèè
Ãðèíà íà ïðèìåðå çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì òî÷å÷íîì èñòî÷íèêå
òåïëà. Ïóñòü ïëîñêîñòü z = 0 ÿâëÿåòñÿ òåïëîèçîëèðîâàííîé, òî
åñòü ïîòîê òåïëà ÷åðåç íåå îòñóòñòâóåò. Ïîìåñòèì òî÷å÷íûé
èñòî÷íèê òåïëà â òî÷êó M0 âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ôîðìàëü-
íî äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïîòîêà òåïëà ÷åðåç ãðàíèöó ìîæíî,
ïîìåñòèâ â ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó M1 ôèêòèâíûé èñòî÷íèê òåïëà
òîé æå ìîùíîñòè.

Ïðèìåð 3.5.2. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû îò ñòà-
öèîíàðíîãî èñòî÷íèêà ìîùíîñòè q, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå
M0(x0, y0, z0) âíóòðè ñëîÿ 0 < z < l, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïëîñêîñòü z = 0
ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, à ïëîñêîñòü z = l íå
ïðîïóñêàåò òåïëî.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ïóñòü M(x, y, z) � òî÷êà íàáëþäåíèÿ (ðèñ. 3.5.1). Èñêîìîå
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∆u = −q · δ(M ,M0), x, y ∈ (−∞,+∞), z ∈ (0, l),

u|z=0 = 0,

∂u

∂z

∣∣∣
z=l

= 0,

(3.5.3)

è èìååò âèä u =
q

rMM
0

+ v(M ,M0), ãäå v(M ,M0) � ãàðìîíè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ M , çàâèñÿùàÿ îò M0 êàê îò ïàðàìåòðà.
Íàéäåì ôóíêöèþ v, ïîñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæàÿ òî÷å÷íûé èñòî÷-

íèê òåïëà â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è z = l, òàê ÷òîáû íà êàæäîì øàãå òî÷íî
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Ðèñ. 3.5.1.

âûïîëíÿëîñü êðàåâîå óñëîâèå ïðè z = 0 èëè z = l.
Øàã 1. Äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Äèðèõëå ïðè z = 0 ìîæíî, äî-
áàâëÿÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 ôèêòèâíûé èñòî÷-
íèê, ìîùíîñòü êîòîðîãî ïî ìîäóëþ ðàâíà, íî ïî çíàêó ïðîòèâîïîëîæíà
èñõîäíîìó. Áóäåì äàëåå íàçûâàòü åãî ñòîêîì òåïëà. Ïîñêîëüêó ñòîê
îêàçûâàåòñÿ âíå ñëîÿ z ∈ [0, l], òî ôóíêöèÿ

u0 = q

(
1

r0
− 1

r′0

)
,

ãäå

r0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 ,

r′0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2 ,

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.5.3) â îáëàñòè x, y ∈ (−∞,+∞), z ∈ (0, l)

è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u0 = 0 ïðè z = 0. Îäíàêî óñëîâèå
∂u0
∂z

= 0 ïðè
z = l íå âûïîëíÿåòñÿ.
Øàã 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Íåéìàíà
ïðè z = l, äîñòàòî÷íî îòîáðàçèòü èñòî÷íèêè (èñõîäíûé â òî÷êå
M0(x0, y0, z0) è ôèêòèâíûé â òî÷êå M ′

0
(x0, y0,−z0)) ñèììåòðè÷íî îòíî-

ñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = l, íå ìåíÿÿ èõ çíàêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ñèñòåìó èç äâóõ èñòî÷íèêîâ è äâóõ ñòîêîâ. Ôóíêöèÿ

u1 = q

(
1

r0
− 1

r′0

)
− q

(
1

r1
− 1

r′1

)
,
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ãäå

r1 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2l + z0))2 ,

r′1 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2l − z0))2 ,

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.5.3), ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
∂u1
∂z

= 0 ïðè z =

= l, íî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè z = 0.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðÿÿ îòîáðàæåíèÿ, òàê ÷òî ïðè îòðàæåíèè

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 çíàêè èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ìåíÿþòñÿ
íà ïðîòèâîïîëîæíûå, à ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = l
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

u = q
+∞∑

n=−∞
(−1)n

(
1

rn
− 1

r′n

)
, (3.5.4)

ãäå

rn =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2ln+ z0))2 ,

r′n =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − (2ln− z0))2 .

Àáñîëþòíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (3.5.4) äîêàçûâàåòñÿ òàê-
æå, êàê è â ïðèìåðå 2.3.5.. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä (3.5.4)
ìîæíî äâàæäû äèôôåðåíöèðîâàòü. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè z = 0 è
z = l òàêæå îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè, òàê êàê íà êàæäîì øàãå
îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî, à îøèáêà â äðóãîì

ãðàíè÷íîì óñëîâèè óáûâàåò êàê
1

n2
.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 3.5.3. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íèæíåì ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå, ñîçäàâàåìîå òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, ïîìåùåííûì
â òî÷êó (1, 2,−3), åñëè ïëîñêîñòü z = 0 òåïëîèçîëèðîâàíà.
Çàäà÷à 3.5.4. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â âåðõíåì ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå z > 0, åñëè ïîòîê òåïëà ÷åðåç ïëîñêîñòü z = 0

çàäàåòñÿ ôóíêöèåé f(x, y), òàêîé ÷òî f(x, y) = O

(
1√

x2 + y2

)
ïðè√

x2 + y2 →∞.

Çàäà÷à 3.5.5. Çàïèøèòå ôîðìóëó äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû
â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0, åñëè â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè D âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ðàñïîëîëîæåíû èñòî÷íèêè
òåïëà ñ ïëîòíîñòüþ Q(M), à ïëîñêîñòü z = 0 òåïëîèçîëèðîâàíà.

Çàäà÷à 3.5.6. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ñîçäàâàåìîå
îòðåçêîì äëèíû l áåñêîíå÷íî òîíêîé ðàâíîìåðíî íàãðåòîé íèòè ñ
ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ òåïëà q, ïîìåùåííûì íàä òåï-
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ëîèçîëèðîâàííîé ïëîñêîñòüþ. Îòðåçîê ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ
óãîë α. Ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè äî áëèæàéøåé ê íåé òî÷êè îò-
ðåçêà ðàâíî h.
Çàäà÷à 3.5.7. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ñîçäàâàåìîå
îòðåçêîì äëèíû l áåñêîíå÷íî òîíêîé ðàâíîìåðíî íàãðåòîé íèòè
ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ òåïëà q, ïîìåùåííûì íàä
òåïëîèçîëèðîâàííîé ïëîñêîñòüþ. Îòðåçîê ðàñïîëîæåí ïàðàëëåëüíî
ïëîñêîñòè íà ðàññòîÿíèè h îò íåå.
Çàäà÷à 3.5.8. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ñîçäàâàåìîå
îòðåçêîì äëèíû l áåñêîíå÷íî òîíêîé ðàâíîìåðíî íàãðåòîé íèòè ñ
ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ òåïëà q, ïîìåùåííûì íàä òåï-
ëîèçîëèðîâàííîé ïëîñêîñòüþ. Îòðåçîê ðàñïîëîæåí ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè äî áëèæàéøåé ê íåé òî÷êè
îòðåçêà ðàâíî h.
Çàäà÷à 3.5.9. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû îò ñòàöèîíàð-
íîãî èñòî÷íèêà ìîùíîñòè q, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå M0(x0, y0, z0)
âíóòðè ñëîÿ 0 < z < l, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïëîñêîñòè z = 0 è z = l íå
ïðîïóñêàþò òåïëî.

Çàäà÷à 3.5.10. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ñîçäàâàåìîå
òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, ïîìåùåííûì âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà âåëè-
÷èíû

π

2
â òî÷êå M0, åñëè îäíà ãðàíü óãëà ψ = 0 ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè

íóëåâîé òåìïåðàòóðå, à âòîðàÿ åãî ãðàíü ψ =
π

2
òåïëîèçîëèðîâàíà.

Óãëîâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè M0 ðàâíà
π

8
, ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà

ðàâíà r0.
Çàäà÷à 3.5.11. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè
y > 0, z > 0, x ∈ (−∞,+∞), ñîçäàâàåìîå èñòî÷íèêàìè, ðàñïîëî-
æåííûìè ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ q âäîëü îòðåçêà äëèíû l. Êîíöû
îòðåçêà èìåþò êîîðäèíàòû (x0, y0, z0), (x0, y0 + l, z0), x0, y0, z0 > 0.
Ãðàíèöà z = 0 ïîääåðæèâàåòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, à ãðàíèöà
y = 0 òåïëîèçîëèðîâàíà.

5.2. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 3.5.12. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà âíóòðåííåé çàäà÷è Íåé-
ìàíà äëÿ øàðà ðàäèóñà a.
ÐÅØÅÍÈÅ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ãðèíà G(M ,M0),
ïðåæäå âñåãî âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé áóäåò íàèáîëåå
óäîáíî ðåøàòü çàäà÷ó. Íàïðàâèì îñü Oz, îò êîòîðîé îòñ÷èòûâàåòñÿ
óãîë θ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òàê, ÷òîáû îíà ïðîõîäèëà ÷åðåç
òî÷êó èñòî÷íèêà M0. Òîãäà òî÷êè M è M0 áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû

M(r, θ,ψ) è M0(r0, 0, 0),

à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè

r
MM

0
=
√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos θ .
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Ôóíêöèÿ Ãðèíà ïðåäñòàâèìà â âèäå:

G(M ,M0) =
1

4π

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos θ

+ v,

ãäå v åñòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:
∆v = 0, r ∈ (0, a), θ ∈ (0,π), ψ ∈ [0, 2π],

∂v

∂r

∣∣∣
r=a

= − 1

4πa2
− 1

4π

∂

∂r

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos θ

∣∣∣∣∣∣
r=a

,

|v|r=0 <∞.

(3.5.5)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (3.5.5) íå çàâèñèò îò óãëà ψ è ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå [2]:

v = A0 +

∞∑
n=1

An
rn

nan−1
Pn(cos θ). (3.5.6)

Ðàçëîæèì âûðàæåíèå

1

4π

∂

∂r

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos θ

(3.5.7)

â ãðàíè÷íîì óñëîâèè çàäà÷è â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà.
Ïîñêîëüêó r0 < a, à âûðàæåíèå (3.5.7) íàì íóæíî ïðè r = a, òî, íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, åãî ìîæíî ñíà÷àëà ïîëó÷èòü äëÿ r0 < r 6 a.
Ðàññìîòðèì

1

rMM
0

=
1√

r2 + r2
0
− 2rr0 cos θ

=
1

r

1√
1 + (r0/r)2 − 2(r0/r) cos θ

=

=
1

r

∞∑
n=0

(
r0
r

)n
Pn(cos θ).

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïî-
ëèíîìîâ Ëåæàíäðà è òåì, ÷òî

r0
r
< 1. Èòàê, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

− 1

4πa2
− 1

4π

∂

∂r

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos θ

∣∣∣∣∣∣
r=a

=

= − 1

4πa2
+

1

4π

∞∑
n=0

rn0 (n+ 1)

an+2
Pn(cos θ) =

1

4π

∞∑
n=1

rn0 (n+ 1)

an+2
Pn(cos θ).
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.5.6) â ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ïîëó÷èì

∞∑
n=1

AnPn(cos θ) =
1

4π

∞∑
n=1

rn0 (n+ 1)

an+2
Pn(cos θ),

îòêóäà íàõîäèì

An =
1

4πa2
(n+ 1)

(
r0
a

)n
, n = 1, 2, ...

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ v èìååò âèä:

v = A0 +

∞∑
n=1

1

4πa

n+ 1

n

(
r0r

a2

)n
Pn(cos θ) =

= A0 +
1

4πa

∞∑
n=1

(
r0r

a2

)n
Pn(cos θ) +

1

4πa

∞∑
n=1

1

n

(
r0r

a2

)n
Pn(cos θ),

ãäå A0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå r1 = a2/r0 è
ïðîñóììèðóåì ïåðâûé èç ðÿäîâ:

∞∑
n=1

(
r0r

a2

)n
Pn(cos θ) =

∞∑
n=1

(
r

r1

)n
Pn(cos θ) =

=
1√

1− 2
r

r1
cos θ +

(
r

r1

)2

− 1 =

=
a2

r0

1√
r2
1

+ r2 − 2rr1 cos θ
− 1 =

a2

r0

1

rMM1

− 1,

ãäå M1(r1, 0, 0) � òî÷êà, ñîïðÿæåííàÿ òî÷êå M0 îòíîñèòåëüíî ñôåðû,
òî åñòü òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ëó÷å OM0, òàêàÿ ÷òî r1 · r0 = a2.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (Á.0.9) ïðèëîæåíèÿ, ïðîñóììèðóåì âòîðîé ðÿä
â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè v:

∞∑
n=1

1

n

(
r0r

a2

)n
Pn(cos θ) =

= − ln
1

2

{
1− r0r

a2
cos θ +

√
1− 2

r

r1
cos θ +

r2

r21

}
=

= − ln
1

2

{
1− r0r

a2
cos θ +

r0

a2
r
MM1

}
= ln

2a2

a2 − rr0 cos θ + r0rMM1

.

4 À.Í. Áîãîëþáîâ, Í.Ò. Ëåâàøîâà, È.Å. Ìîãèëåâñêèé, Þ.Â. Ìóõàðòîâà, Í.Å. Øàïêèíà
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Ñëåäîâàòåëüíî, â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ôóíêöèÿ Ãðèíà âíóò-
ðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ øàðà èìååò âèä:

G(M ,M0) =
1

4π

(
1

rMM
0

+
a

r0

1

rMM1

+
1

a
ln

2a2

a2 − rr0 cos θ + r0rMM1

)
+A,

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò îðèåíòèðîâàíà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî

òî÷êè M è M0 èìåþò êîîðäèíàòû

M(r, θ,ψ) è M0(r0, θ0,ψ0),

à ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

G(M ,M0) =
1

4π

(
1

rMM
0

+
a

r0

1

rMM1

+

+
1

a
ln

2a2

a2 − rr0 cos γ + r0rMM1

)
+A(M0),

(3.5.8)

ãäå M1(a
2/r0, θ0,ψ0) � òî÷êà, ñîïðÿæåííàÿ îòíîñèòåëüíî ñôåðû ðàäè-

óñà a òî÷êå M0, γ � óãîë ìåæäó ëó÷àìè OM è OM0,

cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ψ − ψ0),

à A(M0) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òî÷êè M0, íå çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè
M .
Ïðèìåð 3.5.13. Ñ ïîìîùüþ íàéäåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ôóíê-
öèè Ãðèíà ïîñòðîéòå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà

∆u = 0, r ∈ (0, a), θ ∈ (0,π), ψ ∈ [0, 2π],
∂u

∂r

∣∣∣
r=a

= f(θ,ψ),

|u|r=0 < +∞

â øàðå ðàäèóñà a, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

2π∫
0

π∫
0

f(θ,ψ) sin θdθdψ = 0.

ÐÅØÅÍÈÅ. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà (3.5.8) ðåøåíèå çàäà÷è â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M0(r0, θ0,ψ0), ïðèíàäëåæàùåé ðàññìîòðèâàåìîìó
øàðó, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

u(r0, θ0,ψ0) =

2π∫
0

π∫
0

G(a, θ,ψ; r0, θ0,ψ0)f(θ,ψ)a2 sin θdθdϕ+ C,
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ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé òî÷êè P íà
ïîâåðõíîñòè øàðà

r
PM1

=
a

r0
r
PM

0

ãäå

r
PM

0
=
√
a2 + r2

0
− 2ar0 cos γ ,

cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ψ − ψ0),

M0 è M1 � òî÷êè, ñîïðÿæåííûå îòíîñèòåëüíî ñôåðû ðàäèóñà a (ñì.
ïðèìåð 2.3.7.), òî

G(P ,M0)|r=a =
1

4π

(
2

rPM
0

+
1

a
ln

2a2

a2 − ar0 cos γ + r0rPM1

)
+A(M0) =

=
1

4π

(
2

rPM
0

+
1

a
ln

2a

a− r0 cos γ + rPM
0

)
+A(M0) =

=
1

4π

(
2

rPM
0

− 1

a
ln
(
a− r0 cos γ + r

PM
0

))
+ Ã(M0).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u(r0, θ0,ϕ0) =
a2

4π

2π∫
0

π∫
0

 2√
a2 + r2

0
− 2ar0 cos γ

−

−1
a

ln
(
a− r0 cos γ +

√
a2 + r2

0
− 2ar0 cos γ

))
f(θ,ψ) sin θdθdψ + C.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Íåéìàíà.
Ïðèìåð 3.5.14. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà âíóòðåííåé çàäà÷è Íåé-
ìàíà äëÿ êðóãà.
ÐÅØÅÍÈÅ. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∆
M
G(M ,M0) = −δ(M ,M0), r ∈ (0, a), ψ ∈ [0, 2π],

∂G

∂r

∣∣∣
r=a

= − 1

2πa

(3.5.9)

è èìååò âèä:
G(M ,M0) =

1

2π
ln

1

rMM
0

+ v(M ,M0),

ãäå 
∆
M
v = 0, r ∈ (0, a), ψ ∈ [0, 2π],

∂v

∂r

∣∣∣
r=a

= − 1

2πa
− 1

2π

∂

∂r
ln

1

rMM
0

∣∣∣∣
r=a

,

|v|r=0 <∞.

(3.5.10)

4*
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Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà M0 ëåæàëà
íà ïîëÿðíîé îñè. Òîãäà

r
MM

0
=
√
r2 + r2

0
− 2rr0 cosψ ,

− 1

2π

∂

∂r
ln

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cosψ

=
1

2π

∂

∂r
ln
√
r2 + r2

0
− 2rr0 cosψ =

=
1

2π
· r − r0 cosψ

r2 + r20 − 2rr0 cosψ
.

Òàêèì îáðàçîì, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðà-
íè÷íîìó óñëîâèþ:

∂v

∂r

∣∣∣
r=a

=
1

2π
· a− r0 cosψ

a2 + r20 − 2ar0 cosψ
− 1

2πa
, r0 < a.

Íà îñíîâàíèè ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì [2]:

v = A0 +

∞∑
n=1

rn

nan−1
(An cosnψ +Bn sinnψ) .

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû An è Bn íàéäåì èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
çàäà÷è (3.5.10):

∞∑
n=1

(An cosnψ +Bn sinnψ) =
1

2πa

(
1− (r0/a) cosψ

1 + (r0/a)2 − 2(r0/a) cosψ
− 1

)
.

(3.5.11)
Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî
ñèñòåìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

∞∑
n=0

tneinψ =
1

1− teiψ
=

1− te−iψ

1 + t2 − 2t cosψ
. (3.5.12)

Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëîæèâ t = r0/a:

∞∑
n=0

(
r0
a

)n
cosnψ =

1− (r0/a) cosψ

1 + (r0/a)2 − 2(r0/a) cosψ
. (3.5.13)

Èñïîëüçóÿ (3.5.13), ìû ìîæåì çàïèñàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.5.11) â
âèäå:

∞∑
n=1

(An cosnψ +Bn sinnψ) =
1

2πa

∞∑
n=1

(
r0
a

)n
cosnψ.
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Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, íàõîäèì

An =
1

2πa

(
r0
a

)n
, Bn = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî

v = A0 +
1

2π

∞∑
n=1

(r0r)
n

na2n
cosnψ. (3.5.14)

Ïîëó÷åííûé ðÿä ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì t =
r0r

a2
è

ðàññìîòðèì ìíèìóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.5.12):
∞∑
n=1

tn sinnψ =
t sinψ

1 + t2 − 2t cosψ
,

îòêóäà â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ψ ïîëó÷àåì

−
∞∑
n=1

tn cosnψ

n
=

∫
t sinψ

1 + t2 − 2t cosψ
dψ =

1

2
ln
(
1 + t2 − 2t cosψ

)
+ C.

Ïîëîæèâ t = 0, íàõîäèì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ C = 0, è îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì:

∞∑
n=1

tn cosnψ

n
= −1

2
ln
(
1 + t2 − 2t cosψ

)
= ln

1√
1 + t2 − 2t cosψ

.

(3.5.15)
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìóþ ôóíêöèþ v â (3.5.14), âçÿâ â (3.5.15) t =

r0r

a2
,

ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

v = A0 +
1

2π
ln

1√
1 +

(
r0r

a2

)2
− 2

r0r

a2
cosψ

=

= A0 +
1

2π
ln
a2

r0

1√
a4

r2
0

+ r2 − 2
ra2

r0
cosψ

.

Îáîçíà÷èì r1 = a2/r0 ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè
M1(r1, 0), ñîïðÿæåííîé òî÷êå M0(r0, 0) îòíîñèòåëüíî êðóãà. Òîãäà

v = A0 +
1

2π
ln a+

1

2π
ln

a

r0 · rMM1

.

Òàê êàê
1

2π
ln a � êîíñòàíòà, òî åå ìîæíî îáúåäèíèòü ñ A0, è çàïèñàòü

ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå:

G(M ,M0) =
1

2π

(
ln

1

rMM
0

+ ln
a

r0

1

rMM1

)
+A0.
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Ïðèìåð 3.5.15. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà âíå êðóãà
ðàäèóñà a.
ÐÅØÅÍÈÅ. Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû è äëÿ óäîáñòâà íàïðàâèì
ïîëÿðíóþ îñü òàê, ÷òîáû åé ïðèíàäëåæàëà òî÷êà èñòî÷íèêà M0. Òîãäà
M0 è òî÷êà íàáëþäåíèÿ M èìåþò êîîðäèíàòû M0(r0, 0) è M(r,ψ), è
ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä:

G(r,ψ; r0) =
1

2π
ln

1√
r2 + r2

0
− 2r0r cosψ

− 1

2π
ln

1

r
+ v(r,ψ),

ãäå 

∆v = 0, r > a,ψ ∈ [0, 2π],

∂v

∂r

∣∣∣
r=a

= − 1

2π

∂

∂r
ln

1√
r2 + r2

0
− 2r0r cosψ

∣∣∣∣∣∣
r=a

+

+
1

2π

d

dr
ln

1

r

∣∣∣
r=a

+
1

2πa
,

|v| <∞.

(3.5.16)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Òàê êàê
r0 > a, à âûðàæåíèå

1

2π

∂

∂r
ln

1√
r2 + r2

0
− 2r0r cosψ

â ãðàíè÷íîì óñëîâèè íàñ èíòåðåñóåò ïðè r = a, òî, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü ýòî âûðàæåíèå ïðè a 6 r < r0,
à ïîòîì ïîëîæèòü r ðàâíûì a. Ïðè r < r0

ln
1√

r2 + r2
0
− 2r0r cosψ

= ln
1

r0
− 1

2
ln

(
1 +

(
r

r0

)2
− 2

r

r0
cosψ

)
=

= ln
1

r0
+

∞∑
n=1

(
r

r0

)n cosnψ

n
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ v äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∂v

∂r

∣∣∣
r=a

= − 1

2π

∞∑
n=1

an−1

rn0
cosnψ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (3.5.16) ìîæíî èñêàòü â âèäå

v = A0 +

∞∑
n=1

An
rn

cosnψ.
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Íàéäåì êîýôôèöèåíòû An èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ:

An =
a2n

2πnrn0
, n = 1, 2, ...

Êîýôôèöèåíò A0 îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Èòàê, ôóíêöèÿ v èìååò
âèä:

v = A0 +
1

2π

∞∑
n=1

(
a2

rr0

)n
cosnψ

n
= A0 +

1

2π

∞∑
n=1

(
r1
r

)n cosnψ

n
=

= A0 +
1

2π
ln

1√
r2 + r2

1
− 2rr1 cosψ

− 1

2π
ln

1

r
, r1 =

a2

r0
.

Îáîçíà÷èì M1(r1, 0) òî÷êó, ñîïðÿæåííóþ òî÷êå M0 îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà

v = A0 +
1

2π
ln

1

rMM1

− 1

2π
ln

1

rMO
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà
âíå êðóãà ðàäèóñà a èìååò âèä

G(M ,M0) = A0 +
1

2π
ln

1

rMM
0

+
1

2π
ln

1

rMM1

− 1

π
ln

1

rMO
.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 3.5.16. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïðîñòðàí-
ñòâå, ñîçäàâàåìîãî òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ìîùíîñòè q, ïîìåùåí-
íûì â òî÷êó M0 âíå òåïëîèçîëèðîâàííîãî øàðà ðàäèóñà R.
Çàäà÷à 3.5.17. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â
øàðîâîì ñëîå a < r < b, åñëè íà ãðàíèöå r = a çàäàíî óñëîâèå
Äèðèõëå, à íà ãðàíèöå r = b çàäàíî óñëîâèå Íåéìàíà.
Çàäà÷à 3.5.18. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â
êîëüöå a < r < b, åñëè íà ãðàíèöå r = a çàäàíî óñëîâèå Íåéìàíà, à
íà ãðàíèöå r = b çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå.
Çàäà÷à 3.5.19. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà âíå øàðà ðàäèóñà a.
Çàäà÷à 3.5.20. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà âíå øàðà çàïèøèòå ðå-
øåíèå çàäà÷è Íåéìàíà:

∆u = 0, r > a, θ ∈ (0,π),ϕ ∈ [0, 2π],
∂u

∂r

∣∣∣
r=a

= f(θ,ϕ),

u⇒ 0, r →∞

â êâàäðàòóðàõ.
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Çàäà÷à 3.5.21. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ êðóãà çàïèøèòå ðå-
øåíèå çàäà÷è Íåéìàíà:

∆u = 0, r ∈ (0, a), ϕ ∈ [0, 2π],
∂u

∂r

∣∣∣
r=a

= f(ϕ),

|u||r=0 <∞

â êâàäðàòóðàõ.
Çàäà÷à 3.5.22. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà âíå êðóãà çàïèøèòå ðå-
øåíèå çàäà÷è Íåéìàíà:

∆u = 0, r > a, ϕ ∈ [0, 2π],
∂u

∂r

∣∣∣
r=a

= f(ϕ),

|u| <∞

â êâàäðàòóðàõ.
Çàäà÷à 3.5.23. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, ñîçäàâàåìîå
áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, ïî-
òîê òåïëà ÷åðåç êîòîðóþ ðàâåí

V =
sinψ − cosψ

(2 + cosψ + sinψ)2
.

Ñîâåò. Âîñïîëüçóéòåñü ôóíêöèåé Ãðèíà äëÿ êðóãà. Ïðîèíòåãðèðóé-
òå ïî ÷àñòÿì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, à çàòåì èñïîëüçóéòå çàìåíó
ïåðåìåííûõ z = eiψ. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî îòðåçêó [0, 2π] ïåðåéäåò
â èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-
ñëåäíåãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóéòåñü òåîðèåé âû÷åòîâ.

5.3. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-
öèÿì.

Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà G(Q,M) çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D òðåõìåðíîãî èëè äâó-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ çàìêíóòîé ãðàíèöåé S â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ{

∆vk = −λkvk, M ∈ D,
∂vk
∂n

∣∣∣
S

= 0. (3.5.17)

Çàäà÷à (3.5.17), êàê èçâåñòíî [14, 15], ðàâíîñèëüíà èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ

vk(M) = λk

∫
D

G(Q,M)vk(Q)dVQ +
1

S0

∫
S

vk(P )dSP . (3.5.18)
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Ñèñòåìà {vn}∞0 ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (3.5.17) ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå L2(D). Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íîðìèðîâàíà íà åäèíè-
öó. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (3.5.17) èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0 = 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íîðìèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

v0 =
1√
V0
, ãäå V0 � îáúåì îáëàñòè D.

Ñîãëàñíî òåîðåìå (2.3.1), ïîñêîëüêó ‖G(Q,M)‖ <∞ (ñì. ïàðàãðà-
ôû 3.2 è 6.2 ãëàâû 2), äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(D) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî∫

D

G(Q,M)f(Q)dVQ =

∫
D

∞∑
n,k=0

gnkvn(M)vk(Q)f(Q)dVQ, (3.5.19)

ãäå

gnk =

∫
D

∫
D

G(Q′,M ′)vn(M ′)vk(Q′)dVQ′dVM ′ .

Ðàâåíñòâî (3.5.19) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà äâóõ ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâà L2(D).

Óïðîñòèì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ gnk, ïîëüçóÿñü îðòîãî-
íàëüíîñòüþ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ðàâåíñòâîì (3.5.18). Åñëè k 6= 0,
òî ∫

D

G(Q′,M ′)vk(Q′)dVQ′ =
1

λk
vk(M ′)− 1

S0λk

∮
S

vk(P )dSP .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k 6= 0

gnk =
1

λk

∫
D

vk(M ′)vn(M ′)dVM ′ −
1

S0λk

∫
D

vn(M ′)dVM ′

∮
S

vk(P )dSP .

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì

gnk =
1

λk
δnk, n 6= 0;

g0k = −
√
V0

S0λk

∮
S

vk(P )dSP .

Åñëè æå k = 0, òî∫
D

G(Q′,M ′)v0(Q
′)dVQ′ =

1√
V0

∫
D

G(Q′,M ′)dVQ′ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

gn0 =
1√
V0

∫
D

∫
D

G(Q′,M ′)vn(M ′)dVQ′dVM ′ .
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Åñëè n 6= 0, òî èç (3.5.18) ïîëó÷àåì

gn0 =
1√
V0 λn

∫
D

vn(Q′)dVQ′ −
1√

V0 λnS0

∫
D

∮
S

vn(P )dSP dVQ′ =

= −
√
V0

S0λn

∮
S

vn(P )dSP .

Ïðè n = 0

g00 =
1

V0

∫
D

∫
D

G(Q′,M ′)dVQ′dVM ′ = const.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ gnk â ðàâåíñòâî
(3.5.19), íàõîäèì

∫
D

G(Q,M)f(Q)dVQ =

∫
D

 1

V 2

0

∫
D

∫
D

G(Q′,M ′)dVQ′dVM ′+

+

∞∑
n=1

vn(M)vn(Q)

λn
−
√
V0
S0

∞∑
k=1

vk(Q)

λk
√
V0

∮
S

vk(P )dSP−

−
√
V0
S0

∞∑
n=1

vn(M)

λn
√
V0

∮
S

vn(P )dSP

 f(Q)dVQ.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

G(Q,M) =

∞∑
n=1

vn(M)vn(Q)

λn
− 1

S0

∞∑
n=1

vn(M) + vn(Q)

λn

∮
S

vn(P )dSP + C,

(3.5.20)
ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ðÿä (3.5.20) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå
ïðîñòðàíñòâà L2(D × D). Ðàâåíñòâî (3.5.20) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê
ðàâåíñòâî äâóõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L2(D ×D).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó{
∆u = −F (M), M ∈ D,
∂u

∂n

∣∣∣
S

= f(P ), P ∈ S. (3.5.21)

Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèå åå ðàçðåøèìîñòè èìååò âèä

−
∫
D

F (M)dVM =

∮
f(P )dSP .
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Ïîêàæåì, ÷òî â èíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå

Ĝ(Q,M) =

∞∑
n=1

vn(Q)vn(M)

λn
(3.5.22)

ôóíêöèè Ãðèíà (3.5.20), à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äàäóò àääèòèâíóþ ïîñòîÿííóþ. Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ
Ãðèíà (3.5.20) â âûðàæåíèå

u(M) =

∮
S

G(P ′,M)f(P ′)dSP ′ +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dVQ +A0,

ïîëó÷àåì

u(M) =

∮
S

f(P ′)


∞∑
n=1

vn(P ′)vn(M)

λn
−

− 1

S0

∞∑
n=1

(
vn(P ′) + vn(M)

)
λn

∮
S

vn(P )dSP + C

 dSP ′+

+

∫
D

F (Q)


∞∑
n=1

vn(Q)vn(M)

λn
−

− 1

S0

∞∑
n=1

(vn(Q) + vn(M))

λn

∮
S

vn(P )dSP + C

 dVQ +A0.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå

1

S0

∮
S

f(P ′)

∞∑
n=1

vn(P ′)

λn

∮
S

vn(P )dSP dSP ′+

+
1

S0

∫
D

F (Q)

∞∑
n=1

vn(Q)

λn

∮
S

vn(P )dSP dVQ = const,

à â ñèëó óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè

1

S0

∮
S

f(P ′)


∞∑
n=1

vn(M)

λn

∮
S

vn(P )dSP

 dSP ′+

+
1

S0

∫
D

F (Q)


∞∑
n=1

vn(M)

λn

∮
S

vn(P )dSP

 dVQ =
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=
1

S0

∞∑
n=1

vn(M)

λn

∮
S

vn(P )dSP

∮
S

f(P ′)dP ′ +

∫
D

F (Q)dVQ


︸ ︷︷ ︸

=0

= 0.

Èòàê, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5.21) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

u(M) =

∮
S

f(P ′)Ĝ(P ′,M)dSP ′ +

∫
D

F (Q)Ĝ(Q,M)dVQ + Ã0. (3.5.23)

Ïðèìåð 3.5.24. Ðåøèòå êðàåâóþ çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà â ïðÿìîóãîëüíèêå

∆u = 0, x ∈ (0, a), y ∈ (0, b),

∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣
x=a

= a,

∂u

∂y

∣∣∣
y=0

= b,
∂u

∂y

∣∣∣
y=b

= 0.

ÐÅØÅÍÈÅ. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.5.23). Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî
íàéäåì Ĝ(M ,M0), ãäå òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû (x, y), à òî÷êà M0

êîîðäèíàòû (x′, y′). Äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëó÷àåì:

Ĝ(x, y;x′, y′) =
2

ab

∞∑
m=1

cos
πmx

a
cos

πmx′

a(
πm

a

)2 +
2

ab

∞∑
n=1

cos
πny

b
cos

πny′

b(
πn

b

)2 +

+
4

ab

∞∑
m,n=1

cos
πmx

a
cos

πny

b
cos

πmx′

a
cos

πny′

b(
πm

a

)2
+
(
πn

b

)2 .

Ãðàíèöåé îáëàñòè D â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå îòðåçêà ïðÿìûõ,
íà äâóõ èç êîòîðûõ çàäàíû íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ

Ĝ(x, y;x′, y′) â ôîðìóëó (3.5.23) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∂u

∂n

∣∣∣
y=0

= − ∂u

∂y

∣∣∣
y=0

,

ïîëó÷èì

u(x, y) = −
a∫
0

bĜ(x, y;x′, 0)dx′ +

b∫
0

aĜ(x, y; a, y′)dy′ +A0 =

= −b · 2
ab

a∫
0

∞∑
n=1

cos
πny

b(
πn

b

)2 dx′ + a · 2
ab

b∫
0

∞∑
m=1

(−1)m cos
πmx

a(
πm

a

)2 dy′ +A0 =
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= −2
∞∑
n=1

cos
πny

b(
πn

b

)2 + 2
∞∑
m=1

(−1)m cos
πmx

a(
πm

a

)2 +A0

Â ïðÿìîóãîëüíèêå x ∈ [δ1, a], y ∈ [δ2, b], ãäå 0 < δ1 < a, 0 < δ2 < b �
ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå ðÿäû ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü. 1) Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

u(x, y) =
x2

2
− y2

2
+ by +A0.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî ïðèìûêàåò ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
çàäà÷è.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 3.5.25. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà â êðó-
ãîâîì ñåêòîðå ðàäèóñà a ðàñòâîðà α.
Çàäà÷à 3.5.26. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà â êðó-
ãîâîì öèëèíäðå ðàäèóñà a âûñîòû h.

1) Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà ðÿäà

I(y) =

∞∑
n=1

cos
πny

b(
πn

b

)2
. (3.5.24)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå δ > 0. Ðàññìîòðèì ðÿä

I ′(y) = −
∞∑
n=1

sin
πny

b(
πn

b

) (3.5.25)

íà îòðåçêå y ∈ [δ; b], ãäå îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî [19]. Îí ïîëó÷àåòñÿ ôîðìàëü-
íûì ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (3.5.24). Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè ñëåäóåò, ÷òî åãî ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî:

I(y) =

∫
I ′(y)dy, y ∈ [δ; b].

Ïðîñóììèðóåì ðÿä (3.5.25):

I ′(y) = − b
π

Im

∞∑
n=1

ei
πny
b

n
=

b

π
Im ln

(
1− e

iπy
b

)
=

=
b

π
Im

(
ln

∣∣∣∣1− e iπyb ∣∣∣∣+ i arg

(
1− e

iπy
b

))
= − b

π
arctg

sin
πy

b

1− cos
πy

b

=

= − b
π

arctg
cos

πy

2b

sin
πy

2b

= − b
π

arctg
(

ctg
πy

2b

)
= − b

π

(
π

2
− πy

2b

)
=

1

2
(y − b).

Ñëåäîâàòåëüíî

I(y) =
1

2

(
y2

2
− by

)
+ const
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Çàäà÷à 3.5.27. Ïîñòðîéòå â èíòåãðàëüíîì âèäå ðåøåíèå çàäà÷è

∆u = 0, r ∈ (0, a), ϕ ∈ (0,α),

∂u

∂ϕ

∣∣∣
ϕ=0

= f(r), r ∈ [0, a],

u|ϕ=α = u|r=a = 0,

|u||r=0 <∞.

Çàäà÷à 3.5.28. Ïîñòðîéòå ðåøåíèå çàäà÷è
∆u = 0, (x, y) ∈ D,
∂u

∂n

∣∣∣
L

= f(x, y), (x, y) ∈ L,

|u||x=0, y=0 <∞,

ãäå îáëàñòü D èìååò âèä y > 0, x2 + y2 < a2, L � ãðàíèöà îáëàñòè
D, à f(x, y) = x3 − a2x ïðè y = 0 è f(x, y) = 0 ïðè x2 + y2 = a2.



Ã ë à â à 4

ÔÓÍÊÖÈÈ ÃÐÈÍÀ ÇÀÄÀ× Ñ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ

ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÐÎÄÀ

� 1. Âíóòðåííèå çàäà÷è

Ïóñòü D � êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S (íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà) â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå èëè äîñòàòî÷íî ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé L (íàïðèìåð,
êðèâîé Ëÿïóíîâà) â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà, òàêæå èíîãäà íàçûâàåìûìè â ëèòåðàòóðå
óñëîâèÿìè Ðîáåíà, äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòè D:

∆u = −F (M), M ∈ D, (4.1.1)
∂u

∂n
+ hu

∣∣∣
P

= f(P ), P ∈ S, (P ∈ L), h > 0, (4.1.2)

ãäå n � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè D íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè S (êðèâîé L).
Îïðåäåëåíèå 4.1.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (4.1.1-4.1.2) ôóíêöèþ u(M), äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìóþ â îáëàñòè D, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè D,
óäîâëåòâîðÿþùóþ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (4.1.1) â îáëà-
ñòè D è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.1.2).

Åñëè ôóíêöèÿ F (M) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â îáëàñòè D è íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè D, à ôóíêöèÿ f(P ) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé íà ãðàíèöå S (ëèáî L â äâóìåðíîì ñëó÷àå) îáëàñòè D,
òî çàäà÷à (4.1.1-4.1.2) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(M)
[5].

Ðåøåíèå çàäà÷è (4.1.1-4.1.2), êàê è â ñëó÷àå ðàññìîòðåííûõ ðàíåå
çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå óäîâëå-
òâîðÿåò ðàâåíñòâó

u(M) =

∫
S

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dSP−

−
∫
D

G(Q,M)∆u(Q)dVQ,
(4.1.3)

ãäå

G(Q,M) =
1

4π

1

rQM
+ v, ∆

Q
v = 0, Q ∈ D,
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à â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâó

u(M) =

∫
L

(
G(P ,M)

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP

)
dlP−

−
∫
D

G(Q,M)∆u(Q)dSQ,
(4.1.4)

ãäå
G(Q,M) =

1

2π
ln

1

rQM
+ v, ∆

Q
v = 0, Q ∈ D.

Âûáåðåì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ G(Q,M)
óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

∂G(P ,M)

∂nP
+ hG(P ,M) = 0, P ∈ S (P ∈ L).

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

G(P ,M)
∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂G(P ,M)

∂nP
=

= G(P ,M)
(
∂u(P )

∂nP
+ hu(P )

)
= G(M ,P )f(P ), P ∈ S (P ∈ L).

(4.1.5)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (4.1.5) è ïîäñòàâëÿÿ â (4.1.3) çíà÷åíèå ∆u(Q) = −
−F (Q), ïîëó÷àåì

u(M) =

∫
S

G(P ,M)f(P )dSP +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dVQ (4.1.6)

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, è

u(M) =

∫
L

G(P ,M)f(P )dlP +

∫
D

G(Q,M)F (Q)dSQ (4.1.7)

â äâóìåðíîì.
Îïðåäåëåíèå 4.1.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíóòðåííåé çàäà÷è Ðîáåíà äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M), Q ∈ D, M ∈ D,

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå,

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M), Q ∈ D, M ∈ D,

â äâóìåðíîì ñëó÷àå,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ D,
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íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà D äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D;
2)

∂G(P ,M)

∂nP
+ hG(P ,M) = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ D, ãäå P ∈ S â

òðåõìåðíîì ñëó÷àå è P ∈ L â äâóìåðíîì.
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(Q,M) ñëåäóåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q, M ∈ D,

∂G(P ,M)

∂nP
+ hG(P ,M) = 0, P ∈ S (P ∈ L), M ∈ D.

(4.1.8)

Åñëè ãðàíèöà S îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà (L
ÿâëÿåòñÿ êðèâîé Ëÿïóíîâà), òî ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííà [5].

Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè òî÷åê Q
è M :

G(Q,M) = G(M ,Q).

� 2. Âíåøíèå çàäà÷è

Ïóñòü De � îáëàñòü, âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê êîíå÷íîé îáëàñòè
D, îãðàíè÷åííîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ S (êðèâîé L). Ðàñ-
ñìîòðèì âíåøíþþ êðàåâóþ çàäà÷ó

∆u = −F (M), M ∈ De, (4.2.1)
∂u

∂n
+ hu

∣∣∣
P

= f(P ), P ∈ S (P ∈ L), h > 0, (4.2.2)

u ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè, (4.2.3)

ãäå n � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè De íîðìàëü ê
ïîâåðõíîñòè S (êðèâîé L).
Îïðåäåëåíèå 4.2.1 Áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (4.2.1-4.2.3) ðåãóëÿðíóþ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèþ u(M), äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè De è îäèí ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â îáëàñòè De, óäîâëåòâîðÿþùóþ â
êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèþ (4.2.1) â îáëàñòè De è ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ (4.2.2).

Åñëè ôóíêöèÿ F (M) ôèíèòíà, íåïðåðûâíà â îáëàñòè De è íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â De, à ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà íà ïîâåðõ-
íîñòè S (êðèâîé L), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è (4.2.1-4.2.3).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âíóòðåííåé çàäà÷è, ðåøåíèå çàäà÷è (4.2.1-
4.2.3) ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà G(M ,Q):

∆QG(Q,M) = −δ(Q,M), Q, M ∈ De,
∂G(P ,M)

∂nP
+ hG(P ,M) = 0, P ∈ S (P ∈ L), M ∈ De,

G(Q,M) ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè.

(4.2.4)
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Îïðåäåëåíèå 4.2.2 Ôóíêöèåé Ãðèíà âíåøíåé çàäà÷è Ðîáåíà äëÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

G(Q,M) =
1

4πrQM
+ v(Q,M), Q ∈ De, M ∈ De,

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå,

G(Q,M) =
1

2π
ln

1

rQM
+ v(Q,M), Q ∈ De, M ∈ De,

â äâóìåðíîì ñëó÷àå,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1) v(Q,M) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò òî÷êè Q ∈ De,
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà De äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De;

2)
∂G(P ,M)

∂nP
+ hG(P ,M) = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè M ∈ De, ãäå P ∈ S â

òðåõìåðíîì ñëó÷àå è P ∈ L â äâóìåðíîì,
3)G(Q,M) � ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè M ∈ De ïîëó÷àåì

u(M) =

∫
S

G(P ,M)f(P )dSP +

∫
De

G(Q,M)F (Q)dVQ (4.2.5)

â òðåõìåðíîì ñëó÷àå è

u(M) =

∫
L

G(P ,M)f(P )dlP +

∫
De

G(Q,M)F (Q)dSQ. (4.2.6)

Çàìå÷àíèå 4.2.1 Â ñëó÷àå âíåøíåé òðåõìåðíîé çàäà÷è ôóíêöèÿ
v(Q,M) ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè, à â ñëó÷àå äâóìåðíîé çàäà÷è
ýòà ôóíêöèÿ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü íà áåñêîíå÷íî-
ñòè.

� 3. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 4.3.1. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåïëà â âåðõíåì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì îäíîðîäíûì âåùåñòâîì, ñîçäàâàåìîå òî-
÷å÷íûì èñòî÷èêîì ìîùíîñòè q, ïîìåùåííûì â òî÷êó M0(x0, y0, z0),
z0 > 0, åñëè íà ãðàíèöå z = 0 ïðîèñõîäèò òåïëîîáìåí ïî çàêîíó
Íüþòîíà ñî ñðåäîé, èìåþùåé íóëåâóþ òåìïåðàòóðó.
ÐÅØÅÍÈÅ. Èñêîìàÿ òåìïåðàòóðà u(M ,M0), ãäå M(x, y, z), ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è

∆
M
u(M ,M0) = −q · δ(M ,M0), (x, y) ∈ R2, z > 0,

∂u

∂z
− hu

∣∣∣
z=0

= 0, (x, y) ∈ R2,

u⇒ 0, ïðè r =
√
x2 + y2 + z2 → +∞,
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ãäå h =
λ

k
> 0, λ � êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà íà ãðàíèöå, k � êîýô-

ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âåùåñòâà â îáëàñòè z > 0.
Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u(M ,M0) èìååò âèä

u(M ,M0) =
q√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+ v,

ãäå v � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ M , óäîâëåòâîðÿþùàÿ êðàåâîìó óñëî-
âèþ

∂v

∂z
− hv

∣∣∣
z=0

= − qz0(
(x− x0)2 + (y − y0)2 + z20

)3/2 +

+
qh√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0

,

è ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Áóäåì èñêàòü ôóíê-
öèþ v â âèäå

v =
q√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
+ w(x− x0, y − y0, z + z0),

ãäå w � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà

∂w

∂z
− hw

∣∣∣
z=0

=
2qh√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + z2
0

. (4.3.1)

Ôèêñèðóåì ïåðåìåííûå x è y è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z0) = w(x− x0, y − y0, z0),

êîòîðàÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

g′(z0)− hg(z0) =
2qh√
ρ2 + z2

0

, ãäå ρ2 = (x− x0)2 + (y − y0)2.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

g(z0) = C0e
hz0 + 2qh

z0∫
z∗
0

eh(z0−α)√
ρ2 + α2

dα.

Èòàê, ôóíêöèÿ

w(x− x0, y − y0, z + z0) = C0e
h(z+z0)+

+2qh

z+z0∫
z∗
0

eh(z+z0−α)√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + α2

dα
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óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ (4.3.1) ïðè z = 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ
w äîëæíà ðàâíîìåðíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè z → +∞, òî ïîëîæèì
C0 = 0, z∗

0
= +∞. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

w(x− x0, y − y0, z + z0) = −2qh
+∞∫
z+z0

eh(z+z0−α)√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + α2

dα =

= −2qh
+∞∫
z0

eh(z0−η)√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + η)2

dη

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè z > 0. Òàê êàê èíòåãðàëû, ïîëó÷àå-
ìûå äâóêðàòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â
w ïî ïåðåìåííûì x, y è z, ñõîäÿòñÿ, òî ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, ïðè÷åì

∆
M
w = −2qh

+∞∫
z0

eh(z0−η)∆
M

1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + η)2

dη = 0,

òàê êàê ïðè âñåõ η > z0 ôóíêöèÿ

1

r
MM′

=
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + η)2
,

ãäå M ′(x0, y0,−η), ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé M(x, y, z).
Èòàê, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ w, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íîìó

óñëîâèþ (4.3.1) ïðè z = 0 è ðàâíîìåðíî ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè, ïîñòðîåíà. Ïîñêîëüêó â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è ïðè h > 0 äðóãèõ òàêèõ ôóíêöèé íåò,
òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

u(M ,M0) =
q√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

+
q√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + z0)2
−

− 2qh

+∞∫
z0

eh(z0−η)√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z + η)2

dη (4.3.2)

Çàìå÷àíèå 4.3.1 Åñëè ïîëîæèòü q =
1

4π
, òî âûðàæåíèå (4.3.2) áó-

äåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ôóíêöèþ Ãðèíà òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è â
âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Çàäà÷à 4.3.2. Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå òåïëà â øàðå ðàäèóñà R,
ñîçäàâàåìîãî òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ìîùíîñòè q, ïîìåùåííûì â
òî÷êó M0 âíóòðè øàðà, åñëè íà åãî ïîâåðõíîñòè ïðîèñõîäèò êîí-
âåêòèâíûé îáìåí òåïëîì ïî çàêîíó Íüþòîíà ñî ñðåäîé, èìåþùåé
íóëåâóþ òåìïåðàòóðó.
Çàäà÷à 4.3.3. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â øà-
ðîâîì ñëîå a < r < b, åñëè íà ãðàíèöå r = a çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå,

à íà ãðàíèöå r = b çàäàíî óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà
∂G

∂r
+ hG

∣∣∣
r=b

= 0,

h > 0.
Çàäà÷à 4.3.4. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðó-
ãå ðàäèóñà a, åñëè íà ãðàíèöå r = a çàäàíî óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà
∂G

∂r
+ hG

∣∣∣
r=a

= 0, h > 0.

Çàäà÷à 4.3.5. Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, åñëè íà ãðàíèöå y = 0 çàäàíî óñëîâèå òðå-

òüåãî ðîäà
∂G

∂y
− hG

∣∣∣
y=0

= 0, h > 0.
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ÔÎÐÌÓËÛ ÃÐÈÍÀ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ËÀÏËÀÑÀ

� 1. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Âíóòðåííèå îáëàñòè.

Ïóñòü D ⊂ R3 � êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S. Êàê èçâåñòíî [19], äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
~A, êîìïîíåíòû êîòîðîãî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû âíóòðè îáëàñòè
D, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî:∫

S

~A · ~ndS =

∫
D

div ~AdV

Çäåñü ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè D
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S.

Èç ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïåðâàÿ ôîðìóëà
Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D. Âîçüìåì â
êà÷åñòâå âåêòîðà ~A ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

~A = v∇u,

ãäå v è u � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò, òàêèå ÷òî

v ∈ C(D) ∩ C(1)(D), u ∈ C(1)(D) ∩ C(2)(D).

Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

div ~A = div (v∇u) = ∇v · ∇u+ v∆u,

ãäå ∆ = div∇ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, è

~n · ∇u =
∂u

∂n
,

ïîëó÷àåì ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà:∫
D

v∆udV =

∫
S

v
∂u

∂n
dS −

∫
D

∇v · ∇udV (A.1.1)

Âòîðàÿ ôîðìóëà Ãðèíà àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé, åñëè
âçÿòü

u, v ∈ C(1)(D) ∩ C(2)(D)



1. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Âíóòðåííèå îáëàñòè. 119

è ðàññìîòðåòü ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè D îò âûðàæåíèé v∆u è
u∆v: ∫

D

(v∆u− u∆v) dV =

∫
S

(
v
∂u

∂n
− u ∂v

∂n

)
dS (A.1.2)

Ðèñ. A.1.1.

Åñëè îáëàñòü D îãðàíè÷åíà
íåñêîëüêèìè çàìêíóòûìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè, òî èíòåãðàë â ëåâîé
÷àñòè ðàâåíñòâ (A.1.1) è (A.1.2)
ïðåâðàùàåòñÿ â ñóììó èíòåãðàëîâ
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïîâåðõíîñòÿì.
Ïðè ýòîì âñå íîðìàëè îáÿçàíû áûòü
âíåøíèìè ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè D
(ñì. ðèñ. A.1.1).
Òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç âòîðîé, åñëè â êà÷åñòâå
ôóíêöèè v âçÿòü ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå:

v(M ,M0) =
1

4πrMM
0

,

ãäå r
MM

0
� ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M è M0. Òàê êàê äëÿ ôèêñè-

ðîâàííîé òî÷êè M0 ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé êîîðäèíàò òî÷êè M ïðè M 6= M0, òî â ñëó÷àå, êîãäà M ∈ D,
à M0 /∈ D, èç âòîðîé ôîðìóëû Ãðèíà (A.1.2) ñðàçó æå ïîëó÷àåì:

0 =

∫
S

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP −

∫
D

∆u

rMM
0

dVM . (A.1.3)

Â ðàâåíñòâå (A.1.3) òî÷êà P ïðîáåãàåò ãðàíèöó S îáëàñòè D, ~nP
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíþþ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå P ,
èíäåêñ P ó ýëåìåíòà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè dSP îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðè-
ðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè P , à èíäåêñ M ýëåìåíòà
îáúåìà dVM , ñîîòâåòñòâåííî, îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî êîîð-
äèíàòàì òî÷êè M . Êîîðäèíàòû òî÷êè M0 èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ.

Åñëè òî÷êà M0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D, åå ìîæíî îêðóæèòü ñôå-
ðîé Σ(M0, ε) ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â M0. Ðàäèóñ ε ìîæíî âûáðàòü
íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî øàð K(M0, ε) ñ öåíòðîì âM0 è ðàäèóñîì ε áóäåò
öåëèêîì ëåæàòü â îáëàñòè D. Ðàññìîòðèì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà â

îáëàñòè D \K(M0, ε). Òàê êàê â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèÿ
1

rMM
0

ÿâëÿåòñÿ
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ãàðìîíè÷åñêîé, ïîëó÷àåì:∫
S

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP+

+

∫
Σ(M0,ε)

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP =

∫
D\K(M0,ε)

∆u(M)

rMM
0

dVM .

(A.1.4)
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå èíòåãðàë ïî ñôåðå Σ(M0, ε):

I(ε) =

∫
Σ(M0,ε)

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP .

Çäåñü åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ~nP ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáëà-
ñòè D \K(M0, ε), òî åñòü îíà íàïðàâëåíà âíóòðü K(M0, ε). Ïåðåéäåì
ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ñ öåíòðîì â òî÷êå M0. Òîãäà ~nP = −~er, è

I(ε) =

2π∫
0

dψ

π∫
0

(
−1
r

∂u

∂r
+ u

∂

∂r

1

r

)∣∣∣
r=ε

ε2 sin θdθ =

= −
2π∫
0

dψ

π∫
0

(
ε
∂u

∂r

∣∣∣
r=ε

+ u|r=ε
)

sin θdθ.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà I(ε) è óñòðåì-
ëÿÿ ε ê íóëþ â ðàâåíñòâå (A.1.4), ïîëó÷àåì:

4πu(M0) =

∫
S

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP −

∫
D

∆u(M)

rMM
0

dVM ,

(A.1.5)
òàê êàê

I(0) = −4πu(M0).

Åñëè òî÷êà M0 ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè S îáëàñòè D, ìîæíî
ïîâòîðèòü âñå ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,
÷òî òåïåðü âíóòðè D îêàçûâàåòñÿ òîëüêî ÷àñòü øàðà K(M0, ε). Ïîâåðõ-
íîñòü ýòîé åãî âíóòðåííåé ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè D ÷àñòè ïðè ìàëûõ
ε áëèçêà ê ïîëóñôåðå. Ïîýòîìó â ôîìóëå (A.1.5) íóæíî çàìåíèòü
ìíîæèòåëü 4π íà 2π. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì òðåòüþ ôîðìóëó
Ãðèíà:

Ω(M0)u(M0) =

∫
S

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP −

∫
D

∆u(M)

rMM
0

dVM ,

(A.1.6)
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ãäå

Ω(M0) =

{ 4π, åñëè M0 ∈ D
2π, åñëè M0 ∈ S
0, åñëè M0 /∈ D

� 2. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Âíåøíèå îáëàñòè

Ïóñòü De � äîïîëíåíèå êîíå÷íîé îáëàñòè D ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S äî âñåãî ïðîñòðàíñòâà R3. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ
íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé âî âíåøíåé îáëàñòè De òàêæå ìîæíî ïîëó-
÷èòü òðè ôîðìóëû Ãðèíà.

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäè-
íàò íàõîäèëîñü âíóòðè îáëàñòè D. Îêðóæèì îáëàñòü D ñôåðîé Σ(O,R)
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò O è äîñòàòî÷íî áîëüøèì ðàäèóñîì R. Â
êîíå÷íîé îáëàñòè K(O,R) \D, ãäå K(O,R) � øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R, ñïðàâåäëèâû òðè ôîðìóëû Ãðèíà:
1) Äëÿ ëþáûõ v ∈ C(De) ∩ C(1)(De) è u ∈ C(1)(De) ∩ C(2)(De)∫
K(O,R)\D

v∆udV =

∫
S

v
∂u

∂nP
dS +

∫
Σ(O,R)

v
∂u

∂n
dS −

∫
K(O,R)\D

∇v · ∇udV ,

(A.2.1)
ãäå ~n � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Σ(O,R). Ïåðåõîäÿ
ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àåì

I1(R) =

∫
Σ(O,R)

v
∂u

∂n
dS = R2

π∫
0

2π∫
0

v
∂u

∂r

∣∣∣
r=R

sin θdθdψ.

2) Äëÿ ëþáûõ v,u ∈ C(1)(De) ∩ C(2)(De)∫
K(O,R)\D

(v∆u− u∆v) dV =

∫
S

(
v
∂u

∂nP
− u ∂v

∂nP

)
dS+

+

∫
Σ(O,R)

(
v
∂u

∂n
− u ∂v

∂n

)
dS,

(A.2.2)

ãäå

I2(R) =

∫
Σ(O,R)

(
v
∂u

∂n
− u ∂v

∂n

)
dS = R2

2π∫
0

dψ

π∫
0

(
v
∂u

∂r
− u∂v

∂r

)∣∣∣
r=R

sin θdθ.

3) Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ C(1)(De) ∩ C(2)(De)

Ω(M0)u(M0) =

∫
S

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP+
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+

∫
Σ(O,R)

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP −

∫
K(O,R)\D

∆u(M)

rMM
0

dVM ,

(A.2.3)
ãäå

Ω(M0) =

 4π, åñëè M0 ∈ K(O,R) \D,
2π, åñëè M0 ∈ S èëè M0 ∈ Σ(O,R),

0, åñëè M0 /∈ K(O,R) \D.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî ñôåðå Σ(O,R):

I3(R) =

∫
Σ(O,R)

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP .

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

r
PM

0

∣∣
P∈Σ(O,R)

=
√
R2 + r2

0
− 2Rr0 cos γ ,

∂

∂nP

1

rPM
0

∣∣∣∣
P∈Σ(O,R)

=
∂

∂r

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos γ

∣∣∣∣∣∣
r=R

=

= − R− r0 cos γ(
R2 + r20 − 2Rr0 cos γ

)3/2 ,
ãäå (r0, θ0,ψ0) � êîîðäèíàòû òî÷êè M0, (R, θ,ψ) � êîîðäèíàòû òî÷êè
P ∈ Σ(O,R), è

cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ψ − ψ0) (ñì. � 3 ãëàâû 2).

Òàêèì îáðàçîì,

I3(R) =

2π∫
0

π∫
0

 R√
1 +

(
r0
R

)2
− 2

(
r0
R

)
cos γ

· ∂u
∂r

∣∣∣
r=R

+

+
1−

(
r0
R

)
cos γ(

1 +
(
r0
R

)2
− 2

(
r0
R

)
cos γ

)3/2
· u|r=R

 sin θdθdψ.

Â ðàâåíñòâàõ (A.2.1)-(A.2.3) íîðìàëü ~nP ê ïîâåðõíîñòè S ÿâëÿåòñÿ
âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè De, òî åñòü îíà íàïðàâëåíà âíóòðü
D.
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Åñëè ôóíêöèè u è v ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì.
îïðåäåëåíèå 2.2.1), òî èíòåãðàëû I1(R), I2(R), I3(R) ïî ñôåðå Σ(O,R)
â ðàâåíñòâàõ (A.2.1)-(A.2.3) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè R→ +∞. Â ñàìîì
äåëå, äëÿ ðåãóëÿðíûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé u è v ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîñòîÿííûå A1 > 0 è A2 > 0, ÷òî

|v|r=R <
A1

R
,
∣∣∣∂v
∂r

∣∣∣
r=R

<
3A1

R2
, |u|r=R <

A2

R
,
∣∣∣∂u
∂r

∣∣∣
r=R

<
3A2

R2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíòåãðàëà I1(R) â ðàâåíñòâå (A.2.1) ïîëó÷àåì

|I1(R)| = R2

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

π∫
0

v
∂u

∂r

∣∣∣
r=R

sin θdθdψ

∣∣∣∣∣∣ < 4π · 3A1A2

R
→ 0 ïðè R→ +∞.

Èíòåãðàëû I2(R) è I3(R) â ðàâåíñòâàõ (A.2.2)-(A.2.3) îöåíèâàþòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Èòàê, óñòðåìëÿÿ ðàäèóñ R ê áåñêîíå÷íîñòè, äëÿ ðåãóëÿðíûõ íà
áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé ïîëó÷àåì òðè ôîðìóëû Ãðèíà, àíàëîãè÷íûå
ôîðìóëàì äëÿ âíóòðåííèõ îáëàñòåé:∫

De

v∆udVM =

∫
S

v
∂u

∂nP
dSP −

∫
De

∇v · ∇udVM , (A.2.4)

∫
De

(v∆u− u∆v) dVM =

∫
S

(
v
∂u

∂nP
− u ∂v

∂nP

)
dSP , (A.2.5)

Ω(M0)u(M0) =

∫
S

(
1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP

1

rPM
0

)
dSP−

−
∫
De

∆u(M)

rMM
0

dVM ,

(A.2.6)

ãäå

Ω(M0) =

{ 4π, åñëè M0 ∈ De,
2π, åñëè M0 ∈ S,
0, åñëè M0 /∈ De.

� 3. Äâóìåðíûé ñëó÷àé. Âíóòðåííèå îáëàñòè.

Ïóñòü D � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
çàìêíóòîé êðèâîé L.
Ïåðâàÿ ôîðìóëà Ãðèíà â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä∫

D

v∆udS =

∮
L

v
∂u

∂n
dl −

∫
D

∇v · ∇udS (A.3.1)
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äëÿ âñåõ

v ∈ C(D) ∩ C(1)(D), u ∈ C(1)(D) ∩ C(2)(D).

Âòîðàÿ ôîðìóëà Ãðèíà:∫
D

(v∆u− u∆v) dS =

∮
L

(
v
∂u

∂n
− u ∂v

∂n

)
dl (A.3.2)

äëÿ âñåõ
u, v ∈ C(1)(D) ∩ C(2)(D)

Òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà:

Ω(M0)u(M0) =

∮
L

(
ln

1

rPM
0

∂u(P )

∂nP
− u(P )

∂

∂nP
ln

1

rPM
0

)
dlP−

−
∫
D

∆u(M) ln
1

rMM
0

dSM ,
(A.3.3)

ãäå

Ω(M0) =

{ 2π, åñëè M0 ∈ D
π, åñëè M0 ∈ L
0, åñëè M0 /∈ D

Äîêàçûâàþòñÿ ýòè ôîðìóëû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäå-
ëàíî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

� 4. Äâóìåðíûé ñëó÷àé. Âíåøíèå îáëàñòè.

Ïóñòü De � äîïîëíåíèå êîíå÷íîé îáëàñòè D ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
çàìêíóòîé ãðàíèöåé L äî âñåé ïëîñêîñòè R2. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ íà
áåñêîíå÷íîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ âíå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ôóíêöèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òðè ôîðìóëû Ãðèíà â îáëàñòè De. Â
äâóìåðíîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãî, íåîáõîäèìî ïîìèìî ðå-
ãóëÿðíîñòè (òî åñòü îãðàíè÷åííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè) òðåáîâàòü åùå
è ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèé ïîòîìó, ÷òî òîãäà èõ ïðîèçâîäíûå óáûâàþò

íà áåñêîíå÷íîñòè êàê
1

r2
[9].

Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäè-
íàò O íàõîäèëîñü âíóòðè îáëàñòè D. Îêðóæèì îáëàñòü D îêðóæíîñòüþ
CR ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è äîñòàòî÷íî áîëüøèì ðàäèóñîì R.
Òîãäà â êîíå÷íîé îáëàñòè DR

e , îãðàíè÷åííîé êðèâîé L è îêðóæíîñòüþ
CR, ñïðàâåäëèâû òðè ôîðìóëû Ãðèíà.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà:∫
DRe

v∆udS =

∮
L

v
∂u

∂n
dl +

∮
CR

v
∂u

∂n
dl −

∫
DRe

∇v · ∇udS, (A.4.1)
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äëÿ ëþáûõ v ∈ C(De) ∩ C(1)(De), u ∈ C(1)(De) ∩ C(2)(De), ãäå ~n �
âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè DR

e .
Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èíòåãðàë ïî îêðóæíîñòè CR èìååò âèä:

I1(R) =

∮
CR

v
∂u

∂n
dl = R

2π∫
0

v
∂u

∂r

∣∣∣
r=R

dψ.

Åñëè ôóíêöèè u è v ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè íà áåñêîíå÷íîñòè è ãàðìî-
íè÷åñêèìè âíå íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D0 ⊂ De, òî íàéäóòñÿ
òàêèå A1,A2 > 0, ÷òî

|u| < A1, |∇u| <
2A1

r2
,
∣∣∣∂u
∂r

∣∣∣ < 2A1

r2
, (A.4.2)

|v| < A2, |∇v| <
2A2

r2
(A.4.3)

ïðè r → +∞ [1]. Ñëåäîâàòåëüíî,

|I1(R)| = R

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

v
∂u

∂r

∣∣∣
r=R

dψ

∣∣∣∣∣∣ < 4πA1A2

R
→ 0 ïðè R→ +∞.

Çà ñ÷åò îöåíîê (A.4.2)-(A.4.3) èíòåãðàë∫
DRe

∇v · ∇udS

ïî îáëàñòè DR
e â âûðàæåíèè (A.4.1) ñõîäèòñÿ ïðè R → +∞. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè R → +∞ ïîëó÷àåì ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà âî âíåøíåé
äâóìåðíîé îáëàñòè De:∫

De

v∆udS =

∮
L

v
∂u

∂n
dl −

∫
De

∇v∇udS. (A.4.4)

Âòîðàÿ ôîðìóëà Ãðèíà∫
De

(v∆u− u∆v) dS =

∮
L

(
v
∂u

∂n
− u ∂v

∂n

)
dl (A.4.5)

àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé äëÿ ëþáûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âíå
íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D0 ⊂ De ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé u è v,
òàêèõ ÷òî u, v ∈ C(1)(De) ∩ C(2)(De).



126 Ïðèë. A. Ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïîëó÷èì òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà â îáëàñòè De. Â êîíå÷íîé îáëàñòè
DR
e òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà èìååò ìåñòî:

Ω(M0)u(M0) =

∮
L

{
∂u(P )

∂nP
ln

1

rM
0
P

− u(P )
∂

∂nP
ln

1

rM
0
P

}
dlP+

+

∮
CR

{
∂u(P )

∂nP
ln

1

rM
0
P

− u(P )
∂

∂nP
ln

1

rM
0
P

}
dlP−

−
∫
DRe

∆u(M) ln
1

rM
0
M

dSM ,

(A.4.6)

ãäå

Ω(M0) =

{
2π, M0 ∈ DR

e ,
π, M0 ∈ L ∪ CR,
0, M0 /∈ DR

e .

Íîðìàëè ~nP ê êðèâûì L è CR ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè ïî îòíîøåíèþ ê
îáëàñòè DR

e . Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I2(R) =

∮
CR

{
∂u(P )

∂nP
ln

1

rM
0
P

− u(P )
∂

∂nP
ln

1

rM
0
P

}
dlP

ïî îêðóæíîñòè CR â ôîðìóëå (A.4.6) ïðè R → +∞. Ïåðåéäåì ê ïî-
ëÿðíûì êîîðäèíàòàì (r,ψ). Ïóñòü òî÷êà M0 èìååò êîîðäèíàòû (r0,ψ0).
Òîãäà

lim
R→+∞

I2(R) = lim
R→+∞

2π∫
0

∂u

∂r
ln

1√
r2 + r2

0
− 2rr0 cos(ψ − ψ0)

−

−u ∂
∂r

ln
1√

r2 + r2
0
− 2rr0 cos(ψ − ψ0)


∣∣∣∣∣∣
r=R

Rdψ =

= lim
R→+∞

2π∫
0

{
O
(
1

R
ln

1

R

)
+ u(R,ψ)

(
1 +O

(
1

R

))}
dψ = 2πu∞,
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ãäå u∞ = lim
R→+∞

1

2πR

∮
CR

udl � ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè u ïî îêðóæ-

íîñòè áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà. Â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõî-
äà ïîëó÷àåì òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà â îáëàñòè De:

Ω(M0)u(M0)−2πu∞=

∮
L

{
∂u(P )

∂nP
ln

1

rM
0
P

− u(P )
∂

∂nP
ln

1

rM
0
P

}
dlP−

−
∫
De

∆u(M) ln
1

rM
0
M

dSM ,

(A.4.7)

ãäå

Ω(M0) =

{ 2π, M0 ∈ De,
π, M0 ∈ L,
0, M0 /∈ De.

Âåëè÷èíà u∞ äëÿ ðåãóëÿðíîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè êîíå÷íà è â
îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíà íóëþ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå òàêîãî ñëàãàåìîãî â òðåòüåé ôîðìóëå Ãðèíà íåò.



Ïðèë îæåí è å Á

ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÐßÄÎÂ

1. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:
∞∑
n=0

tnPn(α) =
1√

1 + t2 − 2tα
, |t| < 1. (Á.0.8)

∞∑
n=1

tn

n
Pn(x) = − ln

1− xt+
√
t2 − 2tx+ 1

2
, |t| < 1 (Á.0.9)

∞∑
n=0

tn+1

n+ 1
Pn(x) = ln

t− x+
√
t2 − 2tx+ 1

1− x , |t| < 1 (Á.0.10)

2. Ñóììèðîâàíèå íåêîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ:
∞∑
n=0

tneinψ =
1

1− teiψ
=

1− te−iψ

1 + t2 − 2t cosψ
(Á.0.11)

Èç (Á.0.11) ïîëó÷àåì:
∞∑
n=0

tn cosnψ =
1− t cosψ

1 + t2 − 2t cosψ
, (Á.0.12)

è ∞∑
n=0

tn sinnψ =
t sinψ

1 + t2 − 2t cosψ
. (Á.0.13)

Èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåííîé ψ ñîîòíîøåíèå (Á.0.13), ïðèõîäèì ê ðàâåí-
ñòâó

−
∞∑
n=1

tn cosnψ

n
=

∫
t sinψ

1 + t2 − 2t cosψ
dψ =

1

2
ln(1 + t2 − 2t cosψ) + C

Ïîëîæèâ t = 0, íàõîäèì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ C = 0, è îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì:
∞∑
n=1

tn cosnψ

n
= −1

2
ln(1 + t2 − 2t cosψ) = ln

1√
1 + t2 − 2t cosψ

(Á.0.14)
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