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Бадьин А. В.

Лекция 8. Линейные евклидовы и линейные псевдоев-

клидовы пространства

8.1. Линейные евклидовы пространства

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K.

Пусть: F : L2 =⇒ K, F (y, x) = F (x, y) при x, y ∈ L. Пусть x ∈ L. Тогда F (x, x) =
F (x, x). Следовательно, F (x, x) ∈ R.

Пусть: F : L =⇒ R, F (λx) = |λ|F (x) при: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: F (θ) = F (0θ) =
|0|F (θ) = 0F (θ) = 0.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K. Пусть
F : L2 =⇒ K. Далее часто будем писать (x, y) вместо F (x, y). Пусть:

1. (y, x) = (x, y) при x, y ∈ L;
2. (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) при x, y1, y2 ∈ L;
3. (x, λy) = λ(x, y) при: λ ∈ K, x, y ∈ L;
4. (x, x) > 0 при: x ∈ L, x 6= θ.

Будем говорить, что: F — скалярное произведение в пространстве L, (L, F ) — линейное
евклидово пространство над полем K.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K.

1. Пусть F — скалярное произведение в пространстве L.
Пусть x1, x2, y ∈ L. Тогда: (x1 + x2, y) = (y, x1 + x2) = (y, x1) + (y, x2) = (y, x1) +

(y, x2) = (x1, y) + (x2, y).
Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ L. Тогда: (λx, y) = (y, λx) = λ(y, x) = λ · (y, x) = λ(x, y).
Очевидно, F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в пространстве

L.
2. Пусть F — положительная эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

Очевидно, F — скалярное произведение в пространстве L.

Утверждение (неравенство Коши–Буняковского). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное

евклидово пространство над полем K; x, y ∈ H.

1. Пусть x, y — линейно зависимые векторы. Тогда
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).

2. Пусть x, y — линейно независимые векторы. Тогда
∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Доказательство.

1. Пусть x = θ. Тогда (x, y), (x, x) = 0. Следовательно:
∣

∣(x, y)
∣

∣ = 0,
√

(x, x)
√

(y, y) = 0.

Тогда
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).
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Пусть x 6= θ. Тогда x — линейно независимый вектор. Так как x, y — линейно за-
висимые векторы, то y ∈ L(x). Тогда существует число λ ∈ K, удовлетворяющее условию
y = λx. Следовательно:

∣

∣(x, y)
∣

∣ =
∣

∣(x, λx)
∣

∣ =
∣

∣λ(x, x)
∣

∣ = |λ| ·
∣

∣(x, x)
∣

∣ = |λ| (x, x);
√

(x, x)
√

(y, y) =
√

(x, x)
√

(λx, λx) =
√

(x, x)

√

|λ|2 (x, x) =
√

(x, x)

√

|λ|2
√

(x, x) =

= |λ| (x, x).

Тогда
∣

∣(x, y)
∣

∣ =
√

(x, x)
√

(y, y).
2. Так как x, y — линейно независимые векторы, то x, y 6= θ. Тогда (x, x), (y, y) > 0.

Пусть (x, y) = 0. Тогда:
∣

∣(x, y)
∣

∣ = 0,
√

(x, x)
√

(y, y) > 0. Следовательно,
∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Пусть (x, y) 6= 0. Пусть: t ∈ R, λ = (x,y)
|(x,y)|

t. Так как x, y — линейно независимые
векторы, то x+ λy 6= θ. Тогда:

(x+ λy, x+ λy) > 0,

(x, x) + (x, λy) + (λy, x) + (λy, λy) > 0,

(x, x) + λ(x, y) + λ(y, x) + λλ(y, y) > 0,

(x, x) + λ(x, y) + λ · (x, y) + λλ(y, y) > 0,

(x, x) + 2
∣

∣(x, y)
∣

∣t+ (y, y)t2 > 0.

Так как (y, y) 6= 0, то, в силу произвольности выбора t ∈ R, получаем, что:

4
∣

∣(x, y)
∣

∣

2
− 4(x, x)(y, y) < 0,

√

∣

∣(x, y)
∣

∣

2
<

√

(x, x)(y, y),
∣

∣(x, y)
∣

∣ <
√

(x, x)
√

(y, y).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K. Пусть
x ∈ H. Обозначим, ‖x‖ =

√

(x, x). Тогда ‖x‖ ∈ R. Будем говорить, что ‖x‖ — норма

вектора x. Очевидно: ‖x‖ =
√

(x, x) > 0, ‖x‖2 =
(

√

(x, x)
)2

= (x, x).

Докажем утверждения:
1. ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ при: λ ∈ K, x ∈ H;
2. ‖x‖ > 0 при: x ∈ H, x 6= θ;
3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ при x, y ∈ H (неравенство треугольника).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ H. Тогда:

‖λx‖ =
√

(λx, λx) =

√

|λ|2 (x, x) =

√

|λ|2
√

(x, x) = |λ| · ‖x‖ .

Пусть: x ∈ H, x 6= θ. Тогда:

‖x‖ =
√

(x, x) > 0.

Пусть x, y ∈ H. Тогда:

‖x+ y‖ =
√

(x+ y, x+ y) =
√

(x, x) + 2Re
(

(x, y)
)

+ (y, y) 6
√

(x, x) + 2
∣

∣(x, y)
∣

∣+ (y, y) 6

6

√

(x, x) + 2
√

(x, x)
√

(y, y) + (y, y) =

√

‖x‖2 + 2 ‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 =

√

(

‖x‖+ ‖y‖
)2

=

= ‖x‖+ ‖y‖ .
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K.

1. Пусть x, y ∈ H. Будем писать x ⊥ y, если (x, y) = 0.
Пусть: x, y ∈ H, x ⊥ y. Тогда (x, y) = 0. Следовательно: (y, x) = (x, y) = 0 = 0. Тогда

y ⊥ x.
2. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортогональная по-

следовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m. Будем говорить, что
x1, . . . , xr — нормированная последовательность векторов, если: ‖xk‖ = 1 при k = 1, r.
Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортонормированная последовательность векторов, если:
xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m; ‖xk‖ = 1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — ортогональные векторы пространства H, x1, . . . , xr 6= θ.
Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Пусть: C1, . . . , Cr ∈ K,
∑

m=1,r

Cmxm = θ. Пусть k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

Cmxm

)

= (xk, θ),

∑

m=1,r

Cm(xk, xm) = 0,

Ck(xk, xk) = 0,

Ck = 0.

Итак, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
3. Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H. Будем писать x ⊥ Q, если ∀u ∈ Q(x ⊥ u).
4. Пусть Q1, Q2 ⊆ H. Будем писать Q1 ⊥ Q2, если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2).

Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2. Очевидно, Q2 ⊥ Q1.
5. Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr ⊆ H. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — ортогональная

последовательность множеств, если: Qk ⊥ Qm при: k, m = 1, r, k 6= m.
Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H. Дока-

жем, что Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.
Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,

∑

m=1,r

xm = θ. Пусть k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

xm

)

= (xk, θ),

∑

m=1,r

(xk, xm) = 0,

(xk, xk) = 0,

xk = θ.

Итак, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.
6. Пусть Q ⊆ H. Обозначим, Q⊥ = {x : x ∈ H ∧ x ⊥ Q}. Будем говорить, что Q⊥ —

ортогональное дополнение множества Q.
Пусть Q ⊆ H. Очевидно: Q⊥ ⊆ H, Q⊥ ⊥ Q.
Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2. Очевидно, Q1 ⊆ Q⊥

2 .
Пусть Q ⊆ H. Тогда Q⊥ ⊥ Q. Следовательно, Q ⊥ Q⊥. Тогда Q ⊆ (Q⊥)⊥.
Пусть Q ⊆ H. Докажем, что Q⊥ — подпространство пространства H.
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Очевидно: Q⊥ ⊆ H, θ ∈ Q⊥. Пусть x1, x2 ∈ Q⊥. Тогда: x1, x2 ∈ H, x1, x2 ⊥ Q. Пусть
u ∈ Q. Тогда: x1, x2 ∈ H, (x1, u), (x2, u) = 0. Следовательно: x1 + x2 ∈ H, (x1 + x2, u) =
(x1, u) + (x2, u) = 0. Тогда: x1 + x2 ∈ H, x1 + x2 ⊥ Q. Следовательно, x1 + x2 ∈ Q⊥.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q⊥. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H, x ⊥ Q. Пусть u ∈ Q. Тогда: λ ∈ K,
x ∈ H, (x, u) = 0. Следовательно: λx ∈ H, (λx, u) = λ(x, u) = 0. Тогда: λx ∈ H, λx ⊥ Q.
Следовательно, λx ∈ Q⊥. Итак, Q⊥ — подпространство пространства H.

Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2, Q1 +Q2 = H. Докажем, что Q1 = Q⊥
2 .

Очевидно, Q1 ⊆ Q⊥
2 . Пусть x ∈ Q⊥

2 . Тогда: x ∈ H, x ⊥ Q2. Так как: x ∈ H, Q1 +Q2 =
H, то существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1+x2.
Так как: x ⊥ Q2, x2 ∈ Q2, то (x, x2) = 0. Так как: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, Q1 ⊥ Q2, то (x1, x2) = 0.
Тогда:

0 = (x, x2) = (x1 + x2, x2) = (x1, x2) + (x2, x2) = (x2, x2).

Следовательно, x2 = θ. Тогда: x = x1 + x2 = x1 ∈ Q1. Следовательно, Q⊥
2 ⊆ Q1. Так как

Q1 ⊆ Q⊥
2 , то Q1 = Q⊥

2 .
Пусть: Q ⊆ H, Q + Q⊥ = H. Тогда: Q⊥ ⊥ Q, Q + Q⊥ = H. Следовательно: Q ⊥ Q⊥,

Q+Q⊥ = H. Тогда Q = (Q⊥)⊥.
7. Пусть Q — подпространство пространства H. Пусть x ∈ H. Будем говорить, что x1 —

ортогональная проекция вектора x на подпространство Q, если: x1 ∈ Q, x− x1 ⊥ Q.
Пусть: x ∈ H, x1 — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q. Будем

говорить, что x− x1 перпендикуляр вектора x к подпространству Q.
Пусть: x ∈ H, x′

1, x
′′
1 — ортогональные проекции вектора x на подпространство Q.

Тогда: x′
1, x

′′
1 ∈ Q, x− x′

1, x− x′′
1 ⊥ Q. Следовательно:

(x′
1 − x′′

1, x
′
1 − x′′

1) =
(

x′
1 − x′′

1, (x− x′′
1)− (x− x′

1)
)

= 0.

Тогда x′
1 − x′′

1 = θ. Следовательно, x′
1 = x′′

1.
Пусть: x ∈ H, x1 — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q, y ∈ H,

y1 — ортогональная проекция вектора y на подпространство Q. Тогда: x1, y1 ∈ Q, x− x1,
y− y1 ⊥ Q. Следовательно: x1 + y1 ∈ Q, (x+ y)− (x1 + y1) = (x− x1) + (y− y1) ⊥ Q. Тогда
x1 + y1 — ортогональная проекция вектора x+ y на подпространство Q.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ H, x1 — ортогональная проекция вектора x на подпространство
Q. Тогда: λ ∈ K, x1 ∈ Q, x − x1 ⊥ Q. Следовательно: λx ∈ Q, λx − λx1 = λ(x − x1) ⊥ Q.
Тогда λx1 — ортогональная проекция вектора λx на подпространство Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда: x ∈ Q, x − x = θ ⊥ Q. Следовательно, x — ортогональная
проекция вектора x на подпространство Q.

Пусть: x ∈ H, x ⊥ Q. Тогда: θ ∈ Q, x−θ = x ⊥ Q. Следовательно, θ — ортогональная
проекция вектора x на подпространство Q.

Пусть: x ∈ H, x1 — ортогональная проекция вектора x на подпространство Q. Тогда:
x1 ∈ Q, x−x1 ⊥ Q. Следовательно: x−x1 ∈ H, x−x1 ⊥ Q, x− (x−x1) = x1 ∈ Q ⊆ (Q⊥)⊥.
Тогда: x− x1 ∈ Q⊥, x− (x− x1) ⊥ Q⊥. Следовательно, x− x1 — ортогональная проекция
вектора x на подпространство Q⊥.

8. Пусть Q — подпространство пространства H. Будем говорить, что подпространство
Q допускает ортогональное проектирование, если ∀x ∈ H∃x1(x1 ∈ Q ∧ x− x1 ⊥ Q).

Пусть: Q — подпространство пространства H, Q допускает ортогональное проекти-
рование. Пусть x ∈ H. Пусть x1 — ортогональная проекция вектора x на подпространство
Q. Обозначим, PQ(x) = x1. Очевидно, PQ : H =⇒ Q. Будем говорить, что PQ — оператор
ортогонального проектирования на подпространство Q.
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Очевидно: PQ ∈ Lin(H,H), R(PQ) ⊆ Q, PQx = x при x ∈ Q.
Пусть x ∈ H. Тогда: (PQPQ)x = PQ

(

PQx
)

= PQx. Следовательно, PQPQ = PQ. Пусть
x ∈ Q. Тогда: x ∈ H, x = PQx. Следовательно, x ∈ R(PQ). Тогда Q ⊆ R(PQ). Так как
R(PQ) ⊆ Q, то R(PQ) = Q. Итак: PQ ∈ Lin(H,H), PQPQ = PQ, R(PQ) = Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем

K; r ∈ N, Q1, . . . , Qr — ортогональные подпространства пространства H, Q1, . . . , Qr

допускают ортогональное проектирование.

1. Пусть Q1 + · · ·+Qr = H. Тогда PQ1
+ · · ·+ PQr

= I.

2. Пусть PQ1
+ · · ·+ PQr

= I. Тогда Q1 + · · ·+Qr = H.

Доказательство.

1. Пусть x ∈ H. Так как Q1 + · · ·+Qr = H, то существуют векторы x1, . . . , xr, удовле-
творяющие условиям: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x = x1 + · · ·+ xr. Тогда:

(

∑

k=1,r

PQk

)

x =
(

∑

k=1,r

PQk

)

∑

m=1,r

xm =
∑

k,m=1,r

PQk
xm =

∑

k=1,r

xk = x = Ix.

Следовательно, PQ1
+ · · ·+ PQr

= I.
2. Очевидно, Q1 + · · ·+Qr ⊆ H. Пусть x ∈ H. Тогда:

x = Ix = (PQ1
+ · · ·+ PQr

)x = PQ1
x+ · · ·+ PQr

x ∈ Q1 + · · ·+Qr.

Следовательно, H ⊆ Q1 + · · ·+Qr. Так как Q1 + · · ·+Qr ⊆ H, то Q1 + · · ·+Qr = H.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем

K; Q — подпространство пространства H, Q допускает ортогональное проектирование.

Тогда: Q⊥ допускает ортогональное проектирование, PQ + PQ⊥ = I, Q + Q⊥ = H, Q =
(Q⊥)⊥.

Доказательство. Пусть x ∈ H. Тогда PQx — ортогональная проекция вектора x на под-
пространство Q. Следовательно, x−PQx — ортогональная проекция вектора x на подпро-
странство Q⊥. Тогда подпространство Q⊥ допускает ортогональное проектирование.

Пусть x ∈ H. Тогда x−PQx — ортогональная проекция вектора x на подпространство
Q⊥. Следовательно, PQ⊥(x) = x−PQx. Тогда PQx+PQ⊥(x) = Ix. Следовательно, PQ+PQ⊥ =
I. Тогда Q+Q⊥ = H. Следовательно, Q = (Q⊥)⊥.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K, N ∈
N, dim(H) = N .

1. Пусть e — базис пространства H. Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k, m = 1, N .
Тогда: g(e) ∈ K

N×N , g(e) — эрмитова матрица, ∆k

(

g(e)
)

> 0 при k = 1, N . Очевидно:

gk,k(e) = (ek, ek) = ‖ek‖
2 при k = 1, N .

Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда: gk′,m′(e′) = gk,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при

k′, m′ = 1, N ; g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′). Будем говорить, что g — ковариантный метриче-
ский тензор пространства H.

Пусть e — базис пространства H. Пусть e — ортогональный базис. Тогда g(e) —
диагональная матрица.

Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис.
Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e) = Ĩ.
Пусть g(e) = Ĩ. Тогда e — ортонормированный базис.
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Пусть: x, y ∈ H, x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

(x, y) = gk,m(e)x̃kỹm.

Пусть e — ортогональный базис. Тогда:

(x, y) =
∑

k=1,N

gk,k(e)x̃kỹk =
∑

k=1,N

(ek, ek)x̃kỹk =
∑

k=1,N

‖ek‖
2
x̃kỹk.

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда:

(x, y) =
∑

k=1,N

x̃kỹk.

Пусть e, e′ — ортонормированные базисы пространства H. Тогда:

g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′),

Ĩ = α(e, e′)T Ĩα(e, e′),

Ĩ = α(e, e′)Tα(e, e′).

Следовательно: det
(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e, e′)T . Тогда α(e, e′)α(e, e′)T = Ĩ. Следова-
тельно, α(e, e′) — унитарная матрица.

Пусть: e — ортонормированный базис пространства H, e′1, . . . , e
′
N ∈ H, α(e, e′) —

унитарная матрица. Тогда: e′ — базис пространства H, g(e′) = α(e, e′)T g(e)α(e, e′) =
α(e, e′)T Ĩα(e, e′) = α(e, e′)Tα(e, e′) = Ĩ. Следовательно, e′ — ортонормированный базис
пространства H.

Согласно теореме Лагранжа, так как скалярное произведение есть эрмитова полу-
торалинейная форма, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства H, g(e′) — диагональная матрица. Тогда e′ — ортогональный базис.
Обозначим: e′′k =

1

‖e′k‖
e′k при k = 1, N . Тогда e′′ — ортонормированный базис.

2. Пусть e — базис пространства H. Обозначим: gk,m(e) =
(

g(e)−1
)k,m

при k, m = 1, N .
Очевидно: g(e)−1 ∈ K

N×N , g(e)−1 — эрмитова матрица, det
(

g(e)
)

> 0.
Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда:

g(e′)−1 =
(

α(e, e′)T g(e)α(e, e′)
)−1

= g(e′)−1 = α(e′, e)g(e)−1α(e′, e)T .

Следовательно: gk
′,m′

(e′) = gk,m(e)αk′

k (e
′, e)αm′

m (e, e′) при k′, m′ = 1, N . Будем говорить, что
{

g(e)−1
}

e
— контравариантный метрический тензор пространства H.

Пусть e — базис пространства H. Пусть e — ортогональный базис. Тогда: g(e)−1 —
диагональная матрица, gk,k(e) = 1

gk,k(e)
= 1

(ek,ek)
= 1

‖ek‖
2 при k = 1, N .

Пусть g(e)−1 — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис.
Пусть e — ортонормированный базис. Тогда g(e)−1 = Ĩ.
Пусть g(e)−1 = Ĩ. Тогда e — ортонормированный базис.
Пусть: x ∈ H, x̃ = [x](e). Пусть m = 1, N . Тогда:

(em, x) = (em, x̃
nen) = (em, en)x̃

n = gm,n(e)x̃
n.

Пусть k = 1, N . Тогда:

gk,m(e)gm,n(e)x̃
n = gk,m(e)(em, x),
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δknx̃
n = gk,m(e)(em, x),

x̃k = gk,m(e)(em, x).

Следовательно:

x = x̃kek = gk,m(e)(em, x)ek.

Пусть e — ортогональный базис. Тогда:

x̃k =
(ek, x)

gk,k(e)
=

(ek, x)

(ek, ek)
=

(ek, x)

‖ek‖
2 , k = 1, N ;

x =
∑

k=1,N

(ek, x)

gk,k(e)
ek =

∑

k=1,N

(ek, x)

(ek, ek)
ek =

∑

k=1,N

(ek, x)

‖ek‖
2 ek.

Пусть e — ортонормированный базис. Тогда:

x̃k = (ek, x), k = 1, N ;

x =
∑

k=1,N

(ek, x)ek.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K; Q —
подпространство пространства H, dim(Q) = 0. Очевидно: Q допускает ортогональное про-
ектирование, PQx = θ при x ∈ H.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем K;

Q — подпространство пространства H, N1 ∈ N, dim(Q) = N1, G — ковариантный мет-

рический тензор подпространства Q, e — базис подпространства Q. Тогда: Q допускает

ортогональное проектирование, PQx = Gα,β(eβ, x)eα при x ∈ H.

Доказательство. Пусть x ∈ H. Обозначим, x1 = Gα,β(eβ, x)eα. Тогда x1 ∈ Q. Пусть u ∈ Q.
Тогда:

(x− x1, u) = (x, u)− (x1, u) = (x, u)−
(

Gα,β(eβ, x)eα, u
)

= (x, u)−Gα,β(eβ, x)(eα, u) =

= (x, u)−Gβ,α(x, eβ)(eα, u) = (x, u)−
(

x,Gβ,α(eα, u)eβ
)

= (x, u)− (x, u) = 0.

Следовательно, x−x1 ⊥ Q. Итак: x1 ∈ Q, x−x1 ⊥ Q. Тогда подпространство Q допускает
ортогональное проектирование.

Пусть x ∈ H. Тогда Gα,β(eβ, x)eα — ортогональная проекция вектора x на подпростран-
ство Q. Следовательно, PQx = Gα,β(eβ, x)eα.

Теорема (процесс ортогонализации Грама—Шмидта). Пусть: K ∈ {C,R}; H — линей-

ное евклидово пространство над полем K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H, x1, . . . , xr — линейно

независимые векторы, λ1, . . . , λr ∈ K, λ1, . . . , λr 6= 0.
Существуют векторы y1, . . . , yr, удовлетворяющие условиям: y1, . . . , yk — ортого-

нальный базис подпространства L(x1, . . . , xk) при k = 1, r; y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при k = 2, r.
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Доказательство. Пусть r = 1. Обозначим, y1 = λ1x1. Очевидно, y1 — искомая последова-
тельность векторов.

Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Докажем, что утверждение
справедливо при r = r0 + 1. Очевидно, существуют векторы y1, . . . , yr0 , удовлетворяющие
условиям: y1, . . . , yk — ортогональный базис подпространства L(x1, . . . , xk) при k = 1, r0;

y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при k = 2, r0. Обозначим, yr0+1 = λr0+1

(

xr0+1 −

∑

m=1,r0

(ym,xr0+1)

(ym,ym)
ym

)

. Так как y1, . . . , yr0 ∈ L(x1, . . . , xr0), то yr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0+1). Пусть

k = 1, r0. Так как y1, . . . , yr0 — ортогональные векторы, то:

(yk, yr0+1) =

(

yk, λr0+1

(

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym

)

)

=

= λr0+1

(

(yk, xr0+1)−
(yk, xr0+1)

(yk, yk)
(yk, yk)

)

= 0.

Предположим, что yr0+1 = θ. Так как: λr0+1 6= 0, y1, . . . , yr0 ∈ L(x1, . . . , xr0), то:

λr0+1

(

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym

)

= θ,

xr0+1 −
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym = θ,

xr0+1 =
∑

m=1,r0

(ym, xr0+1)

(ym, ym)
ym,

xr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0).

Тогда x1, . . . , xr0+1 — линейно зависимые векторы (что противоречит условию). Итак,
yr0+1 6= θ.

Очевидно: y1, . . . , yr0+1 ∈ L(x1, . . . , xr0+1), y1, . . . , yr0+1 — ортогональные векто-
ры, y1, . . . , yr0+1 6= θ. Так как x1, . . . , xr0+1 — линейно независимые векторы, то
dim

(

L(x1, . . . , xr0+1)
)

= r0 + 1. Тогда y1, . . . , yr0+1 — ортогональный базис подпростран-
ства L(x1, . . . , xr0+1). Очевидно, y1, . . . , yr0+1 — искомая последовательность векторов.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное евклидово пространство над полем

K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, λ1, . . . , λr ∈ K,

λ1, . . . , λr 6= 0.

Пусть: y1, . . . , yr ∈ H, y1, . . . , yr 6= θ, y1 = λ1x1, yk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(ym,xk)
(ym,ym)

ym

)

при

k = 2, r.

Пусть: z1, . . . , zr ∈ H, z1, . . . , zr 6= θ, z1 = λ1x1, zk = λk

(

xk −
∑

m=1,k−1

(zm,xk)
(zm,zm)

zm

)

при

k = 2, r.
Тогда: y1 = z1, . . . , yr = zr.

8.2. Линейные псевдоевклидовы пространства

Определение. Пусть: K ∈ {C,R}; L — линейное пространство над полем K, N ∈
N, dim(L) = N . Пусть F — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L,
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det
(

[F ](e)
)

6= 0 при: e — базис пространства L. Будем говорить, что: F — псевдоска-
лярное произведение в пространстве L, (L, F ) — линейное псевдоевклидово пространство
над полем K. Далее часто будем писать (x, y) вместо F (x, y).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное псевдоевклидово пространство над полем
K.

1. Пусть x ∈ H. Будем говорить, что x — изотропный вектор, если (x, x) = 0. Будем
говорить, что x — неизотропный вектор, если (x, x) 6= 0.

2. Пусть Q ⊆ H. Будем говорить, что Q — изотропное множество, если ∀x
(

x ∈ Q∧ x 6=
θ =⇒ (x, x) = 0

)

. Будем говорить, что Q — неизотропное множество, если ∀x
(

x ∈ Q∧x 6=
θ =⇒ (x, x) 6= 0

)

.
3. Пусть x, y ∈ H. Будем писать x ⊥ y, если (x, y) = 0.

Пусть: x, y ∈ H, x ⊥ y. Тогда (x, y) = 0. Следовательно: (y, x) = (x, y) = 0 = 0. Тогда
y ⊥ x.

4. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ H. Будем говорить, что x1, . . . , xr — псевдоортогональная
последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m. Будем говорить, что
x1, . . . , xr — нормированная последовательность векторов, если: (xk, xk) = ±1 при k = 1, r.
Будем говорить, что x1, . . . , xr — псевдоортонормированная последовательность векторов,
если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m; (xk, xk) = ±1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — псевдоортогональные векторы пространства H, x1, . . . , xr —
неизотропные векторы. Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Пусть: C1, . . . , Cr ∈ K,
∑

m=1,r

Cmxm = θ. Пусть k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

Cmxm

)

= (xk, θ),

∑

m=1,r

Cm(xk, xm) = 0,

Ck(xk, xk) = 0,

Ck = 0.

Итак, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
5. Пусть: x ∈ H, Q ⊆ H. Будем писать x ⊥ Q, если ∀u ∈ Q(x ⊥ u).
6. Пусть Q1, Q2 ⊆ H. Будем писать Q1 ⊥ Q2, если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2).

Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2. Очевидно, Q2 ⊥ Q1.
7. Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr ⊆ H. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — псевдоортогональная

последовательность множеств, если: Qk ⊥ Qm при: k, m = 1, r, k 6= m.
Пусть: r ∈ N, Q1, . . . , Qr — псевдоортогональные подпространства пространства H,

Q1, . . . , Qr — неизотропные подпространства. Докажем, что Q1, . . . , Qr — линейно незави-
симые подпространства.

Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,
∑

m=1,r

xm = θ. Пусть k = 1, r. Тогда:

(

xk,
∑

m=1,r

xm

)

= (xk, θ),

∑

m=1,r

(xk, xm) = 0,

(xk, xk) = 0,
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xk = θ.

Итак, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.
8. Пусть Q ⊆ H. Обозначим, Q⊥ = {x : x ∈ H ∧ x ⊥ Q}. Будем говорить, что Q⊥ —

псевдоортогональное дополнение множества Q.
Пусть Q ⊆ H. Очевидно: Q⊥ ⊆ H, Q⊥ ⊥ Q.
Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2. Очевидно, Q1 ⊆ Q⊥

2 .
Пусть Q ⊆ H. Тогда Q⊥ ⊥ Q. Следовательно, Q ⊥ Q⊥. Тогда Q ⊆ (Q⊥)⊥.
Пусть Q ⊆ H. Докажем, что Q⊥ — подпространство пространства H.
Очевидно: Q⊥ ⊆ H, θ ∈ Q⊥. Пусть x1, x2 ∈ Q⊥. Тогда: x1, x2 ∈ H, x1, x2 ⊥ Q. Пусть

u ∈ Q. Тогда: x1, x2 ∈ H, (x1, u), (x2, u) = 0. Следовательно: x1 + x2 ∈ H, (x1 + x2, u) =
(x1, u) + (x2, u) = 0. Тогда: x1 + x2 ∈ H, x1 + x2 ⊥ Q. Следовательно, x1 + x2 ∈ Q⊥.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q⊥. Тогда: λ ∈ K, x ∈ H, x ⊥ Q. Пусть u ∈ Q. Тогда: λ ∈ K,
x ∈ H, (x, u) = 0. Следовательно: λx ∈ H, (λx, u) = λ(x, u) = 0. Тогда: λx ∈ H, λx ⊥ Q.
Следовательно, λx ∈ Q⊥. Итак, Q⊥ — подпространство пространства H.

Пусть: Q1, Q2 ⊆ H, Q1 ⊥ Q2, Q1+Q2 = H, Q2 — неизотропное множество. Докажем,
что Q1 = Q⊥

2 .
Очевидно, Q1 ⊆ Q⊥

2 . Пусть x ∈ Q⊥
2 . Тогда: x ∈ H, x ⊥ Q2. Так как: x ∈ H, Q1 +Q2 =

H, то существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1+x2.
Так как: x ⊥ Q2, x2 ∈ Q2, то (x, x2) = 0. Так как: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, Q1 ⊥ Q2, то (x1, x2) = 0.
Тогда:

0 = (x, x2) = (x1 + x2, x2) = (x1, x2) + (x2, x2) = (x2, x2).

Следовательно, x2 = θ. Тогда: x = x1 + x2 = x1 ∈ Q1. Следовательно, Q⊥
2 ⊆ Q1. Так как

Q1 ⊆ Q⊥
2 , то Q1 = Q⊥

2 .
Пусть: Q ⊆ H, Q + Q⊥ = H, Q⊥ — неизотропное множество. Тогда: Q⊥ ⊥ Q, Q +

Q⊥ = H, Q⊥ — неизотропное множество. Следовательно: Q ⊥ Q⊥, Q + Q⊥ = H, Q⊥ —
неизотропное множество. Тогда Q = (Q⊥)⊥.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R}; H — линейное псевдоевклидово пространство над полем
K, N ∈ N, dim(H) = N .

1. Пусть e — базис пространства H. Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k, m = 1, N .
Тогда: g(e) ∈ K

N×N , g(e) — эрмитова матрица, det
(

g(e)
)

6= 0. Очевидно: gk,k(e) = (ek, ek)

при k = 1, N .
Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда: gk′,m′(e′) = gk,m(e)αk

k′(e, e
′)αm

m′(e, e′) при

k′, m′ = 1, N ; g(e′) = α(e, e′)Tg(e)α(e, e′). Будем говорить, что g — ковариантный метриче-
ский тензор пространства H.

Пусть e — базис пространства H. Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда g(e) —
диагональная матрица.

Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — псевдоортогональный базис. Так как
det

(

g(e)
)

6= 0, то e1, . . . , eN — неизотропные векторы.
Пусть e — псевдоортонормированный базис. Тогда: g(e) — диагональная матрица,

gk,k(e) = ±1 при k = 1, N .
Пусть: g(e) — диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Тогда e — псевдоор-

тонормированный базис.
Пусть: x, y ∈ H, x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

(x, y) = gk,m(e)x̃kỹm.
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Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда:

(x, y) =
∑

k=1,N

gk,k(e)x̃kỹk =
∑

k=1,N

(ek, ek)x̃kỹk.

Согласно теореме Лагранжа, так как псевдоскалярное произведение есть эрмитова
полуторалинейная форма, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям:

e′ — базис пространства H, g(e′) — диагональная матрица. Тогда e′ — псевдоортогональный
базис.

2. Пусть e — базис пространства H. Обозначим: gk,m(e) =
(

g(e)−1
)k,m

при k, m = 1, N .
Очевидно: g(e)−1 ∈ K

N×N , g(e)−1 — эрмитова матрица, det
(

g(e)
)

6= 0.
Пусть e, e′ — базисы пространства H. Тогда:

g(e′)−1 =
(

α(e, e′)T g(e)α(e, e′)
)−1

= g(e′)−1 = α(e′, e)g(e)−1α(e′, e)T .

Следовательно: gk
′,m′

(e′) = gk,m(e)αk′

k (e
′, e)αm′

m (e, e′) при k′, m′ = 1, N . Будем говорить, что
{

g(e)−1
}

e
— контравариантный метрический тензор пространства H.

Пусть e — базис пространства H. Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда:
g(e)−1 — диагональная матрица, gk,k(e) = 1

gk,k(e)
= 1

(ek,ek)
при k = 1, N .

Пусть g(e)−1 — диагональная матрица. Тогда e — псевдоортогональный базис.
Пусть e — псевдоортонормированный базис. Тогда: g(e)−1 — диагональная матрица,

gk,k(e) = ±1 при k = 1, N .
Пусть: g(e)−1 — диагональная матрица, gk,k(e) = ±1 при k = 1, N . Тогда e — псевдо-

ортонормированный базис.
Пусть: x ∈ H, x̃ = [x](e). Пусть m = 1, N . Тогда:

(em, x) = (em, x̃
nen) = (em, en)x̃

n = gm,n(e)x̃
n.

Пусть k = 1, N . Тогда:

gk,m(e)gm,n(e)x̃
n = gk,m(e)(em, x),

δknx̃
n = gk,m(e)(em, x),

x̃k = gk,m(e)(em, x).

Следовательно:

x = x̃kek = gk,m(e)(em, x)ek.

Пусть e — псевдоортогональный базис. Тогда:

x̃k =
(ek, x)

gk,k(e)
=

(ek, x)

(ek, ek)
;

x =
∑

k=1,N

(ek, x)

gk,k(e)
ek =

∑

k=1,N

(ek, x)

(ek, ek)
ek.
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