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Лекция 7. Метод Лагранжа, закон инерции, критерий

Сильвестра

7.1. Метод Лагранжа

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N . Обозначим:

µ∗(Ã) =
{

k0 : k0 = 1, N ∧ ∀k = 1, N(k 6= k0 =⇒ Ãk0,k = 0 ∧ Ãk,k0 = 0)
}

.

Пусть Ã — эрмитова (симметричная) матрица. Тогда:

µ∗(Ã) =
{

k0 : k0 = 1, N ∧ ∀k = 1, N(k 6= k0 =⇒ Ãk0,k = 0)
}

,

µ∗(Ã) =
{

k0 : k0 = 1, N ∧ ∀k = 1, N(k 6= k0 =⇒ Ãk,k0 = 0)
}

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

1. Пусть: e — базис пространства L, k0 = 1, N , [A]k0,k0(e) 6= 0. Тогда существуют

векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆
µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

2. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0
(e) = 0,

[A]k0,m0
(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0.

3. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0
(e) = 0,

[A]k0,m0
(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

4. Пусть: e — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}. Тогда существуют век-

торы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂
µ∗

(

[A](e′)
)

.

Доказательство.

1. Обозначим, Ã = [A](e). Пусть x ∈ L. Обозначим, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃kx̃m =

= Ãk0,k0x̃
k0 x̃k0 +

∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,mx̃
k0x̃m +

∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0 x̃
kx̃k0 +

∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃k0 x̃m +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0

Ãk0,k0

x̃kx̃k0

)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃m =
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= Ãk0,k0

(

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k

)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

−
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0Ãk0,k0

x̃kx̃m

)

+

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃kx̃m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k

)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

(

Ãk,m −
Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

)

x̃kx̃m.

Обозначим:

˜̃xk0 = x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m,

˜̃xj = x̃j, j = 1, N, j 6= k0.

Тогда ˜̃x ∈ KN . Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = Ãk0,k0 ,

˜̃Ak0,m = 0, m = 1, N, m 6= k0;

˜̃Ak,k0 = 0, k = 1, N, k 6= k0;

˜̃Ak,m = Ãk,m −
Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

, k, m = 1, N, k, m 6= k0.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — эрмитова матрица, A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm, k0 ∈ µ∗(

˜̃A), µ∗(Ã) ⊆

µ∗(
˜̃A).

Обозначим:

βk0
k0

= 1,

βk0
m =

Ãk0,m

Ãk0,k0

, m = 1, N, m 6= k0;

βj
m = δjm, j = 1, N, j 6= k0, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 1 6= 0, ˜̃x = βx̃. Обозначим: e′k′ = (β−1)kk′ek при k′ = 1, N . Тогда:
e′ — базис пространства L, α(e, e′) = β−1. Следовательно, α(e′, e) = β. Тогда: [x](e′) =

α(e′, e)[x](e) = βx̃ = ˜̃x. Следовательно: A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′) при x ∈ L. Так

как ˜̃A — эрмитова матрица, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

2. Обозначим, Ã = [A](e). Так как: Ãk0,k0 = 0, Ãk0,m0
6= 0, то k0 6= m0. Так как Ãk0,m0

6= 0,
то k0, m0 /∈ µ∗(Ã). Пусть x ∈ L. Обозначим:

x̃ = [x](e),

I1(x) = Ãk0,k0 x̃
k0 x̃k0 + Ãk0,m0

x̃k0x̃m0 + Ãm0,k0 x̃
m0 x̃k0 + Ãm0,m0

x̃m0 x̃m0 ,
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I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,mx̃
k0 x̃m +

∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,mx̃
m0 x̃m,

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0x̃
kx̃k0 +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0
x̃kx̃m0 ,

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,mx̃kx̃m.

Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃kx̃m = I1(x) + I2(x) + I3(x) + I4(x),

I1(x) = Ãk0,m0
x̃k0x̃m0 + Ãk0,m0

· x̃m0 x̃k0 .

Очевидно, существует столбец ˜̃x, удовлетворяющий условиям:

˜̃x ∈ KN ,

x̃k0 =
Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

,

x̃m0 = ˜̃xk0 + ˜̃xm0 ,

x̃j = ˜̃xj, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}.

Тогда:

I1(x) =
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

+
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

=

= 2
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

˜̃xk0 ˜̃xk0 − 2
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

˜̃xm0 ˜̃xm0 ,

I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,k0Ãk0,m
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,m

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

˜̃xm =

=
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m +
Ãm0,k0Ãk0,m
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

)

˜̃xk0 ˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m −
Ãm0,k0Ãk0,m
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

)

˜̃xm0 ˜̃xm,

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

˜̃xk

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

+
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0

˜̃xk

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

=

=
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0
+

Ãk,k0Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

)

˜̃xk ˜̃xk0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0
−

Ãk,k0Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

)

˜̃xk ˜̃xm0 ,

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,m
˜̃xk ˜̃xm.
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Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = 2
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣
,

˜̃Ak0,m0
= 0,

˜̃Am0,k0 = 0,

˜̃Am0,m0
= −2

∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣
,

˜̃Ak0,m = Ãm0,m +
Ãm0,k0Ãk0,m
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

˜̃Am0,m = Ãm0,m −
Ãm0,k0Ãk0,m
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

˜̃Ak,k0 = Ãk,m0
+

Ãk,k0Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

, k = 1, N, k /∈ {k0,m0};

˜̃Ak,m0
= Ãk,m0

−
Ãk,k0Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

, k = 1, N, k /∈ {k0,m0};

˜̃Ak,m = Ãk,m, k, m = 1, N, k, m /∈ {k0,m0}.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — эрмитова матрица, A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm, ˜̃Ak0,k0 = 2

∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣
6=

0, µ∗(Ã) ⊆ µ∗(
˜̃A).

Обозначим:

βk0
k0

=
Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

,

βk0
m0

= −
Ãk0,m0
∣

∣

∣
Ãk0,m0

∣

∣

∣

,

βk0
m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0},

βm0

k0
= 1,

βm0

m0
= 1,

βm0

m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0},

βj
m = δjm, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 2
Ãk0,m0

|Ãk0,m0
|
sgn(m0 − k0) 6= 0, x̃ = β ˜̃x. Следовательно, ˜̃x = β−1x̃.

Обозначим: e′k′ = βk
k′ek при k′ = 1, N . Тогда: e′ — базис пространства L, α(e, e′) = β.

Следовательно, α(e′, e) = β−1. Тогда: [x](e′) = α(e′, e)[x](e) = β−1x̃ = ˜̃x. Следовательно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]k(e′)[x]
m(e′) при x ∈ L. Так как ˜̃A — эрмитова матрица, то [A](e′) =

˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0.



7.1. Метод Лагранжа 5

3. Очевидно, существуют векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис

пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0. Так как [A]k0,k0(e

′) 6= 0, то су-
ществуют векторы e′′1, . . . , e

′′
N , удовлетворяющие условиям: e′′ — базис пространства L,

µ∗

(

[A](e′)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

. Так как µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, то: e′′ — базис
пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

.

4. Так как µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}, то ∃k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

)

. Пусть ∃k0 =

1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

∧ [A]k0,k0(e) 6= 0
)

. Выберем число k0, удовлетворяющее условиям:

k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, [A]k0,k0(e) 6= 0. Так как [A]k0,k0(e) 6= 0, то существуют векторы
e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

,
k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂
µ∗

(

[A](e′)
)

.

Пусть ∀k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

=⇒ [A]k0,k0(e) = 0
)

. Выберем число k0, удовле-

творяющее условиям: k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Тогда [A]k0,k0(e) = 0. Так как: [A](e) —
эрмитова матрица, k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то существует число m0, удовлетворяющее условиям:

m0 = 1, N , m0 6= k0, [A]k0,m0
(e) 6= 0. Тогда m0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Следовательно, [A]m0,m0
(e) = 0.

Так как: [A]k0,k0(e) = 0, [A]k0,m0
(e) 6= 0, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяю-

щие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так
как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Теорема (метод Лагранжа). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над по-

лем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

Тогда существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e — базис простран-

ства L, [A](e) — диагональная матрица.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A — симметричная билинейная форма в пространстве L.

1. Пусть: e — базис пространства L, k0 = 1, N , [A]k0,k0(e) 6= 0. Тогда существуют

векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆
µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

2. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0
(e) = 0,

[A]k0,m0
(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0.

3. Пусть: e — базис пространства L, k0, m0 = 1, N , [A]k0,k0(e), [A]m0,m0
(e) = 0,

[A]k0,m0
(e) 6= 0. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ —

базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

4. Пусть: e — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}. Тогда существуют век-

торы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂
µ∗

(

[A](e′)
)

.

Доказательство.

1. Обозначим, Ã = [A](e). Пусть x ∈ L. Обозначим, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃
kx̃m =

= Ãk0,k0x̃
k0 x̃k0 +

∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,mx̃
k0x̃m +

∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0 x̃
kx̃k0 +

∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃
kx̃m =
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= Ãk0,k0

(

x̃k0x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃k0 x̃m +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk,k0

Ãk0,k0

x̃kx̃k0

)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃
kx̃m =

= Ãk0,k0

(

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

−
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0Ãk0,k0

x̃kx̃m

)

+

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

Ãk,mx̃
kx̃m =

= Ãk0,k0

(

x̃k0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0

Ãk0,k

Ãk0,k0

x̃k
)(

x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m
)

+
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0

(

Ãk,m −
Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

)

x̃kx̃m.

Обозначим:

˜̃xk0 = x̃k0 +
∑

m=1,N,
m 6=k0

Ãk0,m

Ãk0,k0

x̃m,

˜̃xj = x̃j, j = 1, N, j 6= k0.

Тогда ˜̃x ∈ KN . Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = Ãk0,k0 ,

˜̃Ak0,m = 0, m = 1, N, m 6= k0;

˜̃Ak,k0 = 0, k = 1, N, k 6= k0;

˜̃Ak,m = Ãk,m −
Ãk,k0Ãk0,m

Ãk0,k0

, k, m = 1, N, k, m 6= k0.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — симметричная матрица, A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm, k0 ∈ µ∗(

˜̃A),

µ∗(Ã) ⊆ µ∗(
˜̃A).

Обозначим:

βk0
k0

= 1,

βk0
m =

Ãk0,m

Ãk0,k0

, m = 1, N, m 6= k0;

βj
m = δjm, j = 1, N, j 6= k0, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 1 6= 0, ˜̃x = βx̃. Обозначим: e′k′ = (β−1)kk′ek при k′ = 1, N . Тогда:
e′ — базис пространства L, α(e, e′) = β−1. Следовательно, α(e′, e) = β. Тогда: [x](e′) =

α(e′, e)[x](e) = βx̃ = ˜̃x. Следовательно: A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]
k(e′)[x]m(e′) при x ∈ L.

Так как ˜̃A — симметричная матрица, то [A](e′) = ˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈
µ∗

(

[A](e′)
)

.
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2. Обозначим, Ã = [A](e). Так как: Ãk0,k0 = 0, Ãk0,m0
6= 0, то k0 6= m0. Так как Ãk0,m0

6= 0,
то k0, m0 /∈ µ∗(Ã). Пусть x ∈ L. Обозначим:

x̃ = [x](e),

I1(x) = Ãk0,k0 x̃
k0 x̃k0 + Ãk0,m0

x̃k0x̃m0 + Ãm0,k0 x̃
m0 x̃k0 + Ãm0,m0

x̃m0 x̃m0 ,

I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,mx̃
k0 x̃m +

∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,mx̃
m0 x̃m,

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0x̃
kx̃k0 +

∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0
x̃kx̃m0 ,

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,mx̃
kx̃m.

Тогда:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃
kx̃m = I1(x) + I2(x) + I3(x) + I4(x),

I1(x) = Ãk0,m0
x̃k0x̃m0 + Ãk0,m0

x̃m0 x̃k0 .

Очевидно, существует столбец ˜̃x, удовлетворяющий условиям:

˜̃x ∈ KN ,

x̃k0 = ˜̃xk0 − ˜̃xm0 ,

x̃m0 = ˜̃xk0 + ˜̃xm0 ,

x̃j = ˜̃xj, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}.

Тогда:

I1(x) = Ãk0,m0

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

+ Ãk0,m0

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

=

= 2Ãk0,m0

˜̃xk0 ˜̃xk0 − 2Ãk0,m0

˜̃xm0 ˜̃xm0 ,

I2(x) =
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãk0,m

(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

Ãm0,m

(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

˜̃xm =

=
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m + Ãk0,m

)

˜̃xk0 ˜̃xm +
∑

m=1,N,
m 6=k0,m0

(

Ãm0,m − Ãk0,m

)

˜̃xm0 ˜̃xm,

I3(x) =
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,k0
˜̃xk
(

˜̃xk0 − ˜̃xm0

)

+
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

Ãk,m0

˜̃xk
(

˜̃xk0 + ˜̃xm0

)

=

=
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0
+ Ãk,k0

)

˜̃xk ˜̃xk0 +
∑

k=1,N,
k 6=k0,m0

(

Ãk,m0
− Ãk,k0

)

˜̃xk ˜̃xm0 ,

I4(x) =
∑

k,m=1,N,
k,m 6=k0,m0

Ãk,m
˜̃xk ˜̃xm.
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Обозначим:

˜̃Ak0,k0 = 2Ãk0,m0
,

˜̃Ak0,m0
= 0,

˜̃Am0,k0 = 0,

˜̃Am0,m0
= −2Ãk0,m0

,

˜̃Ak0,m = Ãm0,m + Ãk0,m, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

˜̃Am0,m = Ãm0,m − Ãk0,m, m = 1, N, m /∈ {k0,m0};

˜̃Ak,k0 = Ãk,m0
+ Ãk,k0 , k = 1, N, k /∈ {k0,m0};

˜̃Ak,m0
= Ãk,m0

− Ãk,k0 , k = 1, N, k /∈ {k0,m0};

˜̃Ak,m = Ãk,m, k, m = 1, N, k, m /∈ {k0,m0}.

Тогда: ˜̃A ∈ KN×N , ˜̃A — симметричная матрица, A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m
˜̃xk ˜̃xm, ˜̃Ak0,k0 =

2Ãk0,m0
6= 0, µ∗(Ã) ⊆ µ∗(

˜̃A).
Обозначим:

βk0
k0

= 1,

βk0
m0

= −1,

βk0
m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0},

βm0

k0
= 1,

βm0

m0
= 1,

βm0

m = 0, m = 1, N, m /∈ {k0,m0},

βj
m = δjm, j = 1, N, j /∈ {k0,m0}, m = 1, N.

Тогда: β ∈ KN×N , det(β) = 2 sgn(m0 − k0) 6= 0, x̃ = β ˜̃x. Следовательно, ˜̃x = β−1x̃.
Обозначим: e′k′ = βk

k′ek при k′ = 1, N . Тогда: e′ — базис пространства L, α(e, e′) = β.
Следовательно, α(e′, e) = β−1. Тогда: [x](e′) = α(e′, e)[x](e) = β−1x̃ = ˜̃x. Следовательно:

A(x, x) =
∑

k,m=1,N

˜̃Ak,m[x]
k(e′)[x]m(e′) при x ∈ L. Так как ˜̃A — симметричная матрица, то

[A](e′) = ˜̃A. Тогда: µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0.

3. Очевидно, существуют векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис

пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, [A]k0,k0(e
′) 6= 0. Так как [A]k0,k0(e

′) 6= 0, то су-
ществуют векторы e′′1, . . . , e

′′
N , удовлетворяющие условиям: e′′ — базис пространства L,

µ∗

(

[A](e′)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

. Так как µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, то: e′′ — базис
пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′′)
)

.

4. Так как µ∗

(

[A](e)
)

6= {1, . . . , N}, то ∃k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

)

. Пусть ∃k0 =

1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

∧ [A]k0,k0(e) 6= 0
)

. Выберем число k0, удовлетворяющее условиям:

k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, [A]k0,k0(e) 6= 0. Так как [A]k0,k0(e) 6= 0, то существуют векторы
e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

,
k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂
µ∗

(

[A](e′)
)

.
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Пусть ∀k0 = 1, N
(

k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

=⇒ [A]k0,k0(e) = 0
)

. Выберем число k0, удовлетво-

ряющее условиям: k0 = 1, N , k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Тогда [A]k0,k0(e) = 0. Так как: [A](e) — сим-
метричная матрица, k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то существует число m0, удовлетворяющее условиям:

m0 = 1, N , m0 6= k0, [A]k0,m0
(e) 6= 0. Тогда m0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

. Следовательно, [A]m0,m0
(e) = 0.

Так как: [A]k0,k0(e) = 0, [A]k0,m0
(e) 6= 0, то существуют векторы e′1, . . . , e

′
N , удовлетворяю-

щие условиям: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊆ µ∗

(

[A](e′)
)

, k0 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Так
как k0 /∈ µ∗

(

[A](e)
)

, то: e′ — базис пространства L, µ∗

(

[A](e)
)

⊂ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Теорема (метод Лагранжа). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над по-

лем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — симметричная билинейная форма в пространстве L.

Тогда существуют векторы e1, . . . , eN , удовлетворяющие условиям: e — базис простран-

ства L, [A](e) — диагональная матрица.

7.2. Закон инерции

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A — полу-
торалинейная форма в пространстве L, Q — подпространство пространства L, N1 ∈ N,
dim(Q) = N1, e — базис подпространства Q. Пусть: x ∈ L, ∀k = 1, N1

(

A(ek, x) = 0
)

.
Докажем, что ∀u ∈ Q

(

A(u, x) = 0
)

.
Пусть u ∈ Q. Обозначим, ũ = [u](e). Тогда:

A(u, x) = A(ũkek, x) = ũkA(ek, x) = 0.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A —

полуторалинейная форма в пространстве L, Q1, Q2 — подпространства пространства

L, dim(Q1) < dim(Q2), dim(Q2) 6= +∞. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий

условиям: x ∈ Q2, x 6= θ, ∀u ∈ Q1

(

A(u, x) = 0
)

.

Доказательство. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда: N1, N2 ∈ Z+, N1 < N2,
N2 6= +∞. Следовательно: N1 ∈ Z+, N2 ∈ N. Так как N2 ∈ N, то существуют векторы
e′1, . . . , e

′
N2

, удовлетворяющие условию: e′ — базис подпространства Q2.
Пусть N1 = 0. Тогда Q1 = {θ}. Очевидно: e′1 ∈ Q2, e

′
1 6= θ, A(u, e′1) = A(θ, e′1) = 0 при

u ∈ Q1.
Пусть N1 6= 0. Тогда N1 ∈ N. Следовательно, существуют векторы e1, . . . , eN1

, удовле-
творяющие условию: e — базис подпространства Q1.

Пусть: x ∈ Q2, x 6= θ, ∀u ∈ Q1

(

A(u, x) = 0
)

. Обозначим, x̃ = [x](e′). Так как: x ∈ Q2,

x 6= θ, то: x̃ ∈ KN2 , x̃ 6= θ̃2. Так как ∀u ∈ Q1

(

A(u, x) = 0
)

, то:

A(ek, x) = 0, k = 1, N1;

A(ek, x̃
k′e′k′) = 0, k = 1, N1;

A(ek, e
′
k′)x̃

k′ = 0, k = 1, N1.

Так как N1 < N2, то существует столбец x̃, удовлетворяющий условиям: x̃ ∈ KN2 ,
x̃ 6= θ̃2, ∀k = 1, N1

(

A(ek, e
′
k′)x̃

k′ = 0
)

. Обозначим, x = x̃k′e′k′ . Так как: x̃ ∈ KN2 , x̃ 6= θ̃2, то:

x ∈ Q2, x 6= θ. Так как ∀k = 1, N1

(

A(ek, e
′
k′)x̃

k′ = 0
)

, то:

A(ek, x̃
k′e′k′) = 0, k = 1, N1;

A(ek, x) = 0, k = 1, N1;

A(u, x) = 0, u ∈ Q1.
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Теорема (закон инерции для эрмитовых полуторалинейных форм). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрми-

това полуторалинейная форма в пространстве L.

Пусть: e — базис пространства L, [A](e) — диагональная матрица, p1 — количество

положительных элементов на главной диагонали матрицы [A](e), n1 — количество от-

рицательных элементов на главной диагонали матрицы [A](e).
Пусть: e′ — базис пространства L, [A](e′) — диагональная матрица, p2 — количество

положительных элементов на главной диагонали матрицы [A](e′), n2 — количество от-

рицательных элементов на главной диагонали матрицы [A](e′). Тогда: p1 = p2, n1 = n2.

Доказательство. Очевидно, p1, n1, p2, n2 = 0, N . Без ограничения общности можно счи-
тать, что: [A]k,k(e) > 0 при k = 1, p1; [A]k,k(e) < 0 при k = p1 + 1, p1 + n1; [A]k′,k′(e

′) > 0 при
k′ = 1, p2; [A]k′,k′(e

′) < 0 при k′ = p2 + 1, p2 + n2. Тогда: [A]k,k(e) = 0 при k = p1 + n1 + 1, N ;

[A]k′,k′(e
′) = 0 при k′ = p2 + n2 + 1, N . Обозначим: Ã = [A](e), ˜̃A = [A](e′). Предположим,

что p1 < p2. Тогда: p1 = 0, N − 1, p2 = 1, N .
Предположим, что p1 = 0. Обозначим, x̃ = [e′1](e). Тогда:

A(e′1, e
′
1) =

∑

k,m=1,N

Ãk,mx̃kx̃m =
∑

k=1,N

Ãk,k

∣

∣x̃k
∣

∣

2
6 0.

Очевидно: A(e′1, e
′
1) = ˜̃A1,1 > 0 (что противоречит утверждению: A(e′1, e

′
1) 6 0). Итак,

p1 6= 0. Тогда p1 = 1, N − 1.
Очевидно: dim

(

L(e1, . . . , ep1)
)

= p1, dim
(

L(e′1, . . . , e
′
p2
)
)

= p2. Так как p1 < p2, то
существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ L(e′1, . . . , e

′
p2
), x 6= θ, ∀u ∈

L(e1, . . . , ep1)
(

A(u, x) = 0
)

. Обозначим, x̃ = [x](e). Тогда:

A(x, x) = A
(

∑

k=1,N

x̃kek, x
)

=
∑

k=1,N

A(ek, x)x̃k =
∑

k=p1+1,N

A(ek, x)x̃k =

=
∑

k=p1+1,N

A
(

ek,
∑

m=1,N

x̃mem

)

x̃k =
∑

k=p1+1,N

∑

m=1,N

A(ek, em)x̃kx̃m =
∑

k=p1+1,N

∑

m=1,N

Ãk,mx̃kx̃m =

=
∑

k=p1+1,N

Ãk,k

∣

∣x̃k
∣

∣

2
6 0.

Обозначим, ˜̃x = [x](e′1, . . . , e
′
p2
). Так как: x ∈ L(e′1, . . . , e

′
p2
), x 6= θ, то: ˜̃x ∈ Kp2 , ˜̃x 6= θ̃2. Тогда:

A(x, x) = A
(

∑

k′=1,p2

˜̃xk′e′k′ ,
∑

m′=1,p2

˜̃xm′

e′m′

)

=
∑

k′,m′=1,p2

A(e′k′ , e
′
m′)˜̃xk′ ˜̃xm′

=
∑

k′,m′=1,p2

˜̃Ak′,m′
˜̃xk′ ˜̃xm′

=

=
∑

k′=1,p2

˜̃Ak′,k′

∣

∣

∣

˜̃xk′
∣

∣

∣

2

> 0

(что противоречит утверждению: A(x, x) 6 0). Итак, p2 6 p1.
Аналогично получаем, что p1 6 p2. Тогда p1 = p2. Аналогично получаем, что n1 =

n2.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть: e — базис
пространства L, [A](e) — диагональная матрица, p — количество положительных элемен-
тов на главной диагонали матрицы [A](e), n — количество отрицательных элементов на
главной диагонали матрицы [A](e). Будем говорить, что (p, n) — сигнатура формы A.
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7.3. Критерий Сильвестра

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.

Пусть: A > 0, e — базис пространства L. Пусть k = 1, N . Так как ek 6= θ, то: [A]k,k(e) =
A(ek, ek) > 0.

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Тогда:

det
(

[A](e′)
)

= det
(

α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)
)

=
∣

∣

∣
det
(

α(e, e′)
)

∣

∣

∣

2

det
(

[A](e)
)

.

Следовательно, sgn
(

det
(

[A](e′)
)

)

= sgn
(

det
(

[A](e)
)

)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ Z,

N > 2, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, e —

базис пространства L, A(x, x) > 0 при: x ∈ L(e1, . . . , eN−1), x 6= θ. Тогда существуют

векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, e′k = ek при

k = 1, N − 1; N ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Доказательство. Очевидно: dim
(

L(e1, . . . , eN−1)
)

= N − 1, dim(L) = N . Так как
N − 1 < N , то существует вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ L, x 6= θ, ∀u ∈
L(e1, . . . , eN−1)

(

A(u, x) = 0
)

. Предположим, что e1, . . . , eN−1, x — линейно зависимые век-
торы. Так как e1, . . . , eN−1 — линейно независимые векторы, то x ∈ L(e1, . . . , eN−1). Тогда
A(x, x) = 0. Так как: x ∈ L(e1, . . . , eN−1), x 6= θ, то A(x, x) > 0 (что противоречит утвер-
ждению: A(x, x) = 0). Итак, e1, . . . , eN−1, x — линейно независимые векторы.

Обозначим: e′k = ek при k = 1, N − 1; e′N = x. Тогда: e′1, . . . , e
′
N — линейно независимые

векторы пространства L, e′k = ek при k = 1, N − 1; A(e′k, e
′
N) = 0 при k = 1, N − 1. Так

как: e′1, . . . , e
′
N — линейно независимые векторы пространства L, dim(L) = N , то e′ — базис

пространства L. Пусть k = 1, N − 1. Тогда: [A]k,N(e
′) = A(e′k, e

′
N) = 0. Так как [A](e′) —

эрмитова матрица, то N ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

.

Теорема (критерий Сильвестра). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над

полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве

L, e — базис пространства L, Ã = [A](e).
1. Справедливо утверждение: A > 0 тогда и только тогда, когда ∀k = 1, N

(

∆k(Ã) >
0
)

.

2. Справедливо утверждение: A < 0 тогда и только тогда, когда ∀k =

1, N
(

sgn
(

∆k(Ã)
)

= (−1)k
)

.

3. Пусть: det(Ã) 6= 0, ¬(A > 0), ¬(A < 0). Тогда A — знакопеременная форма.

Доказательство.

1. Пусть A > 0. Докажем, что: ∆k(Ã) > 0 при k = 1, N .

Пусть N = 1. Так как A > 0, то Ã1,1 > 0. Тогда:

∆1(Ã) = det(Ã) = Ã1,1 > 0.

Пусть: N0 ∈ N, утверждение справедливо при N = N0. Докажем, что утверждение
справедливо при N = N0+1. Так как: A(x, x) > 0 при: x ∈ L(e1, . . . , eN0

), x 6= θ, то: ∆k(Ã) >
0 при k = 1, N0. Так как A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, то
существуют векторы e′1, . . . , e

′
N0+1, удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L,
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[A](e′) — диагональная матрица. Обозначим, ˜̃A = [A](e′). Так как A > 0, то: ˜̃Ak,k > 0 при

k = 1, N0 + 1. Так как ˜̃A — диагональная матрица, то: det( ˜̃A) = ˜̃A1,1 · · ·
˜̃AN0+1,N0+1 > 0.

Тогда det(Ã) > 0. Следовательно: ∆N0+1(Ã) = det(Ã) > 0.
Пусть: ∆k(Ã) > 0 при k = 1, N . Докажем, что A > 0.
Пусть N = 1. Пусть: x ∈ L, x 6= θ. Обозначим, x̃ = [x](e). Тогда: x̃ ∈ K1, x̃ 6= θ̃.

Следовательно:

A(x, x) = Ã1,1

∣

∣x̃1
∣

∣

2
= det(Ã)

∣

∣x̃1
∣

∣

2
= ∆1(Ã)

∣

∣x̃1
∣

∣

2
> 0.

Пусть: N0 ∈ N, утверждение справедливо при N = N0. Докажем, что утверждение
справедливо при N = N0 + 1. Так как: ∆k(Ã) > 0 при k = 1, N0, то: A(x, x) > 0 при: x ∈
L(e1, . . . , eN0

), x 6= θ. Тогда существуют векторы e′1, . . . , e
′
N0+1, удовлетворяющие условиям:

e′ — базис пространства L, e′k = ek при k = 1, N0; N0 + 1 ∈ µ∗

(

[A](e′)
)

. Обозначим, ˜̃A =

[A](e′). Так как: e′k = ek при k = 1, N0, то: ˜̃Ak,m = Ãk,m при k, m = 1, N0. Тогда: ∆N0
( ˜̃A) =

∆N0
(Ã) > 0. Так как: det(Ã) = ∆N0+1(Ã) > 0, то det( ˜̃A) > 0. Так как: ˜̃Ak,N0+1 = 0 при

k = 1, N0, то det( ˜̃A) = ˜̃AN0+1,N0+1∆N0
( ˜̃A). Тогда:

˜̃AN0+1,N0+1 =
det( ˜̃A)

∆N0
( ˜̃A)

> 0.

Пусть: x ∈ L, x 6= θ. Обозначим, x̃ = [x](e′). Тогда: x̃ ∈ KN0+1, x̃ 6= θ̃. Следовательно:

A(x, x) = A
(

∑

k=1,N0+1

x̃ke′k,
∑

m=1,N0+1

x̃me′m

)

=

= A
(

∑

k=1,N0

x̃ke′k + x̃N0+1e′N0+1,
∑

m=1,N0

x̃me′m + x̃N0+1e′N0+1

)

=

= A
(

∑

k=1,N0

x̃ke′k,
∑

m=1,N0

x̃me′m

)

+ ˜̃AN0+1,N0+1

∣

∣x̃N0+1
∣

∣

2
> 0.

2. Обозначим: B(x, y) = −A(x, y) при x, y ∈ L. Тогда B — эрмитова полуторалинейная
форма в пространстве L. Обозначим, B̃ = [B](e). Тогда B̃ = −Ã.

Пусть A < 0. Тогда B > 0. Следовательно ∀k = 1, N
(

∆k(B̃) > 0
)

. Тогда:

sgn
(

∆k(Ã)
)

= sgn
(

∆k(−B̃)
)

= sgn
(

(−1)k∆k(B̃)
)

= (−1)k при k = 1, N .

Пусть ∀k = 1, N
(

sgn
(

∆k(Ã)
)

= (−1)k
)

. Тогда: ∆k(B̃) = ∆k(−Ã) = (−1)k∆k(Ã) > 0

при k = 1, N . Следовательно, B > 0. Тогда A < 0.
3. Так как A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, то существуют

векторы e′1, . . . , e
′
N , удовлетворяющие условиям: e′ — базис пространства L, [A](e′) — диа-

гональная матрица. Обозначим, ˜̃A = [A](e′). Так как det(Ã) 6= 0, то det( ˜̃A) 6= 0. Так как
˜̃A — диагональная матрица, то: ˜̃A1,1 · · ·

˜̃AN,N = det( ˜̃A) 6= 0. Тогда ∀k = 1, N( ˜̃Ak,k 6= 0).

Предположим, что ∀k = 1, N( ˜̃Ak,k > 0). Так как ˜̃A — диагональная матрица, то

A > 0 (что противоречит утверждению: ¬(A > 0)). Итак, ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k 6 0). Так как

∀k = 1, N( ˜̃Ak,k 6= 0), то ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k < 0).

Предположим, что ∀k = 1, N( ˜̃Ak,k < 0). Так как ˜̃A — диагональная матрица, то A < 0

(что противоречит утверждению: ¬(A < 0)). Итак, ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k > 0). Так как ∀k =
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1, N( ˜̃Ak,k 6= 0), то ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k > 0). Так как: ∃k = 1, N( ˜̃Ak,k < 0), ˜̃A — диагональная
матрица, то A — знакопеременная форма.
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