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Лекция 6. Линейные, билинейные и квадратичные фор-

мы

6.1. Линейные и полулинейные формы

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Будем говорить, что A — линейная форма в пространстве L, если: A : L =⇒ K, A —

линейный оператор.
2. Будем говорить, что A — полулинейная форма в пространстве L, если: A : L =⇒ K,

A — полулинейный оператор.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — линейная (полулинейная) форма в пространстве L, e — базис простран-
ства L. Пусть: [A](e) ∈ K1×N , [A]k(e) = A(ek) при k = 1, N . Будем говорить, что [A](e) —
набор компонент линейной (полулинейной) формы A в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть A — линейная форма в пространстве L. Тогда: A(x) = [A]k(e)[x]
k(e) при

x ∈ L.

2. Пусть: Ã ∈ K1×N , A(x) = Ãk[x]
k(e) при x ∈ L. Тогда: A — линейная форма в

пространстве L, [A](e) = Ã.

3. Пусть A — полулинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x) = [A]k(e)[x]k(e) при

x ∈ L.

4. Пусть: Ã ∈ K1×N , A(x) = Ãk[x]k(e) при x ∈ L. Тогда: A — полулинейная форма в

пространстве L, [A](e) = Ã.

Доказательство.

1. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = A
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)A(ek) = [A]k(e)[x]
k(e).

2. Докажем, что A — линейная форма в пространстве L. Очевидно, A : L =⇒ K.
Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x+ y) = Ãk[x+ y]k(e) = Ãk

(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

= Ãk[x]
k(e) + Ãk[y]

k(e) = A(x) + A(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда:

A(λx) = Ãk[λx]
k(e) = Ãk

(

λ[x]k(e)
)

= λ
(

Ãk[x]
k(e)

)

= λA(x).
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Докажем, что [A](e) = Ã. Пусть k = 1, N . Тогда:

[A]k(e) = A(ek) = Ãm[ek]
m(e) = Ãmδ

m
k = Ãk.

Следовательно, [A](e) = Ã.
3. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = A
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)A(ek) = [A]k(e)[x]k(e).

4. Докажем, что A — полулинейная форма в пространстве L. Очевидно, A : L =⇒ K.
Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x+ y) = Ãk[x+ y]k(e) = Ãk

(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

= Ãk[x]k(e) + Ãk[y]k(e) = A(x) + A(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда:

A(λx) = Ãk[λx]k(e) = Ãk

(

λ[x]k(e)
)

= λ
(

Ãk[x]k(e)
)

= λA(x).

Докажем, что [A](e) = Ã. Пусть k = 1, N . Тогда:

[A]k(e) = A(ek) = Ãm[ek]m(e) = Ãmδ
m
k = Ãmδ

m
k = Ãk.

Следовательно, [A](e) = Ã.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; e, e′ — базисы пространства L.

1. Пусть A — линейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′(e
′) = [A]k(e)α

k
k′(e, e

′) при

k′ = 1, N ; [A](e′) = [A](e)α(e, e′).

2. Пусть A — полулинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′(e
′) = [A]k(e)αk

k′(e, e
′)

при k′ = 1, N ; [A](e′) = [A](e)α(e, e′).

Доказательство.

1. Пусть k′ = 1, N . Тогда:

[A]k′(e
′) = A(e′k′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek
)

= αk
k′(e, e

′)A(ek) = [A]k(e)α
k
k′(e, e

′) =
(

[A](e)α(e, e′)
)

k′
.

Следовательно, [A](e′) = [A](e)α(e, e′).
2. Пусть k′ = 1, N . Тогда:

[A]k′(e
′) = A(e′k′) = A

(

αk
k′(e, e

′)ek
)

= αk
k′(e, e

′)A(ek) = [A]k(e)αk
k′(e, e

′) =
(

[A](e)α(e, e′)
)

k′
.

Следовательно, [A](e′) = [A](e)α(e, e′).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N . Обозначим через L∗ множество всех линейных форм в пространстве L. Оче-
видно, L∗ — линейное пространство над полем K. Будем говорить, что L∗ — сопряжённое
пространство к пространству L.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Очевидно, следующие утверждения эквивалентны друг другу:

• ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при k, m = 1, N ;

• ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) = δmk при k, m = 1, N .

Очевидно, существует единственный набор функций ω1, . . . , ωN , удовлетворяющий
условиям: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, [ωm]k(e) = δmk при k, m = 1, N . Тогда существует единственный
набор функций ω1, . . . , ωN , удовлетворяющий условиям: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при
k, m = 1, N .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Обозначим: ϕ(A) = [A](e) при A ∈ L∗. Очевидно, ϕ — изоморфизм пространства L∗ на
пространство K1×N . Тогда: dim(L∗) = dim(K1×N) = N .

Пусть: ω1, . . . , ωN ∈ L∗, ωm(ek) = δmk при k, m = 1, N . Тогда: [ωm]k(e) = δmk при k,
m = 1, N . Следовательно, [ω1](e), . . . , [ωN ](e) — базис пространства K1×N . Так как: ϕ−1 —
изоморфизм пространства K1×N на пространство L∗, ωm = ϕ−1

(

[ωm](e)
)

при m = 1, N ,
то ω1, . . . , ωN — базис пространства L∗. Будем говорить, что ω1, . . . , ωN — сопряжённый
базис к базису e пространства L.

Пусть: x ∈ L, m = 1, N . Тогда:

ωm(x) = [ωm]k(e)[x]
k(e) = δmk [x]

k(e) = [x]m(e).

Пусть A ∈ L∗. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x) = [A]k(e)[x
k](e) = [A]k(e)ω

k(x) =
(

[A]k(e)ω
k
)

(x).

Следовательно, A = [A]k(e)ω
k. Тогда [A]1(e), . . . , [A]N (e) — координаты элемента A в базисе

ω1, . . . , ωN .

6.2. Билинейные и полуторалинейные формы

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

1. Будем говорить, что A — билинейная форма в пространстве L, если: A : L2 =⇒ K,
A(x1 + x2, y) = A(x1, y) + A(x2, y) при x1, x2, y ∈ L; A(λx, y) = λA(x, y) при: λ ∈ K, x,
y ∈ L; A(x, y1 + y2) = A(x, y1) + A(x, y2) при x, y1, y2 ∈ L; A(x, λy) = λA(x, y) при: λ ∈ K,
x, y ∈ L.

2. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Будем говорить, что A — симметрич-
ная (антисимметричная) билинейная форма, если: A(y, x) = A(x, y) (A(y, x) = −A(x, y))
при x, y ∈ L.

3. Пусть: K ∈ {R,Q}, A — билинейная форма в пространстве L. Будем писать A > 0
(A > 0, A < 0, A 6 0, A = 0), если: A(x, x) > 0 (A(x, x) > 0, A(x, x) < 0, A(x, x) 6 0,
A(x, x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что A — знакопеременная билинейная
форма, если: ∃x ∈ L

(

A(x, x) > 0
)

, ∃x ∈ L
(

A(x, x) < 0
)

.
4. Будем говорить, что A — полуторалинейная форма в пространстве L, если:

A : L2 =⇒ K, A(x1 + x2, y) = A(x1, y) +A(x2, y) при x1, x2, y ∈ L; A(λx, y) = λA(x, y) при:
λ ∈ K, x, y ∈ L; A(x, y1 + y2) = A(x, y1) + A(x, y2) при x, y1, y2 ∈ L; A(x, λy) = λA(x, y)
при: λ ∈ K, x, y ∈ L.
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5. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Будем говорить, что A —
эрмитова (антиэрмитова) полуторалинейная форма, если: A(y, x) = A(x, y) (A(y, x) =
−A(x, y)) при x, y ∈ L. Пусть A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L.
Тогда: A(x, x) = A(x, x) при x ∈ L. Следовательно: A(x, x) ∈ R при x ∈ L.

6. Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, A(x, x) ∈ R при x ∈ L. Будем
писать A > 0 (A > 0, A < 0, A 6 0, A = 0), если: A(x, x) > 0 (A(x, x) > 0, A(x, x) < 0,
A(x, x) 6 0, A(x, x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что A — знакопеременная
полуторалинейная форма, если: ∃x ∈ L

(

A(x, x) > 0
)

, ∃x ∈ L
(

A(x, x) < 0
)

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Будем говорить, что Q — квадратичная форма в пространстве L, если: Q — функция,

D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям: A — билинейная форма в
пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Пусть Q — квадратичная форма в пространстве
L. Очевидно, Q : L =⇒ K.

2. Пусть: K ∈ {R,Q}, Q — квадратичная форма в пространстве L. Будем писать Q > 0
(Q > 0, Q < 0, Q 6 0, Q = 0), если: Q(x) > 0 (Q(x) > 0, Q(x) < 0, Q(x) 6 0, Q(x) = 0)
при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что Q — знакопеременная квадратичная форма, если:
∃x ∈ L

(

Q(x) < 0
)

, ∃x ∈ L
(

Q(x) > 0
)

.
3. Будем говорить, что Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, если:

Q — функция, D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям: A — полу-
торалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Пусть Q — обобщённая
квадратичная форма в пространстве L. Очевидно, Q : L =⇒ K.

4. Будем говорить, что Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве
L, если: Q — функция, D(Q) = L, существует функция A, удовлетворяющая условиям:
A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.
Пусть Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Очевидно: Q —
обобщённая квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R.

5. Пусть: Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Будем
писать Q > 0 (Q > 0, Q < 0, Q 6 0, Q = 0), если: Q(x) > 0 (Q(x) > 0, Q(x) < 0, Q(x) 6 0,
Q(x) = 0) при: x ∈ L, x 6= θ. Будем говорить, что Q — знакопеременная обобщённая
квадратичная форма, если: ∃x ∈ L

(

Q(x) < 0
)

, ∃x ∈ L
(

Q(x) > 0
)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —

квадратичная форма в пространстве L. Тогда существует функция A, удовлетворяющая

условиям: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при

x ∈ L.

Доказательство. По определению квадратичной формы, существует функция A0, удо-
влетворяющая условиям: A0 — билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A0(x, x) при
x ∈ L. Обозначим: A(x, y) = 1

2

(

A0(x, y)+A0(y, x)
)

при x, y ∈ L. Очевидно, A — билинейная
форма в пространстве L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(y, x) =
1

2

(

A0(y, x) + A0(x, y)
)

=
1

2

(

A0(x, y) + A0(y, x)
)

= A(x, y).

Следовательно, A — симметричная билинейная форма. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x, x) =
1

2

(

A0(x, x) + A0(x, x)
)

= A0(x, x) = Q(x).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —

функция, D(Q) = L. Пусть: A — симметричная билинейная форма в пространстве L,

Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда: A(x, y) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) при x, y ∈ L.
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Доказательство. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

Q(x+ y) = A(x+ y, x+ y) = A(x, x) + A(x, y) + A(y, x) + A(y, y) = Q(x) + 2A(x, y) +Q(y);

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)
)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —

обобщённая квадратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Тогда существует функ-

ция A, удовлетворяющая условиям: A — эрмитова полуторалинейная форма в простран-

стве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Доказательство. По определению обобщённой квадратичной формы, существует функ-
ция A0, удовлетворяющая условиям: A0 — полуторалинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A0(x, x) при x ∈ L. Обозначим: A(x, y) = 1

2

(

A0(x, y) + A0(y, x)
)

при x, y ∈ L.
Очевидно, A — полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(y, x) =
1

2

(

A0(y, x) + A0(x, y)
)

=
1

2

(

A0(y, x) + A0(x, y)
)

=
1

2

(

A0(x, y) + A0(y, x)
)

=

= A(x, y).

Следовательно, A — эрмитова полуторалинейная форма. Пусть x ∈ L. Тогда:

A(x, x) =
1

2

(

A0(x, x) + A0(x, x)
)

=
1

2

(

Q(x) +Q(x)
)

=
1

2

(

Q(x) +Q(x)
)

= Q(x).

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C; Q — функция, D(Q) =
L. Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.

Тогда:

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

, x, y ∈ L.

Доказательство. Пусть: x, y ∈ L, λ ∈ C. Тогда:

Q(x+ λy) = A(x+ λy, x+ λy) = A(x, x) + A(x, λy) + A(λy, x) + A(λy, λy) =

= A(x, x) + λA(x, y) + λA(y, x) + λλA(y, y) = Q(x) + λA(x, y) + λA(y, x) + |λ|2 Q(y);

λA(x, y) + λA(y, x) = Q(x+ λy)−Q(x)− |λ|2 Q(y);

A(x, y) + A(y, x) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y),

iA(x, y)− iA(y, x) = Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y);

A(x, y) =
1

2

(

Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)− i
(

Q(x+ iy)−Q(x)−Q(y)
)

)

.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C; A — полуторалиней-

ная форма в пространстве L, A(x, x) ∈ R при x ∈ L. Тогда A — эрмитова полуторали-

нейная форма.

Доказательство. Обозначим: Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Тогда: Q — обобщённая квад-
ратичная форма в пространстве L, R(Q) ⊆ R. Следовательно, существует функция A0,
удовлетворяющая условиям: A0 — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A0(x, x) при x ∈ L. Так как: L — линейное пространство над полем C; Q — функ-
ция, D(Q) = L; A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L;
A0 — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A0(x, x) при x ∈ L, то A = A0.
Так как A0 — эрмитова полуторалинейная форма, то A — эрмитова полуторалинейная
форма.
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A — билинейная (полуторалинейная) форма в пространстве L, e — базис
пространства L. Обозначим: [A]k,m(e) = A(ek, em) при k, m = 1, N . Очевидно, [A](e) ∈
KN×N . Будем говорить, что [A](e) — матрица билинейной (полуторалинейной) формы A

в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x, y) =
[A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L.

2. Пусть: Ã ∈ KN×N , A(x, y) = Ãk,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — билинейная

форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

3. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда: A(x, y) =
[A]k,m(e)[x]k(e)[y]

m(e) при x, y ∈ L.

4. Пусть: Ã ∈ KN×N , A(x, y) = Ãk,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — полутора-

линейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Доказательство.

1. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x, y) = A
(

[x]k(e)ek, [y]
m(e)em

)

= [x]k(e)[y]m(e)A(ek, em) = [A]k,m(e)[x]
k(e)[y]m(e).

2. Очевидно, A — полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть k, m = 1, N . Тогда:

[A]k,m(e) = A(ek, em) = Ãi,j [ek]
i(e)[em]

j(e) = Ãi,jδ
i
kδ

j
m = Ãk,m.

Следовательно, [A](e) = Ã.
3. Пусть x, y ∈ L. Тогда:

A(x, y) = A
(

[x]k(e)ek, [y]
m(e)em

)

= [x]k(e)[y]m(e)A(ek, em) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]
m(e).

4. Очевидно, A — полуторалинейная форма в пространстве L. Пусть k, m = 1, N . Тогда:

[A]k,m(e) = A(ek, em) = Ãi,j [ek]i(e)[em]
j(e) = Ãi,jδ

i
kδ

j
m = Ãi,jδ

i
kδ

j
m = Ãk,m.

Следовательно, [A](e) = Ã.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N . Обозначим: ∆0(Ã) = 1, ∆k(Ã) =
det

(

{Ãi,j}i,j=1,k

)

при k = 1, N . Будем говорить, что ∆1(Ã), . . . ,∆N(Ã) — угловые миноры

матрицы Ã.
Будем говорить, что Ã — симметричная (антисимметричная) матрица, если ÃT = Ã

(ÃT = −Ã).

Будем говорить, что Ã — эрмитова (антиэрмитова) матрица, если ÃT = Ã (ÃT = −Ã).

Пусть Ã — эрмитова матрица. Очевидно: Ãk,k = Ãk,k, ∆k(Ã) = ∆k

(

ÃT

)

= ∆k(Ã) при

k = 1, N . Тогда: Ãk,k, ∆k(Ã) ∈ R при k = 1, N .
Будем говорить, что Ã — ортогональная матрица, если ÃÃT = Ĩ. Пусть Ã — ортого-

нальная матрица. Тогда: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Пусть: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Тогда Ã —
ортогональная матрица.

Будем говорить, что Ã — унитарная матрица, если ÃÃT = Ĩ. Пусть Ã — унитарная

матрица. Тогда: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Пусть: det(Ã) 6= 0, Ã−1 = ÃT . Тогда Ã — унитарная
матрица.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Пусть A — симметричная билинейная форма в пространстве L. Очевидно: [A](e) —
симметричная матрица, A(x, y) = [A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L.

Пусть: Ã ∈ KN×N , Ã — симметричная матрица, A(x, y) = Ãk,m[x]
k(e)[y]m(e) при x,

y ∈ L. Очевидно: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Пусть A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L. Очевидно: [A](e) —
эрмитова матрица, A(x, y) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]

m(e) при x, y ∈ L.

Пусть: Ã ∈ KN×N , Ã — эрмитова матрица, A(x, y) = Ãk,m[x]k(e)[y]
m(e) при x, y ∈ L.

Очевидно: A — эрмитова полуторалинейная форма в пространстве L, [A](e) = Ã.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; e, e′ — базисы пространства L.

1. Пусть A — билинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′,m′(e′) =
[A]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ; [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).

2. Пусть A — полуторалинейная форма в пространстве L. Тогда: [A]k′,m′(e′) =

[A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′,m′ = 1, N ; [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).

Доказательство.

1. Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[A]k′,m′(e′) = A(e′k′ , e
′

m′) = A
(

αk
k′(e, e

′)ek, α
m
m′(e, e′)em

)

= αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′)A(ek, em) =

= [A]k,m(e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

(

α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).
2. Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[A]k′,m′(e′) = A(e′k′ , e
′

m′) = A
(

αk
k′(e, e

′)ek, α
m
m′(e, e′)em

)

= αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′)A(ek, em) =

= [A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

(

α(e, e′)T [A](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, [A](e′) = α(e, e′)T [A](e)α(e, e′).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; Q — квадратичная форма в пространстве L, e — базис пространства L.
Пусть: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.
Обозначим, [Q](e) = [A](e). Будем говорить, что [Q](e) — матрица квадратичной формы
Q в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; e — базис пространства L.

1. Пусть Q — квадратичная форма в пространстве L. Тогда: [Q](e) — симметричная

матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]
k(e)[x]m(e) при x ∈ L.

2. Пусть: Q̃ ∈ KN×N , Q(x) = Q̃k,m[x]
k(e)[x]m(e) при x ∈ L. Тогда Q — квадратичная

форма в пространстве L.

3. Пусть: Q̃ ∈ KN×N , Q̃ — симметричная матрица, Q(x) = Q̃k,m[x]
k(e)[x]m(e) при

x ∈ L. Тогда: Q — квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.
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Доказательство.

1. Пусть: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x)
при x ∈ L. Тогда: [Q](e) = [A](e), [A](e) — симметричная матрица, A(x, y) =
[A]k,m(e)[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Следовательно: [Q](e) — симметричная матрица,
Q(x) = A(x, x) = [A]k,m(e)[x]

k(e)[x]m(e) = [Q]k,m(e)[x]
k(e)[x]m(e) при x ∈ L.

2. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — билинейная форма

в пространстве L, A(x, x) = Q̃k,m[x]
k(e)[x]m(e) = Q(x) при x ∈ L. Следовательно, Q —

квадратичная форма в пространстве L.
3. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Так как Q̃ — симметричная
матрица, то: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, [A](e) = Q̃, A(x, x) =
Q̃k,m[x]

k(e)[x]m(e) = Q(x) при x ∈ L. Так как: A — билинейная форма в пространстве L,
Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то Q — квадратичная форма в пространстве L. Так как:
A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то:
[Q](e) = [A](e) = Q̃.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,

N ∈ N, dim(L) = N ; Q — квадратичная форма в пространстве L, e, e′ — бази-

сы пространства L. Тогда: [Q]k′,m′(e′) = [Q]k,m(e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ;

[Q](e′) = α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).

Доказательство. Пусть: A — симметричная билинейная форма в пространстве L, Q(x) =
A(x, x) при x ∈ L. Тогда: [Q](e) = [A](e), [Q](e′) = [A](e′). Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[Q]k′,m′(e′) = [A]k′,m′(e′) = [A]k,m(e)α
k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) = [Q]k,m(e)α

k
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) =

=
(

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).

Определение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ; Q —
обобщённая квадратичная форма в пространстве L, e — базис пространства L. Пусть:
A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L. Обозначим,
[Q](e) = [A](e). Будем говорить, что [Q](e) — матрица обобщённой квадратичной формы
Q в базисе e.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ;

e — базис пространства L.

1. Пусть Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Тогда: Q(x) =
[Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) при x ∈ L.

2. Пусть: Q̃ ∈ CN×N , Q(x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) при x ∈ L. Тогда: Q — обобщённая

квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

Доказательство.

1. Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L.
Тогда: [Q](e) = [A](e), A(x, y) = [A]k,m(e)[x]k(e)[y]

m(e) при x, y ∈ L. Следовательно: Q(x) =

A(x, x) = [A]k,m(e)[x]k(e)[x]
m(e) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) при x ∈ L.
2. Обозначим: A(x, y) = Q̃k,m[x]

k(e)[y]m(e) при x, y ∈ L. Тогда: A — полуторалинейная

форма в пространстве L, [A](e) = Q̃, A(x, x) = Q̃k,m[x]k(e)[x]
m(e) = Q(x) при x ∈ L.

Так как: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то
Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Так как: A — полуторалинейная
форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x) при x ∈ L, то: [Q](e) = [A](e) = Q̃.
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Замечание. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ; e —
базис пространства L.

Пусть Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L. Очевидно:
[Q](e) — эрмитова матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]

m(e) при x ∈ L.

Пусть: Q̃ ∈ CN×N , Q̃ — эрмитова матрица, Q(x) = [Q]k,m(e)[x]k(e)[x]
m(e) при x ∈ L.

Очевидно: Q — эрмитова обобщённая квадратичная форма в пространстве L, [Q](e) = Q̃.

Утверждение. Пусть: L — линейное пространство над полем C, N ∈ N, dim(L) = N ;

Q — обобщённая квадратичная форма в пространстве L, e, e′ — базисы простран-

ства L. Тогда: [Q]k′,m′(e′) = [Q]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) при k′, m′ = 1, N ; [Q](e′) =

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).

Доказательство. Пусть: A — полуторалинейная форма в пространстве L, Q(x) = A(x, x)
при x ∈ L. Тогда: [Q](e) = [A](e), [Q](e′) = [A](e′). Пусть k′, m′ = 1, N . Тогда:

[Q]k′,m′(e′) = [A]k′,m′(e′) = [A]k,m(e)αk
k′(e, e

′)αm
m′(e, e′) = [Q]k,m(e)αk

k′(e, e
′)αm

m′(e, e′) =

=
(

α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′)
)

k′,m′
.

Следовательно, α(e, e′)T [Q](e)α(e, e′).
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