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Лекция 5. Приведение матрицы линейного оператора к

жордановой форме

5.1. Циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора A

Замечание. Пусть: F — функция, Q ⊆ D(F ). Тогда:

F [Q] =
{

y : ∃x
(

x ∈ D(F ) ∧ x ∈ Q ∧ y = F (x)
)

}

=
{

y : ∃x
(

x ∈ Q ∧ y = F (x)
)

}

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1, Q2 —
подпространства пространства L, Q1 ⊂ Q2, dim(Q2) 6= +∞. Докажем, что dim(Q1) <
dim(Q2).

Так как: Q1, Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, то dim(Q1) 6 dim(Q2).
Предположим, что dim(Q1) = dim(Q2). Так как: Q1, Q2 — подпространства пространства
L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞, то Q1 = Q2 (что противоречит условию Q1 6= Q2). Итак,
dim(Q1) 6= dim(Q2). Тогда dim(Q1) < dim(Q2).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть k ∈ Z+. Обозначим: kerk(A) = ker(Ak), Rk(A) = R(Ak). Очевидно, kerk(A),
Rk(A) — подпространства пространства L. Так как: dim

(

D(Ak)
)

= dim(L) = N 6= +∞,
то dim

(

kerk(A)
)

+ dim
(

Rk(A)
)

= N (это не значит, что kerk(A) + Rk(A) = L). Так как
[A,Ak] = Θ, то kerk(A), Rk(A) — инвариантные подпространства оператора A.

Очевидно:

ker0(A) = ker(A0) = ker(I) = {θ},

R0(A) = R(A0) = R(I) = L,

ker1(A) = ker(A1) = ker(A),

R1(A) = R(A1) = R(A).

Обозначим: ker∞(A) =
⋃

k∈Z+

kerk(A), R∞(A) =
⋂

k∈Z+

Rk(A). Очевидно, ker∞(A), R∞(A) ⊆

L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).
1. Пусть: k ∈ Z+, m = 0, k. Тогда Am

[

kerk(A)
]

= kerk−m(A) ∩ Rm(A). Пусть: k ∈ Z+,

m ∈ Z, m > k. Тогда Am
[

kerk(A)
]

= {θ}. Пусть k, m ∈ Z+. Тогда Am
[

Rk(A)
]

= Rk+m(A).
2. Пусть k ∈ Z+. Тогда: kerk(A) ⊆ kerk+1(A), Rk+1(A) ⊆ Rk(A).
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3. Существует число h, удовлетворяющее условиям: h ∈ Z+; kerk(A) ⊂ kerk+1(A),
Rk+1(A) ⊂ Rk(A) при k = 0, h− 1; kerk(A) = kerk+1(A), Rk+1(A) = Rk(A) при: k ∈ Z,

k > h. Будем говорить, что h — высота оператора A.

4. Пусть k, m ∈ Z+. Тогда:

dim
(

kerk(A) ∩Rm(A)
)

= dim
(

kerk+m(A)
)

− dim
(

kerm(A)
)

.

5. Пусть: k ∈ N, m = 0, h− 1. Тогда kerk(A) ∩ Rm(A) 6= {θ}. Пусть: k ∈ N, m ∈ Z,

m > h. Тогда kerk(A)∩Rm(A) = {θ}. Пусть: k = 0, m ∈ Z+. Тогда kerk(A)∩Rm(A) = {θ}.
6. Справедливы утверждения: kerh(A), Rh(A) — линейно независимые подпростран-

ства, kerh(A) + Rh(A) = L.

7. Справедливы утверждения: ker∞(A) = kerh(A), R∞(A) = Rh(A).

Доказательство.

1. Пусть: k ∈ Z+, m = 0, k. Пусть x ∈ Am
[

kerk(A)
]

. Тогда существует вектор u,
удовлетворяющий условиям: u ∈ kerk(A), x = Amu. Следовательно: u ∈ L, Aku = θ,
x = Amu. Тогда: x ∈ L, Ak−mx = Ak−m(Amu) = Aku = θ; u ∈ L, x = Amu. Следовательно:
x ∈ kerk−m(A), x ∈ Rm(A). Тогда x ∈ kerk−m(A) ∩ Rm(A).

Пусть x ∈ kerk−m(A) ∩ Rm(A). Тогда: x ∈ kerk−m(A), x ∈ Rm(A). Следовательно:
x ∈ L, Ak−mx = θ; существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, x = Amu.
Тогда: u ∈ L, Aku = Ak−m(Amu) = Ak−mx = θ, x = Amu. Следовательно: u ∈ kerk(A),
x = Amu. Тогда x ∈ Am

[

kerk(A)
]

. Итак, Am
[

kerk(A)
]

= kerk−m(A) ∩ Rm(A).
Пусть: k ∈ Z+, m ∈ Z, m > k. Пусть x ∈ Am

[

kerk(A)
]

. Тогда существует вектор u,
удовлетворяющий условиям: u ∈ kerk(A), x = Amu. Следовательно: u ∈ L, Aku = θ, x =
Amu. Тогда: x = Amu = Am−k(Aku) = Am−kθ = θ. Так как Am

[

kerk(A)
]

— подпространство
пространства L, то θ ∈ Am

[

kerk(A)
]

. Итак, Am
[

kerk(A)
]

= {θ}.
Пусть k, m ∈ Z+. Очевидно: Am

[

Rk(A)
]

= Am
[

Ak[L]
]

= Ak+m[L] = Rk+m(A).
2. Пусть x ∈ kerk(A). Тогда: x ∈ L, Akx = θ. Следовательно: x ∈ L, Ak+1x = A(Akx) =

Aθ = θ. Тогда x ∈ kerk+1(A). Итак, kerk(A) ⊆ kerk+1(A).
Очевидно: Rk+1(A) = Ak

[

R1(A)
]

⊆ Ak[L] = Rk(A).

3. Обозначим, µ =
{

k : k ∈ Z+ ∧ dim
(

Rk+1(A)
)

= dim
(

Rk(A)
)

}

. Очевидно: µ ⊆ Z,

∀k ∈ µ(k > 0). Предположим, что µ = ∅. Тогда: dim
(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

при k ∈
Z+. Следовательно: dim

(

Rk+1(A)
)

6 dim
(

Rk(A)
)

− 1 при k ∈ Z+. Используя индукцию,
получаем, что: dim

(

Rk+m(A)
)

6 dim
(

Rk(A)
)

−m при k, m ∈ Z+. Тогда:

dim
(

RN+1(A)
)

6 dim
(

R0(A)
)

− (N + 1) = dim(L)− (N + 1) = N − (N + 1) = −1

(что противоречит утверждению: dim
(

RN+1(A)
)

> 0). Итак, µ 6= ∅. Обозначим, h =

min(µ). Тогда: h ∈ Z+; dim
(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

при k = 0, h− 1; dim
(

Rh+1(A)
)

=
dim

(

Rh(A)
)

.

Пусть k = 0, h− 1. Так как: Rk+1(A) ⊆ Rk(A), dim
(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

, то
Rk+1(A) ⊂ Rk(A). Так как dim

(

Rk+1(A)
)

< dim
(

Rk(A)
)

, то:

dim
(

kerk(A)
)

= N − dim
(

Rk(A)
)

< N − dim
(

Rk+1(A)
)

= dim
(

kerk+1(A)
)

.

Так как kerk(A) ⊆ kerk+1(A), то kerk(A) ⊂ kerk+1(A).
Так как: Rh+1(A) ⊆ Rh(A), dim

(

Rh+1(A)
)

= dim
(

Rh(A)
)

, то Rh+1(A) = Rh(A). Пусть:
k ∈ Z, k > h+1. Так как Rh+1(A) = Rh(A), то: Rk+1(A) = Ak−h

[

Rh+1(A)
]

= Ak−h
[

Rh(A)
]

=
Rk(A). Пусть: k ∈ Z, k > h. Так как Rk+1(A) = Rk(A), то:

dim
(

kerk(A)
)

= N − dim
(

Rk(A)
)

= N − dim
(

Rk+1(A)
)

= dim
(

kerk+1(A)
)

.
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Так как kerk(A) ⊆ kerk+1(A), то kerk(A) = kerk+1(A).
4. Так как m 6 k + m, то: kerk(A) ∩ Rm(A) = Am

[

kerk+m(A)
]

, kerm(A) ⊆ kerk+m(A).
Тогда:

dim
(

kerk(A) ∩Rm(A)
)

= dim
(

Am
[

kerk+m(A)
]

)

= dim
(

R
(

Am|kerk+m(A)

))

=

= dim
(

D
(

Am|kerk+m(A)

))

− dim
(

ker
(

Am|kerk+m(A)

))

=

= dim
(

D(Am) ∩ kerk+m(A)
)

− dim
(

ker(Am) ∩ kerk+m(A)
)

=

= dim
(

L ∩ kerk+m(A)
)

− dim
(

kerm(A) ∩ kerk+m(A)
)

= dim
(

kerk+m(A)
)

− dim
(

kerm(A)
)

.

5. Пусть: k ∈ N, m = 0, h− 1. Так как m 6 k+m, то kerk(A)∩Rm(A) = Am
[

kerk+m(A)
]

.
Так как: m 6 h− 1, m < k +m, то kerm(A) ⊂ kerk+m(A). Тогда:

kerk(A) ∩Rm(A) = Am
[

kerk+m(A)
]

=
{

Amx : x ∈ kerk+m(A)
}

6= {θ}.

Пусть: k ∈ N, m ∈ Z, m > h. Так как m 6 k+m, то kerk(A)∩Rm(A) = Am
[

kerk+m(A)
]

.
Так как m, k + m > h, то kerm(A) = kerk+m(A). Так как m > m, то Am

[

kerm(A)
]

= {θ}.
Тогда:

kerk(A) ∩Rm(A) = Am
[

kerk+m(A)
]

= Am
[

kerm(A)
]

= {θ}.

Пусть: k = 0, m ∈ Z+. Так как k = 0, то kerk(A) = {θ}. Тогда: kerk(A) ∩ Rm(A) =
{θ} ∩ Rm(A) = {θ}.

6. Так как h > h, то kerh(A)∩Rh(A) = {θ}. Тогда kerh(A), Rh(A) — линейно независимые
подпространства. Следовательно:

dim
(

kerh(A) + Rh(A)
)

= dim
(

kerh(A)
)

+ dim
(

Rh(A)
)

= N.

Так как: kerh(A) + Rh(A) — подпространство пространства L, dim(L) = N 6= +∞, то
kerh(A) + Rh(A) = L.

7. Очевидно:

ker∞(A) =
⋃

k∈Z+

kerk(A) =

(

⋃

k=0,h

kerk(A)

)

∪
⋃

k∈Z, k>h+1

kerk(A) = kerh(A) ∪ kerh(A) = kerh(A);

R∞(A) =
⋂

k∈Z+

Rk(A) =

(

⋂

k=0,h

Rk(A)

)

∩
⋂

k∈Z, k>h+1

Rk(A) = Rh(A) ∩ Rh(A) = Rh(A).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть h = 0. Пусть k ∈ Z+. Тогда: kerk(A) = ker0(A) = {θ}.
Пусть h 6= 0. Тогда: ker1(A) 6= ker0(A) = {θ}. Пусть k ∈ N. Тогда ker1(A) ⊆ kerk(A).

Следовательно, kerk(A) 6= {θ}.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть: q ∈ N, x1, . . . , xq ∈ L, Ax1 = θ, Axj = xj−1 при j = 2, q. Будем говорить, что
x1, . . . , xq — циклическая серия векторов оператора A.

Пусть x1, . . . , xq — циклическая серия векторов оператора A. Используя индукцию,
получаем, что: Amxj = xj−m при: j = 1, q, m = 0, j − 1. Пусть: j = 1, q, m ∈ Z, m > j.
Тогда: Amxj = Am−(j−1)(Aj−1xj) = Am−(j−1)x1 = Am−j(Ax1) = Am−jθ = θ.



4 5. Приведение матрицы линейного оператора к жордановой форме

Пусть j = 1, q. Тогда: xj ∈ L, Ajxj = θ; xq ∈ L, xj = Aq−jxq. Следовательно: xj ∈
kerj(A), xj ∈ Rq−j(A). Тогда xj ∈ kerj(A) ∩ Rq−j(A).

Пусть h — высота оператора A. Пусть q > h. Тогда: xq ∈ kerq(A) = kerq−1(A). Следо-
вательно: x1 = Aq−1xq = θ.

2. Пусть q ∈ N. Пусть u ∈ L. Обозначим: xj = Aq−ju при j = 1, q. Тогда: x1, . . . , xq ∈ L,
Axj = A(Aq−ju) = Aq−(j−1)u = xj−1 при j = 2, q; xq = A0u = Iu = u.

Пусть u ∈ kerq(A). Тогда: u ∈ L, Aqu = θ. Обозначим: xj = Aq−ju при j = 1, q. Тогда:
x1, . . . , xq ∈ L, Ax1 = A(Aq−1u) = Aqu = θ, Axj = xj−1 при j = 2, q; xq = u. Следовательно:
x1, . . . , xq — циклическая серия векторов оператора A, xq = u.

Пусть v ∈ ker(A) ∩ Rq−1(A). Тогда: v ∈ ker(A), v ∈ Rq−1(A). Следовательно: v ∈ L,
Av = θ; существует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, v = Aq−1u. Обозначим:
xj = Aq−ju при j = 1, q. Тогда: x1, . . . , xq ∈ L, x1 = Aq−1u = v, Ax1 = Av = θ, Axj = xj−1

при j = 2, q. Следовательно: x1, . . . , xq — циклическая серия векторов оператора A, x1 = v.
3. Пусть: n ∈ N, q1, . . . , qn ∈ N. Обозначим, α = max

i=1,n
qi. Тогда: ∃i = 1, n(qi = α),

∀i = 1, n(qi 6 α).
Пусть k ∈ N. Тогда:

{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k + 1}
}

=

=
{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k}
}

∪
{

(i, k + 1): i = 1, n ∧ qi > k + 1
}

;
{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1, qi
}

=

=
{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k}
}

∪
{

(i, j) : i = 1, n ∧ qi > k + 1 ∧ j = k + 1, qi
}

.

4. Пусть Q — подпространство пространства L. Пусть: n ∈ N, ei,1, . . . , ei,qi — цикли-

ческая серия векторов оператора A при i = 1, n; {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства Q.

Будем говорить, что {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства Q для оператора A.

Пусть {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства Q для оператора A. Обозна-

чим, α = max
i=1,n

qi. Тогда: ei,j ∈ kerj(A) ⊆ kerα(A) при: i = 1, n, j = 1, qi. Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
—

базис подпространства Q, то:

Q = L
(

{ei,j}
i=1,n

j=1,qi

)

⊆ kerα(A).

Докажем, что Q — инвариантное подпространство оператора A. Пусть ∀i = 1, n(qi 6

1). Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства Q, то:

A[Q] = A

[

L
(

{ei,j}
i=1,n

j=1,qi

)

]

= L
(

{Aei,j}
i=1,n

j=1,qi

)

= {θ} ⊆ Q.

Пусть ∃i = 1, n(qi > 2). Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства Q, то:

A[Q] = A

[

L
(

{ei,j}
i=1,n

j=1,qi

)

]

= L
(

{Aei,j}
i=1,n

j=1,qi

)

= L
(

{ei,j−1}
i=1,n, qi>2

j=2,qi

)

⊆ Q.

Итак, Q — инвариантное подпространство оператора A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).
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Пусть: n ∈ N, xi,1, . . . , xi,qi — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n;

{xi,1}i=1,n — линейно независимые векторы. Тогда {xi,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые век-

торы.

Доказательство. Обозначим, α = max
i=1,n

qi. Используя конечную индукцию, докажем сле-

дующее утверждение. Пусть k = 1, α. Тогда {xi,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
— линейно независимые век-

торы.

Докажем, что утверждение справедливо при k = 1. Так как: {xi,j}
i=1,n

j=1,min{qi,1}
=

{xi,1}i=1,n, {xi,1}i=1,n — линейно независимые векторы, то {xi,j}
i=1,n

j=1,min{qi,1}
— линейно неза-

висимые векторы.
Пусть: k0 = 1, α− 1, утверждение справедливо при k = k0. Докажем, что утвержде-

ние справедливо при k = k0 + 1. Пусть: C i,j ∈ K при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k0 + 1};
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k0+1}

C i,jxi,j = θ. Так как α > k0 + 1, то ∃i = 1, n(qi > k0 + 1). Тогда:

Ak0
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k0+1}

C i,jxi,j = Ak0θ,

∑

i=1,n, qi>k0+1

C i,k0+1xi,1 = θ.

Так как {xi,1}i=1,n — линейно независимые векторы, то {xi,1}i=1,n, qi>k0+1 — линейно

независимые векторы. Тогда: C i,k0+1 = 0 при: i = 1, n, qi > k0 + 1. Следовательно,
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k0}

C i,jxi,j = θ. Так как {xi,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k0}
— линейно независимые векторы, то:

C i,j = 0 при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k0}. Итак: C i,j = 0 при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k0 + 1}.

Так как: {xi,j}
i=1,n

j=1,qi
= {xi,j}

i=1,n

j=1,min{qi,α}
, {xi,j}

i=1,n

j=1,min{qi,α}
— линейно независимые векто-

ры, то {xi,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), h — высота оператора A.

Пусть {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора A.

1. Справедливо утверждение: max
i=1,n

qi = h.

2. Пусть k ∈ N. Тогда {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
— циклический базис подпространства kerk(A)

для оператора A.

3. Пусть k = 1, h. Тогда {ei,1}i=1,n, qi>k — циклический базис подпространства ker(A)∩
Rk−1(A) для оператора A.

4. Справедливы утверждения:

n = dim
(

ker(A)
)

;

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

= dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

, k ∈ N;

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi = k}
)

= 2dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk+1(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

, k ∈ N.

Тогда: число n определяется однозначно, числа q1, . . . , qn определяются одно-

значно, с точностью до перестановки.



6 5. Приведение матрицы линейного оператора к жордановой форме

Доказательство.

1. Обозначим, α = max
i=1,n

qi. Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то: ei,1 6=

θ при i = 1, n. Тогда ∀i = 1, n(qi 6 h). Следовательно, α 6 h. Предположим, что α 6= h.

Тогда α < h. Следовательно, kerα(A) ⊂ kerh(A). С другой стороны, так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
—

циклический базис подпространства kerh(A) для оператора A, то kerh(A) ⊆ kerα(A). Итак,
α = h.

2. Пусть k > h. Так как: {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
= {ei,j}

i=1,n

j=1,qi
, kerk(A) = kerh(A), {ei,j}

i=1,n

j=1,qi
—

циклический базис подпространства kerh(A) для оператора A, то {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
— цик-

лический базис подпространства kerk(A) для оператора A.
Пусть k 6 h−1. Очевидно: ei,j ∈ kerj(A) ⊆ kerk(A) при: i = 1, n, j = 1,min{qi, k}. Так

как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то {ei,j}

i=1,n

j=1,min{qi,k}
— линейно независимые

векторы.

Пусть x ∈ kerk(A). Так как kerk(A) ⊆ kerh(A), то x ∈ kerh(A). Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
—

базис подпространства kerh(A), то существуют числа {C i,j}i=1,n

j=1,qi
, удовлетворяющие усло-

виям: C i,j ∈ K при: i = 1, n, j = 1, qi; x =
∑

i=1,n

∑

j=1,qi

C i,jei,j. Так как h > k + 1, то

∃i = 1, n(qi > k + 1). Тогда:

Akx = Ak
∑

i=1,n

∑

j=1,qi

C i,jei,j,

θ =
∑

i=1,n, qi>k+1

∑

j=k+1,qi

C i,jei,j−k.

Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то {ei,j−k}

i=1,n, qi>k+1

j=k+1,qi
— линейно неза-

висимые векторы. Тогда: C i,j = 0 при: i = 1, n, qi > k + 1, j = k + 1, qi. Следователь-

но, x =
∑

i=1,n

∑

j=1,min{qi,k}

C i,jei,j. Итак, {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
— базис подпространства kerk(A).

Так как: ei,1, . . . , ei,min{qi,k} — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n, то

{ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
— циклический базис подпространства kerk(A) для оператора A.

3. Так как h > k, то ∃i = 1, n(qi > k). Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
— базис подпространства

kerk(A), то:

ker1(A) ∩ Rk−1(A) = Ak−1
[

kerk(A)
]

= Ak−1

[

L
(

{ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}

)

]

=

= L
(

{Ak−1ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}

)

= L
(

{ei,1}i=1,n, qi>k

)

.

Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то {ei,1}i=1,n, qi>k — линейно незави-

симые векторы. Тогда {ei,1}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker1(A) ∩ Rk−1(A). Так как

ei,1 — циклическая серия векторов оператора A при: i = 1, n, qi > k, то {ei,1}i=1,n, qi>k —
циклический базис подпространства ker1(A) ∩ Rk−1(A) для оператора A.

4. Так как: {ei,1}i=1,n = {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,1}
, {ei,j}

i=1,n

j=1,min{qi,1}
— базис подпространства

ker1(A), то {ei,1}i=1,n — базис подпространства ker1(A). Тогда n = dim
(

ker1(A)
)

.



5.1. Циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора A 7

Пусть: k ∈ Z, k > h+1. Так как k−1 > h, то: ∀i = 1, n(qi 6 k−1), kerk(A) = kerk−1(A).
Тогда:

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

= 0 = dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

.

Пусть k = 1, h. Так как {ei,1}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker1(A)∩Rk−1(A), то:

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

= dim
(

ker1(A) ∩ Rk−1(A)
)

= dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

.

Пусть k ∈ N. Тогда:

card
(

{i : i = 1, n ∧ qi = k}
)

= card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k}
)

− card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k + 1}
)

=

=
(

dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

)

−
(

dim
(

kerk+1(A)
)

− dim
(

kerk(A)
)

)

=

= 2dim
(

kerk(A)
)

− dim
(

kerk+1(A)
)

− dim
(

kerk−1(A)
)

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), h — высота оператора A, ker(A) 6= {θ}.
Пусть: n ∈ N, ei,1, . . . , ei,qi — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n;

{ei,1}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker(A) ∩Rk−1(A) при k = 1, h. Тогда {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
—

циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора A.

Доказательство. Обозначим, α = max
i=1,n

qi. Так как: {ei,1}i=1,n = {ei,1}i=1,n, qi>1,

{ei,1}i=1,n, qi>1 — линейно независимые векторы, то {ei,1}i=1,n — линейно независимые век-

торы. Тогда: ei,1 6= θ при i = 1, n. Следовательно, ∀i = 1, n(qi 6 h). Тогда α 6 h. Предпо-
ложим, что α 6= h. Тогда α < h. Следовательно, ∀i = 1, n(qi < h). Так как {ei,1}i=1,n, qi>h —
базис подпространства ker(A)∩Rh−1(A), то {ei,1}i=1,n, qi>h — не пустое семейство векторов.

Тогда ∃i = 1, n(qi > h). Итак, α = h.
Так как: ei,1, . . . , ei,qi — циклическая серия векторов оператора A при i = 1, n;

{ei,1}i=1,n — линейно независимые векторы, то {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы.

Используя конечную индукцию, докажем следующее утверждение. Пусть k = 1, h. Тогда

{ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k}
— базис подпространства kerk(A).

Докажем, что утверждение справедливо при k = 1. Так как: {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,1}
=

{ei,1}i=1,n = {ei,1}i=1,n, qi>1, ker1(A) = ker1(A) ∩ L = ker1(A) ∩ R0(A), {ei,1}i=1,n, qi>1 — ба-

зис подпространства ker1(A)∩R0(A), то {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,1}
— базис подпространства ker1(A).

Пусть: k0 = 1, h− 1, утверждение справедливо при k = k0. Докажем, что утвер-
ждение справедливо при k = k0 + 1. Очевидно: ei,j ∈ kerj(A) ⊆ kerk0+1(A) при:

i = 1, n, j = 1,min{qi, k0 + 1}. Так как {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы, то

{ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k0+1}
— линейно независимые векторы.

Так как: {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k0}
— базис подпространства kerk0(A), {ei,1}i=1,n, qi>k0+1 — базис

подпространства ker1(A) ∩ Rk0(A), то:

card
(

{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k0 + 1}
}

)

=

= card
(

{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k0}
}

)

+ card
(

{

(i, k0 + 1): i = 1, n ∧ qi > k0 + 1
}

)

=
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= card
(

{

(i, j) : i = 1, n ∧ j = 1,min{qi, k0}
}

)

+ card
(

{i : i = 1, n ∧ qi > k0 + 1}
)

=

= dim
(

kerk0(A)
)

+ dim
(

ker1(A) ∩ Rk0(A)
)

=

= dim
(

kerk0(A)
)

+
(

dim
(

kerk0+1(A)
)

− dim
(

kerk0(A)
)

)

= dim
(

kerk0+1(A)
)

.

Итак, {ei,j}
i=1,n

j=1,min{qi,k0+1}
— базис подпространства kerk0+1(A).

Так как: {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
= {ei,j}

i=1,n

j=1,min{qi,h}
, {ei,j}

i=1,n

j=1,min{qi,h}
— базис подпространства kerh(A),

то {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— базис подпространства kerh(A). Так как: ei,1, . . . , ei,qi — циклическая серия

векторов оператора A при i = 1, n, то {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства

kerh(A) для оператора A.

Теорема. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), ker(A) 6= {θ}. Существуют векторы {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
, удовлетворя-

ющие условию: {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора

A.

Доказательство. Обозначим через h высоту оператора A. Пусть k = 1, h. Обозначим,
Nk = dim

(

kerk(A)
)

. Очевидно, Nk = 1, N . Тогда существуют векторы fk,1, . . . , fk,Nk
, удо-

влетворяющие условию: fk,1, . . . , fk,Nk
— базис подпространства kerk(A). Очевидно:

Ak−1fk,m, . . . , A
0fk,m — циклическая серия векторов оператора A при m = 1, Nk;

ker1(A) ∩ Rk−1(A) = Ak−1
[

kerk(A)
]

= Ak−1
[

L(fk,1, . . . , fk,Nk
)
]

= L(Ak−1fk,1, . . . , A
k−1fk,Nk

).

Пусть k = 1, h− 1. Очевидно:

ker1(A) ∩ Rh−1(A) ⊆ · · · ⊆ ker1(A) ∩ Rk−1(A);

ker1(A) ∩ Rk−1(A) = L(Ah−1fh,1, . . . , A
h−1fh,Nh

; . . . ;Ak−1fk,1, . . . , A
k−1fk,Nk

).

Рассмотрим последовательность подпространств:

ker1(A) ∩ Rh−1(A); . . . ; ker1(A) ∩ R0(A).

Рассмотрим последовательность векторов:

Ah−1fh,1, . . . , A
h−1fh,Nh

; . . . ;A0f1,1, . . . , A
0f1,N1

.

Так как ker1(A) ∩ Rh−1(A) 6= {θ}, то, используя метод Гаусса, можно указать число
n = 1, Nh + · · ·+N1, можно указать числа q1, m1, . . . , qn, mn, удовлетворяющие усло-
виям: q1 = h, m1 = 1, Nq1 , q2 = 1, q1, m2 = 1, Nq2 , . . . , qn = 1, qn−1, mn = 1, Nqn ,
{Aqi−1fqi,mi

}i=1,n, qi>k — базис подпространства ker1(A) ∩ Rk−1(A) при k = 1, h. Так как:
ker(A) 6= {θ}, Aqi−1fqi,mi

, . . . , A0fqi,mi
— циклическая серия векторов оператора A при

i = 1, n, то {Aqi−jfqi,mi
}i=1,n

j=1,qi
— циклический базис подпространства ker∞(A) для оператора

A.
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5.2. Базис Жордана пространства L для оператора A

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

1. Пусть λ ∈ K. Обозначим, QA(λ) = ker∞(A− λI).
2. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что QA(λ) — корневое

подпространство оператора A, соответствующее собственному значению λ.
3. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что x — корневой

вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ, если x ∈ QA(λ).
4. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что x — присоеди-

нённый вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ, если: x ∈ QA(λ),
x /∈ HA(λ).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Пусть: λ1 ∈ K, n1 ∈ Z+, λ2 ∈ K, n2 ∈ Z+. Очевидно,
[

(A − λ1I)
n1 , (A − λ2I)

n2

]

= Θ.
Тогда kern2

(A−λ2I), Rn2
(A−λ2I) — инвариантные подпространства оператора (A−λ1I)

n1 .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), λ0 — собственное значение оператора A. Тогда dim
(

QA(λ0)
)

=
mA(λ0).

Доказательство. Так как λ0 — собственное значение оператора A, то ker(A− λ0I) 6= {θ}.

Тогда существуют векторы {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
, удовлетворяющие условию: {ei,j}

i=1,n

j=1,qi
— цикличе-

ский базис подпространства ker∞(A−λ0I) для оператора A−λ0I. Обозначим: h — высота
оператора A − λ0I, Q = ker∞(A − λ0I), R = R∞(A − λ0I), m = mA(λ0), m̃ = dim(Q).
Очевидно: Q, R — линейно независимые подпространства, Q + R = L, m̃ = 1, N , R —
инвариантное подпространство оператора A, ker(A− λ0I) ∩R = {θ}.

Пусть m̃ = N . Так как: {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— линейно независимые векторы пространства L,

dim(L) = N = m̃, то {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
— базис пространства L. Обозначим через Ã матрицу

оператора A в базисе {ei,j}
i=1,n

j=1,qi
. Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)m̃.

Следовательно, m = m̃.
Пусть m̃ 6= N . Тогда m̃ < N . Следовательно: dim(R) = N − m̃ > 0. Тогда суще-

ствуют векторы f1, . . . , fN−m̃, удовлетворяющие условию: f1, . . . , fN−m̃ — базис подпро-
странства R. Так как: Q, R — линейно независимые подпространства, Q + R = L, то
e1,1, . . . , e1,q1 , . . . , en,1, . . . , en,qn , f1, . . . , fN−m̃ — базис пространства L. Обозначим через Ã
матрицу оператора A в базисе e1,1, . . . , e1,q1 , . . . , en,1, . . . , en,qn , f1, . . . , fN−m̃. Пусть λ ∈ K.
Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)m̃ det
(

{

Ãm̃+j
m̃+i − λδm̃+j

m̃+i

}j=1,N−m̃

i=1,N−m̃

)

.

Так как R — инвариантное подпространство оператора A, то: A|R ∈ Lin(R,R),
[

A|R
]j

i
(f) = Ãm̃+j

m̃+i при i, j = 1, N − m̃. Тогда:

FA(λ) = (λ0 − λ)m̃ det
(

[

A|R
]

(f)− λ
[

I|R
]

(f)
)

= (λ0 − λ)m̃FA|R
(λ).
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Предположим, что FA|R
(λ0) = 0. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий усло-

виям: x ∈ ker
(

A|R − λ0 I|R
)

, x 6= θ. Следовательно: x ∈ ker
(

(A− λ0I)|R
)

, x 6= θ. Тогда:
x ∈ ker(A − λ0I) ∩ R, x 6= θ. Так как ker(A − λ0I) ∩ R = {θ}, то: x = θ, x 6= θ. Итак,
FA|R

(λ0) 6= 0. Тогда m = m̃.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные собственные значения опера-

тора A, Q1, . . . , Qr — соответствующие корневые подпространства. Тогда Q1, . . . , Qr —

линейно независимые подпространства.

Доказательство. Докажем утверждение, используя индукцию. Очевидно, утверждение
справедливо при r = 1.

Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Рассмотрим утверждение при
r = r0 + 1. Пусть k = 1, r0 + 1. Обозначим через hk высоту оператора A− λkI.

Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr0+1 ∈ Qr0+1,
∑

k=1,r0+1

xk = θ. Предположим, что x1 6= θ. Так

как: (A − λ1I)
0x1 = Ix1 = x1 6= θ, (A − λ1I)

h1x1 = θ, то существует число n1 =
0, h1 − 1, удовлетворяющее условиям: (A − λ1I)

n1x1 6= θ, (A − λ1I)
n1+1x1 = θ. Очевидно:

Q1, . . . , Qr0+1 — инвариантные подпространства оператора (A− λ1I)
n1 ; (A− λ1I)

n1x1 6= θ,
(A − λ1I)

(

(A − λ1I)
n1x1

)

= θ; Q1, . . . , Qr0+1 — инвариантные подпространства оператора
(A− λr0+1I)

hr0+1 ; (A− λr0+1I)
hr0+1xr0+1 = θ. Тогда:

(A− λ1I)
n1

∑

k=1,r0+1

xk = (A− λ1I)
n1θ,

(A− λ1I)
n1x1 +

∑

k=2,r0+1

(A− λ1I)
n1xk = θ,

(A− λr0+1I)
hr0+1

(

(A− λ1I)
n1x1 +

∑

k=2,r0+1

(A− λ1I)
n1xk

)

= (A− λr0+1I)
hr0+1θ,

(λ1 − λr0+1)
hr0+1(A− λ1I)

n1(x1) +
∑

k=2,r0

(A− λr0+1I)
hr0+1

(

(A− λ1I)
n1xk

)

= θ.

Так как Q1, . . . , Qr0 — линейно независимые подпространства, то (λ1 − λr0+1)
hr0+1(A −

λ1I)
n1(x1) = θ. Так как λ1 6= λr0+1, то (A − λ1I)

n1x1 = θ (что противоречит тому, что
(A − λ1I)

n1x1 6= θ). Итак, x1 = θ. Тогда
∑

k=2,r0+1

xk = θ. Так как Q2, . . . , Qr0+1 — линейно

независимые подпространства, то x2, . . . , xr0+1 = θ.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; C — алгебраически замкнутое поле, A ∈ Lin(L,L), ker(F̃A) ⊆ K.

Так как: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N . Очевидно, существует число r ∈ N, существуют числа λ1, . . . , λr, удо-

влетворяющие условию: λ1, . . . , λr — все различные собственные значения оператора A.
Пусть: m1, . . . ,mr — соответствующие алгебраические кратности, Q1, . . . , Qr — соответ-
ствующие корневые подпространства. Тогда:

∑

k=1,r

mk = N , Q1, . . . , Qr — линейно незави-

симые подпространства, dim(Qk) = mk при k = 1, r.
Фиксируем номер k = 1, r. Так как λk — собственное значение оператора A, то

ker(A − λkI) 6= {θ}. Тогда существуют векторы {ek,i,j}
i=1,nk

j=1,qk,i
, удовлетворяющие условию:
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{ek,i,j}
i=1,nk

j=1,qk,i
— циклический базис подпространства Qk для оператора A − λkI. Так как:

Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства,
∑

k=1,r

dim(Qk) =
∑

k=1,r

mk = N , то

{ek,i,j}
k=1,r, i=1,nk

j=1,qk,i
— базис пространства L. Будем говорить, что {ek,i,j}

k=1,r, i=1,nk

j=1,qk,i
— базис

Жордана пространства L для оператора A.
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