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Лекция 4. Собственные значения и собственные векторы

линейного оператора

4.1. Инвариантные подпространства линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
Будем говорить, что Q — инвариантное подпространство оператора A, если: Q — подпро-
странство пространства L, Q ⊆ D(A), A[Q] ⊆ Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

1. Пусть A ∈ Lin(L,L). Пусть Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда:
Q — подпространство пространства L, A[Q] ⊆ Q.

Пусть: Q — подпространство пространства L, A[Q] ⊆ Q. Очевидно: Q ⊆ L = D(A).
Тогда Q — инвариантное подпространство оператора A.

2. Пусть A ∈ lin(L,L). Пусть Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда:
A|Q ∈ lin(L,L), D(A|Q) = D(A) ∩ Q = Q, R(A|Q) = A[Q] ⊆ Q. Следовательно, A|Q ∈
Lin(Q,Q).

Пусть: Q — подпространство пространства L, A|Q ∈ Lin(Q,Q). Тогда: Q — под-
пространство пространства L, Q = D(A|Q) = D(A) ∩ Q ⊆ D(A), A[Q] = R(A|Q) ⊆ Q.
Следовательно, Q — инвариантное подпространство оператора A.

3. Пусть: A ∈ lin(L,L), r ∈ N, Q1, . . . , Qr — инвариантные подпространства оператора
A. Тогда Q1 + · · ·+Qr — инвариантное подпространство оператора A.

Очевидно, Q1+ · · ·+Qr — подпространство пространства L. Пусть x ∈ Q1+ · · ·+Qr.
Тогда существуют векторы x1, . . . , xr, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr,
x = x1 + · · · + xr. Следовательно: x = x1 + · · · + xr ∈ D(A), Ax = A(x1 + · · · + xr) =
Ax1 + · · ·+ Axr ∈ Q1 + · · ·+Qr.

4. Пусть A, B ∈ Lin(L,L). Будем говорить, что операторы A, B коммутируют, если
AB = BA. Обозначим, [A,B] = AB − BA. Будем говорить, что [A,B] — коммутатор
операторов A, B. Очевидно, операторы A, B коммутируют тогда и только тогда, когда
[A,B] = Θ.

Пусть операторы A, B коммутируют. Тогда ker(B), R(B) — инвариантные подпро-
странства оператора A.

Очевидно, ker(B) — подпространство пространства L. Пусть x ∈ ker(B). Тогда: x ∈ L,
Bx = θ. Следовательно: Ax ∈ L, B(Ax) = A(Bx) = Aθ = θ. Тогда Ax ∈ ker(B).

Очевидно, R(B) — подпространство пространства L. Пусть x ∈ R(B). Тогда суще-
ствует вектор u, удовлетворяющий условиям: u ∈ L, x = Bu. Следовательно: Au ∈ L,
Ax = A(Bu) = B(Au). Тогда Ax ∈ R(B).
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L, Ã = [A](e), r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N ,
i1 < · · · < ir, Q = L(ei1 , . . . , eir).

1. Множество Q является инвариантным подпространством оператора A тогда и только
тогда, когда: Ãj

ik
= 0 при: k = 1, r, j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.

Пусть x ∈ Q. Тогда существуют числа α1, . . . , αr ∈ K, удовлетворяющие условию
x = α1ei1 + · · ·+ αreir . Следовательно: [x]j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.

Пусть Q — инвариантное подпространство оператора A. Пусть k = 1, r. Тогда eik ∈ Q.
Следовательно, Aeik ∈ Q. Тогда: Ãj

ik
= [Aeik ]

j(e) = 0 при: j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}.

Пусть: Ãj
ik
= 0 при: k = 1, r, j = 1, N , j /∈ {i1, . . . , ir}. Очевидно, Q — подпространство

пространства L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

Ax = Ãj
i [x]

i(e)ej =
∑

k=1,r,
j=1,N

Ãj
ik
[x]ik(e)ej =

∑

k,m=1,r

Ãim
ik
[x]ik(e)eim ∈ Q.

2. Пусть Q — инвариантное подпространство оператора A. Тогда:
[

A|Q
]m

k
(ei1 , . . . , eir) =

Ãim
ik

при k, m = 1, r.

Пусть k = 1, r. Очевидно, A|Q eik =
r
∑

m=1

[

A|Q
]m

k
(ei1 , . . . , eir)eim . С другой стороны:

A|Q eik = Aeik = Ãj
ik
ej =

r
∑

m=1

Ãim
ik
eim .

Тогда:
[

A|Q
]m

k
(ei1 , . . . , eir) = Ãim

ik
при m = 1, r.

4.2. Собственные подпространства линейного оператора

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
1. Пусть λ ∈ K. Тогда:

D(A− λI) = D(A) ∩D(I) = D(A) ∩ L = D(A).

Пусть x ∈ D(A− λI). Тогда:

(A− λI)x = Ax− λI(x) = Ax− λx.

Очевидно:

ker(A− λI) =
{

x : x ∈ D(A− λI) ∧ (A− λI)x = θ
}

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax− λx = θ
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax = λx
}

.

Обозначим: HA(λ) = ker(A− λI), gA(λ) = dim
(

ker(A− λI)
)

.
2. Пусть λ1, λ2 ∈ K. Тогда:

ker(A− λ2I) ⊆ D(A− λ2I) = D(A) = D(A− λ1I).

Пусть x ∈ ker(A− λ2I). Тогда:

(A− λ1I)x = Ax− λ1x = λ2x− λ1x = (λ2 − λ1)x.
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Справедливо утверждение: ker(A−λ2I) — инвариантное подпространство оператора
A− λ1I.

Очевидно: ker(A−λ2I) — подпространство пространства L, ker(A−λ2I) ⊆ D(A−λ1I).
Пусть x ∈ ker(A− λ2I). Тогда: (A− λ1I)x = (λ2 − λ1)x ∈ ker(A− λ2I).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈ lin(L,L).
1. Будем говорить, что λ — регулярная точка оператора A, если: λ ∈ K, ker(A− λI) =

{θ}, R(A− λI) = L.
2. Будем говорить, что λ — точка спектра оператора A, если: λ ∈ K, ker(A − λI) 6=

{θ} ∨ R(A− λI) 6= L.
3. Будем говорить, что λ — точка непрерывного спектра оператора A, если: λ ∈ K,

ker(A − λI) = {θ}, R(A − λI) 6= L. Обозначим через SC(A) множество всех точек непре-
рывного спектра оператора A.

4. Будем говорить, что λ — собственное значение оператора A (λ — точка дискретного
спектра оператора A), если: λ ∈ K, ker(A− λI) 6= {θ}. Обозначим через SD(A) множество
всех собственных значений оператора A. Очевидно, λ является собственным значением
оператора A тогда и только тогда, когда:

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ ker(A− λI) ∧ x 6= θ
)

;

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ D(A) ∧ Ax− λx = θ ∧ x 6= θ
)

;

λ ∈ K, ∃x
(

x ∈ D(A) ∧ Ax = λx ∧ x 6= θ
)

.

5. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что x — собственный
вектор оператора A, соответствующий собственному значению λ, если: x ∈ ker(A − λI),
x 6= θ. Очевидно, x является собственным вектором оператора A, соответствующим соб-
ственному значению λ, тогда и только тогда, когда:

x ∈ D(A), Ax− λx = θ, x 6= θ;

x ∈ D(A), Ax = λx, x 6= θ.

6. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что ker(A − λI) —
собственное подпространство оператора A, соответствующее собственному значению λ.

7. Пусть λ — собственное значение оператора A. Будем говорить, что dim
(

ker(A−λI)
)

—

геометрическая кратность собственного значения λ. Очевидно, dim
(

ker(A− λI)
)

∈ N.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= +∞;
A ∈ Lin(L,L). Тогда SC(A) = ∅.

Предположим, что SC(A) 6= ∅. Тогда существует число λ, удовлетворяющее условию
λ ∈ SC(A). Следовательно: λ ∈ K, ker(A−λI) = {θ}, R(A−λI) 6= L. Согласно 1-й теореме
Фредгольма, так как: dim(L) 6= +∞, A−λI ∈ Lin(L,L), ker(A−λI) = {θ}, то R(A−λI) = L.
Итак, SC(A) = ∅.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L, Ã = [A](e), i = 1, N , λ ∈ K.
Справедливо утверждение: ei ∈ ker(A − λI) тогда и только тогда, когда: Ãj

i = λδji при
j = 1, N .

Пусть ei ∈ ker(A − λI). Тогда Aei = λei. Следовательно: Ãj
i = [Aei]

j(e) = [λei]
j(e) =

λ[ei]
j(e) = λδji при j = 1, N .

Пусть: Ãj
i = λδji при j = 1, N . Тогда: Aei = Ãj

iej = (λδji )ej = λei. Следовательно,
ei ∈ ker(A− λI).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; A ∈
lin(L,L), r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные собственные значения оператора A, H1, . . . , Hr —

соответствующие собственные подпространства. Тогда H1, . . . , Hr — линейно независи-

мые подпространства.

Доказательство. Докажем утверждение, используя индукцию. Очевидно, утверждение
справедливо при r = 1.

Пусть: r0 ∈ N, утверждение справедливо при r = r0. Рассмотрим утверждение при

r = r0 + 1. Пусть: x1 ∈ H1, . . . , xr0+1 ∈ Hr0+1,
r0+1
∑

k=1

xk = θ. Тогда:

(A− λr0+1I)

r0+1
∑

k=1

xk = (A− λr0+1I)θ,

r0
∑

k=1

(λk − λr0+1)xk = θ.

Так как H1, . . . , Hr0 — линейно независимые подпространства, то: (λk − λr0+1)xk = θ при

k = 1, r0. Так как: λk 6= λr0+1 при k = 1, r0, то: xk = θ при k = 1, r0. Так как
r0+1
∑

k=1

xk = θ, то

xr0+1 = θ.

4.3. Общие сведения о полиномах

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, N 6= 0 =⇒ aN 6= 0,

F (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K. Очевидно, F : K =⇒ K. Будем говорить, что: F — полином на

множестве K, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, b0, . . . , bN ∈ K, Q ⊆ K,

Q — бесконечное множество,
N
∑

k=0

akx
k =

N
∑

k=0

bkx
k при x ∈ Q. Тогда: ak = bk при k = 0, N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1 ∈ Z+, a0, . . . , aN1
∈ K, N1 6= 0 =⇒ aN1

6= 0,
N2 ∈ Z+, b0, . . . , bN2

∈ K, N2 6= 0 =⇒ bN2
6= 0, Q ⊆ K, Q — бесконечное множество,

N1
∑

k=1

akx
k =

N2
∑

k=0

bkx
k при x ∈ Q. Тогда: N1 = N2, ak = bk при k = 0, N1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K, N — степень полинома
F . Обозначим, deg(F ) = N .

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;

N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, N 6= 0 =⇒ aN 6= 0, F (A) =
N
∑

k=0

akA
k при A ∈ Lin(L,L). Очевидно,

F : Lin(L,L) =⇒ Lin(L,L). Будем говорить, что: F — полином на множестве Lin(L,L),
N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; N ∈ Z+,

a0, . . . , aN ∈ K, x ∈ K. Тогда
N
∑

k=0

ak(xI)
k =

( N
∑

k=0

akx
k
)

I.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;
λ1, λ2 ∈ K, λ1I = λ2I. Тогда λ1 = λ2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,

dim(L) 6= 0; N ∈ Z+, a0, . . . , aN ∈ K, b0, . . . , bN ∈ K,
N
∑

k=0

akA
k =

N
∑

k=0

bkA
k при A ∈ Lin(L,L).

Тогда: ak = bk при k = 0, N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,

dim(L) 6= 0; N1 ∈ Z+, a0, . . . , aN1
∈ K, N1 6= 0 =⇒ aN1

6= 0, N2 ∈ Z+, b0, . . . , bN2
∈ K,

N2 6= 0 =⇒ bN2
6= 0,

N1
∑

k=1

akA
k =

N2
∑

k=0

bkA
k при A ∈ Lin(L,L). Тогда: N1 = N2, ak = bk при

k = 0, N1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;
F — полином на множестве Lin(L,L), N — степень полинома F . Обозначим, deg(F ) = N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; F — полином на множестве K, deg(F ) 6= 0.
1. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — различные корни полинома F , m1, . . . ,mr — соответ-

ствующие кратности. Тогда m1 + · · ·+mr 6 deg(F ).
2. Справедливы утверждения: ker(F ) — конечное множество, card

(

ker(F )
)

6 deg(F ).

Определение. Пусть K ∈ {C,R,Q}. Будем говорить, что K — алгебраически замкнутое
поле, если для любой функции F , удовлетворяющей условиям: F — полином на множестве
K, deg(F ) 6= 0, справедливо утверждение: ker(F ) 6= ∅.

Замечание. Очевидно, Q не является алгебраически замкнутым полем. Очевидно, R не
является алгебраически замкнутым полем.

Теорема (основная теорема алгебры; будет доказана в 3-ем семестре). Справедливо

утверждение: C — алгебраически замкнутое поле.

Утверждение. Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, F — полином на мно-

жестве C, deg(F ) 6= 0, r ∈ N, z1, . . . , zr — все различные корни полинома F , m1, . . . ,mr —

соответствующие кратности. Тогда m1 + · · ·+mr = deg(F ).

Определение. Пусть: K1, K2 ∈ {C,R,Q}, K1 ⊆ K2; F — полином на множестве K1, N —
степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F . Будем говорить, что F̃ —

продолжение полинома F на множество K2, если: F̃ (x) =
N
∑

k=0

akx
k при x ∈ K2.

Замечание. Пусть: K1, K2 ∈ {C,R,Q}, K1 ⊆ K2.
Пусть: F — полином на множестве K1, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэф-

фициенты полинома F . Пусть F̃ — продолжение полинома F на множество K2. Тогда:
F̃ — полином на множестве K2, N — степень полинома F̃ , a0, . . . , aN — коэффициенты
полинома F̃ , F̃ (x) = F (x) при x ∈ K1. Пусть: F̃ — полином на множестве K2, N — степень
полинома F̃ , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F̃ . Тогда F̃ — продолжение полинома
F на множество K2. Пусть: F̃ — полином на множестве K2, F̃ (x) = F (x) при x ∈ K1. Тогда
F̃ — продолжение полинома F на множество K2.

Пусть: F1 — полином на множестве K1, F̃1 — продолжение полинома F1 на множество
K2, F2 — полином на множестве K1, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество K2.
Тогда F̃1 + F̃2 — продолжение полинома F1 + F2 на множество K2.
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Пусть: λ ∈ K1, F — полином на множестве K1, F̃ — продолжение полинома F на
множество K2. Тогда λF̃ — продолжение полинома λF на множество K2.

Пусть: F1 — полином на множестве K1, F̃1 — продолжение полинома F1 на множество
K2, F2 — полином на множестве K1, F̃2 — продолжение полинома F2 на множество K2.
Тогда F̃1F̃2 — продолжение полинома F1F2 на множество K2.

Пусть: F — полином на множестве K1, F̃ — продолжение полинома F на множество
K2. Тогда:

ker(F ) =
{

x : x ∈ K1 ∧ F (x) = 0
}

=
{

x : x ∈ K1 ∧ x ∈ K2 ∧ F̃ (x) = 0
}

=

=
{

x : x ∈ K1 ∧ x ∈ ker(F̃ )
}

= ker(F̃ ) ∩K1.

Очевидно: ker(F ) = ker(F̃ )∩K1 ⊆ ker(F̃ ). Пусть: x0 ∈ ker(F ), m — кратность числа x0 как
корня полинома F . Тогда: x0 ∈ ker(F̃ ), m — кратность числа x0 как корня полинома F̃ .
Пусть ker(F̃ ) ⊆ K1. Тогда: ker(F ) = ker(F̃ ) ∩ K1 = ker(F̃ ). Пусть ker(F ) = ker(F̃ ). Тогда:
ker(F̃ ) = ker(F ) ⊆ K1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0;
F — полином на множестве K, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффициенты
полинома F . Будем говорить, что F̂ — продолжение полинома F на множество Lin(L,L),

если: F̂ (A) =
N
∑

k=0

akA
k при A ∈ Lin(L,L).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, dim(L) 6= 0.
Пусть: F — полином на множестве K, N — степень полинома F , a0, . . . , aN — коэффи-

циенты полинома F . Пусть F̂ — продолжение полинома F на множество Lin(L,L). Тогда:
F̂ — полином на множестве Lin(L,L), N — степень полинома F̂ , a0, . . . , aN — коэффици-
енты полинома F̂ , F̂ (xI) = F (x)I при x ∈ K. Пусть: F̂ — полином на множестве Lin(L,L),
N — степень полинома F̂ , a0, . . . , aN — коэффициенты полинома F̂ . Тогда F̂ — продол-
жение полинома F на множество Lin(L,L). Пусть: F̂ — полином на множестве Lin(L,L),
F̂ (xI) = F (x)I при x ∈ K. Тогда F̂ — продолжение полинома F на множество Lin(L,L).

Пусть: F1 — полином на множестве K, F̂1 — продолжение полинома F1 на множество
Lin(L,L), F2 — полином на множестве K, F̂2 — продолжение полинома F2 на множество
Lin(L,L). Тогда F̂1 + F̂2 — продолжение полинома F1 + F2 на множество Lin(L,L).

Пусть: λ ∈ K, F — полином на множестве K, F̂ — продолжение полинома F на множе-
ство Lin(L,L). Тогда λF̂ — продолжение полинома λF на множество Lin(L,L).

Пусть: F1 — полином на множестве K, F̂1 — продолжение полинома F1 на множество
Lin(L,L), F2 — полином на множестве K, F̂2 — продолжение полинома F2 на множество
Lin(L,L). Тогда F̂1F̂2 — продолжение полинома F1F2 на множество Lin(L,L).

4.4. Характеристический полином линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N .
Пусть: m = 1, N , j = 0. Обозначим, Xm,j(Ã) = Ãm. Пусть: m = 1, N , j = 1. Обозначим,

Xm,j(Ã) = Ĩm (здесь Ĩ — единичная матрица из множества KN×N).
Обозначим через µN множество всех функций σ, удовлетворяющих условию:

σ : {1, . . . , N} =⇒ {0, 1}.
Пусть k = 0, N . Обозначим через µN,k множество всех функций σ, удовлетворяющих

условиям: σ ∈ µN , σ(1) + · · ·+ σ(N) = k. Обозначим:

αk(Ã) = (−1)k
∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

.



4.4. Характеристический полином линейного оператора 7

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N , λ ∈ K. Тогда det(Ã − λĨ) =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k.

Доказательство. Очевидно:

det(Ã− λĨ) = det
(

(Ã− λĨ)1, . . . , (Ã− λĨ)N
)

= det
(

Ã1 + (−λ)Ĩ1, . . . , ÃN + (−λ)ĨN
)

=

=
∑

σ∈µN

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

(−λ)σ(1)+···+σ(N) =

=
N
∑

k=0

∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

(−λ)k =

=
N
∑

k=0

(−1)k
(

∑

σ∈µN,k

det
(

X1,σ(1)(Ã), . . . , XN,σ(N)(Ã)
)

)

λk =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, Ã ∈ KN×N . Очевидно:

α0(Ã) = (−1)0 det(Ã1, . . . , ÃN) = det(Ã);

αN−1(Ã) = (−1)N−1

N
∑

m=1

det(Ĩ1, . . . , Ĩm−1, Ãm, Ĩm+1, . . . , ĨN) = (−1)N−1

N
∑

m=1

Ãm
m =

= (−1)N−1 tr(Ã);

αN(Ã) = (−1)N det(Ĩ1, . . . , ĨN) = (−1)N det(Ĩ) = (−1)N .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Обозначим: FA(λ) = det(A − λI) при λ ∈ K. Пусть: e — базис пространства L, λ ∈ K.
Тогда:

FA(λ) = det(A− λI) = det
(

[A− λI](e)
)

= det
(

[A](e)− λĨ
)

=
N
∑

k=0

αk

(

[A](e)
)

.

Так как: αN

(

[A](e)
)

= (−1)N 6= 0, то: FA — полином на множестве K, N — степень поли-
нома FA, α0

(

[A](e)
)

, . . . , αN

(

[A](e)
)

— коэффициенты полинома FA. Будем говорить, что
FA — характеристический полином оператора A.

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Так как: α0

(

[A](e)
)

, . . . , αN

(

[A](e)
)

— коэф-
фициенты полинома FA, α0

(

[A](e′)
)

, . . . , αN

(

[A](e′)
)

— коэффициенты полинома FA, то:

αk

(

[A](e)
)

= αk

(

[A](e′)
)

при k = 0, N .

Пусть e — базис пространства L. Обозначим: αk(A) = αk

(

[A](e)
)

при k = 0, N .

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), e — базис пространства L, Ã = [A](e).

Очевидно:

α0(A) = α0(Ã) = det(Ã) = det(A);

αN−1(A) = αN−1(Ã) = (−1)N−1 tr(Ã) = (−1)N−1 tr(A);

αN(A) = αN(Ã) = (−1)N .
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Обозначим через F̃A продолжение полинома FA на множество C. Пусть λ ∈ C. Тогда:

F̃A(λ) =
N
∑

k=0

αk(Ã)λ
k = det(Ã− λĨ).

Обозначим через F̂A продолжение полинома FA на Lin(L,L). Пусть B ∈ Lin(L,L).
Тогда:

F̂A(B) =
N
∑

k=0

αk(Ã)B
k.

Очевидно:

SD(A) =
{

λ : λ ∈ K ∧ ker(A− λI) 6= {θ}
}

=
{

λ : λ ∈ K ∧ det
(

[A− λI](e)
)

= 0
}

=

=
{

λ : λ ∈ K ∧ FA(λ) = 0
}

= ker(FA).

Пусть: r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные корни полинома FA, m1, . . . ,mr — соответствую-
щие кратности. Так как: deg(FA) = N 6= 0, то m1 + · · ·+mr 6 N .

Так как: deg(FA) = N 6= 0, то: ker(FA) — конечное множество, card
(

ker(FA)
)

6 N .

Пусть: r ∈ N, λ1, . . . , λr — различные корни полинома F̃A, m1, . . . ,mr — соответствую-
щие кратности. Так как: deg(F̃A) = N 6= 0, то m1 + · · ·+mr 6 N .

Так как: deg(F̃A) = N 6= 0, то: ker(F̃A) — конечное множество, card
(

ker(F̃A)
)

6 N .

Пусть C — алгебраически замкнутое поле. Так как: F̃A — полином на множестве
C, deg(F̃A) = N 6= 0, то ker(F̃A) 6= ∅.

Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, r ∈ N, λ1, . . . , λr — все различные
корни полинома F̃A, m1, . . . ,mr — соответствующие кратности. Так как: F̃A — полином на
множестве C, deg(F̃A) = N 6= 0, то m1 + · · ·+mr = N .

Пусть: λ ∈ C, λ /∈ ker(F̃A). Обозначим, mA(λ) = 0. Пусть λ ∈ ker(F̃A). Обозначим через
mA(λ) кратность числа λ как корня полинома F̃A.

Пусть λ ∈ SD(A). Будем говорить, что mA(λ) — алгебраическая кратность собственного
значения λ.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L), λ0 — собственное значение оператора A. Тогда gA(λ0) 6

mA(λ0).

Доказательство. Обозначим: H = HA(λ0), g = gA(λ0), m = mA(λ0). Очевидно, g = 1, N .
Так как: g ∈ N, dim(H) = g, то существуют векторы e1, . . . , eg, удовлетворяющие условиям:
e1, . . . , eg ∈ H, e1, . . . , eg — линейно независимые векторы.

Пусть g = N . Так как: e1, . . . , eg — линейно независимые векторы пространства L,
dim(L) = N = g, то e1, . . . , eg — базис пространства L. Обозначим, Ã = [A](e). Так как
e1, . . . , eg ∈ H, то: Ãj

i = λ0δ
j
i при i, j = 1, g. Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)g.

Следовательно, m = g.
Пусть g 6= N . Так как: e1, . . . , eg — линейно независимые векторы пространства L, N ∈

N, dim(L) = N , g < N , то существуют векторы eg+1, . . . , eN , удовлетворяющие условию:
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e1, . . . , eN — базис пространства L. Обозначим, Ã = [A](e). Так как e1, . . . , eg ∈ H, то:
Ãj

i = λ0δ
j
i при: i = 1, g, j = 1, N . Пусть λ ∈ K. Тогда:

FA(λ) = det(Ã− λĨ) = (λ0 − λ)g det
(

{Ãg+j
g+i − λδg+j

g+i }
j=1,N−g

i=1,N−g

)

.

Следовательно, m > g.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; r ∈ N, Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства

L, Nk ∈ N, dim(Qk) = Nk при k = 1, r. Справедливы утверждения:

1. Q1 + · · ·+Qr = L ⇐⇒ N1 + · · ·+Nr = N ;

2. Q1 + · · · + Qr = L тогда и только тогда, когда существуют векторы e1, . . . , eN ,

удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN — базис пространства L, e1, . . . , eN ∈ Q1∪· · ·∪Qr.

Доказательство.

1. Пусть Q1+· · ·+Qr = L. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства,
то:

N1 + · · ·+Nr = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr) = dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(L) = N.

Пусть N1+· · ·+Nr = N . Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства,
то:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr) = N1 + · · ·+Nr = N.

Так как: Q1 + · · · + Qr — подпространство пространства L, N 6= +∞, dim(L) = N , то
Q1 + · · ·+Qr = L.

2. Пусть Q1 + · · · + Qr = L. Пусть k = 1, r. Так как: Nk ∈ N, dim(Qk) = Nk,
то существуют векторы ek,1, . . . , ek,Nk

, удовлетворяющие условию: ek,1, . . . , ek,Nk
— базис

подпространства Qk. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то
e1,1, . . . , e1,N1

, . . . , er,1, . . . , er,Nr
— базис подпространства Q1+· · ·+Qr. Так как Q1+· · ·+Qr =

L, то e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— базис пространства L. Пусть: k = 1, r, m = 1, Nk.
Так как ek,m ∈ Qk, то ek,m ∈ Q1 ∪ · · · ∪Qr.

Пусть: e1, . . . , eN — базис пространства L, e1, . . . , eN ∈ Q1∪· · ·∪Qr. Тогда: e1, . . . , eN —
базис пространства L, e1, . . . , eN ∈ Q1 + · · · + Qr. Следовательно: L = L(e1, . . . , eN) ⊆
Q1 + · · ·+Qr. Так как Q1 + · · ·+Qr ⊆ L, то Q1 + · · ·+Qr = L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L). Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K.

Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N .

Доказательство. Так как C — алгебраически замкнутое поле, то: ker(F̃A) 6= ∅,
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) = N . Так как ker(F̃A) ⊆ K, то ker(FA) = ker(F̃A). Тогда: SD(A) = ker(FA) =

ker(F̃A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) =
∑

λ∈ker(FA)

mA(λ) =
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) = N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).
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1. Пусть: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) =
mA(λ)

)

. Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.

2. Пусть: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L. Тогда: ker(F̃A) ⊆ K, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) =

mA(λ)
)

.

Доказательство.

1. Так как: C — алгебраически замкнутое поле, ker(F̃A) ⊆ K, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) = N . Так как ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) = mA(λ)
)

, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N .

Тогда: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L.

2. Так как: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

HA(λ) = L, то: SD(A) 6= ∅,
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N .

Предположим, что существует число λ0, удовлетворяющее условиям: λ0 ∈ ker(F̃A),
λ0 /∈ K. Тогда: λ0 ∈ ker(F̃A), λ0 /∈ SD(A). Следовательно:

∑

λ∈SD(A)

gA(λ) 6
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) <
∑

λ∈ker(F̃A)

mA(λ) 6 N

(что противоречит утверждению
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N). Итак, ker(F̃A) ⊆ K.

Предположим, что существует число λ0, удовлетворяющее условиям: λ0 ∈ SD(A),
gA(λ0) 6= mA(λ0). Тогда:

∑

λ∈SD(A)

gA(λ) <
∑

λ∈SD(A)

mA(λ) 6 N

(что противоречит утверждению
∑

λ∈SD(A)

gA(λ) = N). Итак, ∀λ ∈ SD(A)
(

gA(λ) = mA(λ)
)

.

Теорема (теорема Гамильтона—Кэли). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-

ство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L). Тогда F̂A(A) = Θ.

Доказательство. Пусть: e — базис пространства L, Ã = [A](e).

Пусть k, i = 1, N . Обозначим: Mk
i (λ) = (−1)k+i∆

k

i (Ã − λĨ) при λ ∈ K. Тогда Mk
i —

полином на множестве K. Обозначим через M̂k
i продолжение полинома Mk

i на множество
Lin(L,L).

Пусть: k, j = 1, N , λ ∈ K. Обозначим:

Q =

























(Ã− λĨ)1

...

(Ã− λĨ)k−1

(Ã− λĨ)j

(Ã− λĨ)k+1

...

(Ã− λĨ)N

























.
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Тогда:

δjkFA(λ) = det(Q) =
N
∑

i=1

(−1)k+i∆
k

i (Q)Qk
i =

N
∑

i=1

(−1)k+i∆
k

i (Ã− λĨ)(Ã− λĨ)ji =

=
N
∑

i=1

Mk
i (λ)(Ã

j
i − λδji ) =

N
∑

i=1

Mk
i (λ)(Ã

j
iλ

0 − δjiλ
1).

Пусть: k, j = 1, N , B ∈ Lin(L,L). Тогда:

δjkF̂A(B) =
N
∑

i=1

M̂k
i (B)(Ãj

iB
0 − δjiB

1) =
N
∑

i=1

M̂k
i (B)(Ãj

iI − δjiB).

Пусть i = 1, N . Тогда:

(Ãj
iI − δjiA)ej = Ãj

iI(ej)− δjiA(ej) = Ãj
iej − Aei = θ.

Пусть k = 1, N . Тогда:

F̂A(A)ek =
(

δjkF̂A(A)
)

ej =

( N
∑

i=1

M̂k
i (A)(Ã

j
iI − δjiA)

)

ej =
N
∑

i=1

M̂k
i (A)

(

(Ãj
iI − δjiA)ej

)

= θ.

Пусть x ∈ L. Тогда:

F̂A(A)x = F̂A(A)
(

[x]k(e)ek
)

= [x]k(e)F̂A(A)(ek) = θ.

Итак, F̂A(A) = Θ.
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