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Лекция 3. Общие сведения о линейных операторах. Мат-

рица линейного оператора

3.1. Общие сведения о линейных операторах

Определение (повторение). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над
полем K.

1. Пусть A : L1 → L2. Будем говорить, что A — линейный оператор, если: D(A) —
подпространство пространства L1, A(x+ y) = A(x)+A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x)
при: λ ∈ K, x ∈ D(A).

2. Обозначим через lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих условиям:
A : L1 → L2, A — линейный оператор.

3. Обозначим через Lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих услови-
ям: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор.

4. Будем говорить, что A — изоморфизм пространства L1 на пространство L2, если:
A — обратимая функция, D(A) = L1, R(A) = L2, A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

5. Будем писать L1
A
≈ L2, если A — изоморфизм пространства L1 на пространство

L2. Утверждение L1
A
≈ L2 можно читать: «пространство L1 изоморфно пространству L2

относительно функции A».

6. Будем писать L1 ≈ L2 если ∃A(L1

A
≈ L2). Утверждение L1 ≈ L2 читается: «простран-

ство L1 изоморфно пространству L2».

Замечание (повторение). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над
полем K; A : L1 =⇒ L2.

Пусть A — линейный оператор. Тогда: A(x+y) = A(x)+A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) =
λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то: A(x+ y) = A(x) +A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

Пусть: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1. Так
как D(A) = L1, то: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K,
x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то D(A) — подпространство пространства L1. Итак, A —
линейный оператор.

Замечание. Пусть λ ∈ C. Обозначим, λ = Re(λ)− i Im(λ). Очевидно, λ ∈ C.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A : L1 →
L2. Будем говорить, что A — полулинейный оператор, если: D(A) — подпространство
пространства L1; A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K,
x ∈ D(A).
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A : L1 =⇒ L2.

Пусть A — полулинейный оператор. Тогда: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A);
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то: A(x + y) = A(x) + A(y) при
x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

Пусть: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1. Так
как D(A) = L1, то: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K,
x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то D(A) — подпространство пространства L1. Итак, A —
полулинейный оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.

Тогда Lin(L1, L2) — подпространство пространства Fun(L1, L2).

Доказательство.

1. Очевидно, Lin(L1, L2) ⊆ Fun(L1, L2).
2. Пусть Θ — нулевой элемент пространства Fun(L1, L2). Докажем, что Θ ∈ Lin(L1, L2).

Очевидно, Θ: L1 =⇒ L2.
Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).

3. Пусть A, B ∈ Lin(L1, L2). Докажем, что A+B ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, A+B : L1 =⇒
L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

(A+ B)(x+ y) = A(x+ y) + B(x+ y) =
(

A(x) + A(y)
)

+
(

B(x) + B(y)
)

=

=
(

A(x) +B(x)
)

+
(

A(y) +B(y)
)

= (A+B)(x) + (A+ B)(y).

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

(A+B)(λx) = A(λx) + B(λx) = λA(x) + λB(x) = λ
(

A(x) + B(x)
)

= λ(A+ B)(x).

4. Пусть: α ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2). Докажем, что αA ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, αA : L1 =⇒
L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

(αA)(x+ y) = αA(x+ y) = α
(

A(x) + A(y)
)

= αA(x) + αA(y) = (αA)(x) + (αA)(y).

Пусть: β ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

(αA)(βx) = αA(βx) = α
(

βA(x)
)

= β
(

αA(x)
)

= β(αA)(x).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем

K.

1. Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B1, B2 ∈ Lin(L2, L3). Тогда (B1 +B2)A = B1A+ B2A.

2. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда (λB)A = λ(BA).
3. Пусть: A1, A2 ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда B(A1 + A2) = BA1 + BA2.
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4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.

1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

(B1 + B2)A
)

x = (B1 + B2)(Ax) = B1(Ax) +B2(Ax) = (B1A)x+ (B2A)x = (B1A+ B2A)x.

2. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

(λB)A
)

x = (λB)(Ax) = λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.

3. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

B(A1 + A2)
)

x = B
(

(A1 + A2)x
)

= B
(

A1x+ A2x
)

= B(A1x) + B(A2x) =

= (BA1)x+ (BA2)x = (BA1 +BA2)x.

4. Пусть x ∈ L1. Тогда:

(

B(λA)
)

x = B
(

(λA)x
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;

A ∈ lin(L1, L2), dim
(

D(A)
)

6= +∞. Тогда dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Доказательство. Так как: ker(A) ⊆ D(A), dim
(

D(A)
)

6= +∞, то dim
(

ker(A)
)

6= +∞.
Так как: ker(A) ⊆ D(A), dim

(

D(A)
)

6= +∞, то существует линейное дополнение Q

подпространства ker(A) до подпространства D(A). Тогда: Q ⊆ D(A), ker(A) ∩ Q = {θ1},
dim

(

D(A)
)

= dim
(

ker(A)
)

+ dim(Q).
Рассмотрим оператор A|Q. Очевидно: A|Q ∈ lin(L1, L2), D(A|Q) = D(A) ∩ Q = Q,

R(A|Q) = A[Q] ⊆ R(A), ker(A|Q) = ker(A)∩Q = {θ1}. Так как: A|Q ∈ lin(L1, L2), ker(A|Q) =
ker(A) ∩Q = {θ1}, то: A|Q ∈ lin(L1, L2), A|Q — обратимый оператор.

Докажем, что R(A|Q) = R(A). Пусть y ∈ R(A). Тогда существует вектор x, удовлетво-
ряющий условиям: x ∈ D(A), y = Ax. Так как: x ∈ D(A), D(A) = ker(A) +Q, то существу-
ют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям: x1 ∈ ker(A), x2 ∈ Q, x = x1 + x2. Тогда:
y = Ax = A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = θ2 + A|Q x2 = A|Q x2 ∈ R(A|Q). Итак, R(A) ⊆ R(A|Q).
Так как R(A|Q) ⊆ R(A), то R(A|Q) = R(A).

Так как: A|Q ∈ lin(L1, L2), A|Q — обратимый оператор, то dim
(

R(A|Q)
)

= dim
(

D(A|Q)
)

.

Тогда: dim
(

R(A)
)

= dim
(

R(A|Q)
)

= dim
(

D(A|Q)
)

= dim(Q) = dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L1), dim

(

D(A)
)

6= +∞. Тогда:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

ker(A)
)

.

Теорема (1-я теорема Фредгольма). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные про-

странства над полем K, dim(L1) = dim(L2), dim(L2) 6= +∞; A ∈ Lin(L1, L2). Тогда

R(A) = L2 ⇐⇒ ker(A) = {θ1}.

Доказательство.

1. Пусть R(A) = L2. Так как dim
(

D(A)
)

6= +∞, то dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

−
dim

(

ker(A)
)

. Тогда: dim
(

ker(A)
)

= dim
(

D(A)
)

− dim
(

R(A)
)

= dim(L1) − dim(L2) = 0.
Так как ker(A) — подпространство пространства L1, то ker(A) = {θ1}.
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2. Пусть ker(A) = {θ1}. Тогда A — обратимый оператор. Следовательно, dim
(

R(A)
)

=
dim

(

D(A)
)

. Тогда: dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

= dim(L1) = dim(L2). Так как: R(A) — под-
пространство пространства L2, dim(L2) 6= +∞, то R(A) = L2.

Определение (факультативный материал). Пусть: Q — множество, K ∈ {C,R,Q}, L —
линейное пространство над полем K.

Пусть F1, F2 : Q → L. Обозначим: (F1 + F2)(x) = F1(x) + F2(x) при x ∈ D(F1) ∩ D(F2).
Очевидно: F1 + F2 : Q → L, D(F1 + F2) = D(F1) ∩D(F2).

Пусть: λ ∈ K, F : Q → L. Обозначим: (λF )(x) = λF (x) при x ∈ D(F ). Очевидно:
λF : Q → L, D(λF ) = D(F ).

Утверждение (факультативный материал). Пусть: Q — множество, K ∈
{C,R,Q}, L — линейное пространство над полем K.

1. Пусть F1, F2 : Q → L. Тогда F1 + F2 = F2 + F1.

2. Пусть F1, F2, F3 : Q → L. Тогда (F1 + F2) + F3 = F1 + (F2 + F3).
3. Пусть F : Q → L. Тогда F +Θ = F .

4. Пусть F : Q → L. Тогда F + (−1)F = Θ|D(F ).

5. Пусть: α, β ∈ K, F : Q → L. Тогда (αβ)F = α(βF ).
6. Пусть F : Q → L. Тогда 1F = F .

7. Пусть: α, β ∈ K, F : Q → L. Тогда (α + β)F = αF + βF .

8. Пусть: λ ∈ K, F1, F2 : Q → L. Тогда λ(F1 + F2) = λF1 + λF2.

9. Пусть F : Q → L. Тогда 0F = Θ|D(F ).

10. Пусть λ ∈ K. Тогда λΘ = Θ.

Доказательство.

1. Очевидно: D(F1 + F2) = D(F1) ∩ D(F2) = D(F2) ∩ D(F1) = D(F2 + F1). Пусть x ∈
D(F1 + F2). Тогда: (F1 + F2)(x) = F1(x) + F2(x) = F2(x) + F1(x) = (F2 + F1)(x).

2. Очевидно: D
(

(F1 + F2) + F3

)

=
(

D(F1) ∩D(F2)
)

∩D(F3) = D(F1) ∩
(

D(F2) ∩D(F3)
)

=
D
(

F1 + (F2 + F3)
)

. Пусть x ∈ D
(

(F1 + F2) + F3

)

. Тогда:
(

(F1 + F2) + F3

)

(x) =
(

F1(x) +
F2(x)

)

+ F3(x) = F1(x) +
(

F2(x) + F3(x)
)

=
(

F1 + (F2 + F3)
)

(x).
3. Очевидно: D(F + Θ) = D(F ) ∩ Q = D(F ). Пусть x ∈ D(F + Θ). Тогда: (F + Θ)(x) =

F (x) + Θ(x) = F (x) + θ = F (x).
4. Очевидно: D

(

F + (−1)F
)

= D(F ) ∩ D(F ) = D(F ) = Q ∩ D(F ) = D(Θ|D(F )). Пусть

x ∈ D
(

F + (−1)F
)

. Тогда:
(

F + (−1)F
)

(x) = F (x) + (−1)F (x) = θ = Θ(x) = Θ|D(F ) (x).

5. Очевидно: D
(

(αβ)F
)

= D(F ) = D
(

α(βF )
)

. Пусть x ∈ D
(

(αβ)F
)

. Тогда:
(

(αβ)F
)

(x) =
(αβ)F (x) = α

(

βF (x)
)

=
(

α(βF )
)

(x).
6. Очевидно, D(1F ) = D(F ). Пусть x ∈ D(1F ). Тогда: (1F )(x) = 1F (x) = F (x).
7. Очевидно: D

(

(α + β)F
)

= D(F ) = D(αF + βF ). Пусть x ∈ D
(

(α + β)F
)

. Тогда:
(

(α + β)F
)

(x) = (α + β)F (x) = αF (x) + βF (x) = (αF + βF )(x).
8. Очевидно: D

(

λ(F1 + F2)
)

= D(F1) ∩D(F2) = D(λF1 + λF2). Пусть x ∈ D
(

λ(F1 + F2)
)

.
Тогда:

(

λ(F1 + F2)
)

(x) = λ
(

F1(x) + F2(x)
)

= λF1(x) + λF2(x) = (λF1 + λF2)(x).
9. Очевидно: D(0F ) = D(F ) = Q∩D(F ) = D(Θ|D(F )). Пусть x ∈ D(0F ). Тогда: (0F )(x) =

0F (x) = θ = Θ(x) = Θ|D(F ).
10. Очевидно, D(λΘ) = D(Θ). Пусть x ∈ D(λΘ). Тогда: (λΘ)(x) = λΘ(x) = λθ = θ =

Θ(x).

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линей-

ные пространства над полем K.

1. Справедливо утверждение lin(L1, L2) ⊆ fun(L1, L2).
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2. Справедливо утверждение Θ ∈ Lin(L1, L2).
3. Пусть A, B ∈ lin(L1, L2). Тогда A+ B ∈ lin(L1, L2).
4. Пусть: α ∈ K, A ∈ lin(L1, L2). Тогда αA ∈ lin(L1, L2).

Доказательство.

1. Очевидно, lin(L1, L2) ⊆ fun(L1, L2).
2. Докажем, что Θ ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, Θ: L1 =⇒ L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда: Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда: Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).

3. Пусть A, B ∈ lin(L1, L2). Докажем, что A+B ∈ lin(L1, L2). Очевидно: A+B : L1 → L2,
D(A+B) = D(A)∩D(B). Так как D(A+B) = D(A)∩D(B), то D(A+B) — подпространство
пространства L1.

Пусть x, y ∈ D(A+B). Тогда: (A+B)(x+ y) = A(x+ y)+B(x+ y) =
(

A(x)+A(y)
)

+
(

B(x) + B(y)
)

=
(

A(x) + B(x)
)

+
(

A(y) + B(y)
)

= (A+ B)(x) + (A+ B)(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A+B). Тогда: (A+B)(λx) = A(λx) +B(λx) = λA(x) + λB(x) =

λ
(

A(x) + B(x)
)

= λ(A+B)(x).
4. Пусть: α ∈ K, A ∈ lin(L1, L2). Докажем, что αA ∈ lin(L1, L2). Очевидно: αA : L1 → L2,

D(αA) = D(A). Так как D(αA) = D(A), то D(αA) — подпространство пространства L1.
Пусть x, y ∈ D(αA). Тогда: (αA)(x + y) = αA(x + y) = α

(

A(x) + A(y)
)

= αA(x) +
αA(y) = (αA)(x) + (αA)(y).

Пусть: β ∈ K, x ∈ D(αA). Тогда: (αA)(βx) = αA(βx) = α
(

βA(x)
)

= β
(

αA(x)
)

=
β(αA)(x).

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 —

линейные пространства над полем K.

1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B1, B2 ∈ lin(L2, L3). Тогда: (B1 + B2)A = B1A+ B2A.

2. Пусть: λ ∈ K, A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда (λB)A = λ(BA).
3. Пусть: A1, A2 ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда B(A1 + A2)|D(BA1+BA2)

= BA1 +
BA2.

4. Пусть: λ ∈ K, λ 6= 0, A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.

1. Очевидно:

D
(

(B1 + B2)A
)

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B1 + B2)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧
(

Ax ∈ D(B1) ∧ Ax ∈ D(B2)
)

}

=

=
{

x :
(

x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B1)
)

∧
(

x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B2)
)

}

=

=
{

x : x ∈ D(B1A) ∧ x ∈ D(B2A)
}

= D(B1A+ B2A).

Пусть x ∈ D
(

(B1+B2)A
)

. Тогда:
(

(B1+B2)A
)

x = (B1+B2)(Ax) = B1(Ax)+B2(Ax) =
(B1A)x+ (B2A)x = (B1A+ B2A)x.

2. Очевидно:

D
(

(λB)A
)

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(λB)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B)
}

= D(BA) = D
(

λ(BA)
)

.

Пусть x ∈ D
(

(λB)A
)

. Тогда:
(

(λB)A
)

x = (λB)(Ax) = λB(Ax) = λ(BA)(x) =
(

λ(BA)
)

x.
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3. Пусть x ∈ D(BA1+BA2). Тогда: x ∈ D(BA1), x ∈ D(BA2). Следовательно: x ∈ D(A1),
A1x ∈ D(B), x ∈ D(A2), A2x ∈ D(B). Тогда: x ∈ D(A1), x ∈ D(A2), A1x + A2x ∈ D(B).
Следовательно: x ∈ D(A1 + A2), (A1 + A2)x ∈ D(B). Тогда x ∈ D

(

B(A1 + A2)
)

. Итак,
D(BA1 +BA2) ⊆ D

(

B(A1 + A2)
)

.
Пусть x ∈ D(BA1 + BA2). Тогда: (BA1 + BA2)x = (BA1)x + (BA2)x = B(A1x) +

B(A2x) = B
(

A1x+ A2x
)

= B
(

(A1 + A2)x
)

=
(

B(A1 + A2)
)

x.
4. Так как λ 6= 0, то:

D
(

B(λA)
)

=
{

x : x ∈ D(λA) ∧ (λA)x ∈ D(B)
}

=

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ λA(x) ∈ D(B)
}

=
{

x : x ∈ D(A) ∧ Ax ∈ D(B)
}

= D(BA) = D
(

λ(BA)
)

.

Пусть x ∈ D
(

B(λA)
)

. Тогда:
(

B(λA)
)

x = B
(

(λA)x
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) =
λ(BA)(x) =

(

λ(BA)
)

x.

3.2. Матрица линейного оператора

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2;
A : L1 =⇒ L2, A — линейный (полулинейный) оператор, e — базис пространства L1,
f — базис пространства L2. Обозначим: [A]ji (f, e) = [Aei]

j(f) при: i = 1, N1, j = 1, N2. Оче-
видно: [A](f, e) ∈ KN2×N1 , Aei = [A]ji (f, e)fj при i = 1, N1. Будем говорить, что [A](f, e) —
матрица линейного (полулинейного) оператора A в базисах f , e.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A : L =⇒ L, A — линейный (полулинейный) оператор, e — базис про-
странства L. Обозначим: [A]ji (e) = [Aei]

j(e) при i, j = 1, N . Очевидно: [A](e) ∈ KN×N ,
Aei = [A]ji (e)ei при i = 1, N . Будем говорить, что [A](e) — матрица линейного (полулиней-
ного) оператора A в базисе e.

Замечание (примеры). Пусть K ∈ {C,R,Q}.
1. Пусть: L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N, dim(L1) = N1; L2 —

линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис пространства L1,
f — базис пространства L2. Докажем, что [Θ](f, e) = Θ̃ (здесь Θ̃ — нулевая матрица из
множества KN2×N1). Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда: [Θ]ji (f, e) = [Θei]

j(f) = [θ2]
j(f) = 0.

2. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e, f — базисы
пространства L. Докажем, что [I](f, e) = α(f, e). Пусть i, j = 1, N . Тогда: [I]ji (f, e) =
[Iei]

j(f) = [ei]
j(f) = α

j
i (f, e).

3. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис
пространства L. Тогда: [I](e) = [I](e, e) = α(e, e) = Ĩ (здесь Ĩ — единичная матрица из
множества KN×N).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —

базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор. Тогда: Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj при

x ∈ L1.

2. Пусть: Q ∈ KN2×N1, Ax = Q
j
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A : L1 =⇒ L2, A —

линейный оператор, [A](f, e) = Q.

3. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Тогда: Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj

при x ∈ L1.



3.2. Матрица линейного оператора 7

4. Пусть: Q ∈ KN2×N1, Ax = Q
j
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A : L1 =⇒ L2, A —

полулинейный оператор, [A](f, e) = Q.

Доказательство.

1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = A
(

[x]i(e)ei
)

= [x]i(e)A(ei) = [x]i(e)
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj.

2. Докажем, что: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор. Очевидно, A : L1 =⇒ L2.
Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

A(x+ y) = Q
j
i [x+ y]i(e)fj = Q

j
i

(

[x]i(e) + [y]i(e)
)

fj = Q
j
i [x]

i(e)fj +Q
j
i [y]

i(e)fj = Ax+ Ay.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

A(λx) = Q
j
i [λx]

i(e)fj = Q
j
i

(

λ[x]i(e)
)

fj = λ
(

Q
j
i [x]

i(e)fj
)

= λA(x).

Докажем, что [A](f, e) = Q. Пусть i = 1, N1. Очевидно, Aei = [A]ji (f, e)fj. С другой
стороны:

Aei = Q
j
k[ei]

k(e)fj = Q
j
kδ

k
i fj = Q

j
ifj.

Тогда: [A]ji (f, e) = Q
j
i при j = 1, N2. Следовательно, [A](f, e) = Q.

3. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = A
(

[x]i(e)ei
)

= [x]i(e)A(ei) = [x]i(e)
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj.

4. Докажем, что: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Очевидно, A : L1 =⇒
L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда:

A(x+ y) = Q
j
i [x+ y]i(e)fj = Q

j
i

(

[x]i(e) + [y]i(e)
)

fj = Q
j
i [x]

i(e)fj +Q
j
i [y]

i(e)fj = Ax+ Ay.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда:

A(λx) = Q
j
i [λx]

i(e)fj = Q
j
i

(

λ[x]i(e)
)

fj = λ
(

Q
j
i [x]

i(e)fj
)

= λA(x).

Докажем, что [A](f, e) = Q. Пусть i = 1, N1. Очевидно, Aei = [A]ji (f, e)fj. С другой
стороны:

Aei = Q
j
k[ei]

k(e)fj = Q
j
kδ

k
i fj = Q

j
kδ

k
i fj = Q

j
ifj.

Тогда: [A]ji (f, e) = Q
j
i при j = 1, N2. Следовательно, [A](f, e) = Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e — базис
пространства L1, f — базис пространства L2.

Пусть: Q ∈ KN2×N1 , x ∈ L1. Тогда:

Q
j
i [x]

i(e)fj =
(

Q
j
i [x]

i(e)
)

fj =
(

Q[x](e)
)j
fj =

(

Qhe(x)
)j
fj =

(

Q̂(hex)
)j
fj = h−1

f

(

Q̂(hex)
)

=

= (h−1
f Q̂he)x.

Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), Q = [A](f, e). Тогда: Ax = Q
j
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Следователь-

но: Ax = (h−1
f Q̂he)x при x ∈ L1. Тогда A = h−1

f Q̂he.

Пусть: Q ∈ KN2×N1 , A = h−1
f Q̂he. Тогда: Q ∈ KN2×N1 , Ax = (h−1

f Q̂he)x при x ∈ L1.

Следовательно: Q ∈ KN2×N1 , Ax = Q
j
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) =
Q.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; A ∈
Lin(L1, L2), e — базис пространства L1, f — базис пространства L2, Q = [A](f, e).

1. Докажем, что ker(A) = h−1
e

[

ker(Q̂)
]

. Пусть x ∈ ker(A). Тогда:

x ∈ L1, Ax = θ2;

x ∈ L1, (h
−1
f Q̂he)x = θ2;

x ∈ L1, h
−1
f

(

Q̂(hex)
)

= θ2;

x ∈ L1, Q̂(hex) = θ̃2

(здесь θ̃2 — нулевой элемент пространства KN2). Обозначим, x̃ = hex. Тогда:

x̃ ∈ KN1 , x = h−1
e x̃, Q̂x̃ = θ̃2;

x̃ ∈ KN1 , x = h−1
e x̃, x̃ ∈ ker(Q̂);

x ∈ h−1
e

[

ker(Q̂)
]

.

Пусть x ∈ h−1
e

[

ker(Q̂)
]

. Тогда существует столбец x̃, удовлетворяющий условиям:

x̃ ∈ KN1 , x = h−1
e x̃, x̃ ∈ ker(Q̂). Следовательно:

x ∈ L1, x̃ = hex, Q̂x̃ = θ̃2;

x ∈ L1, Q̂(hex) = θ̃2;

x ∈ L1, h
−1
f

(

Q̂(hex)
)

= θ2;

x ∈ L1, (h
−1
f Q̂he)x = θ2;

x ∈ L1, Ax = θ2;

x ∈ ker(A).

Пусть N1 = N2. Докажем, что ker(A) = {θ1} ⇐⇒ det(Q) 6= 0. Пусть ker(A) = {θ1}.
Тогда: ker(Q̂) = he

[

ker(A)
]

= {θ̃1}. Следовательно, det(Q) 6= 0.

Пусть det(Q) 6= 0. Тогда ker(Q̂) = {θ̃1}. Следовательно: ker(A) = h−1
e

[

ker(Q̂)
]

= {θ1}.
2. Очевидно:

R(A) = A[L1] = (h−1
f Q̂he)[L1] = h−1

f

[

Q̂
[

he[L1]
]

]

= h−1
f

[

Q̂
[

KN1

]

]

= h−1
f

[

L(Q1, . . . , QN1
)
]

=

= L(h−1
f Q1, . . . , h

−1
f QN1

).

Так как KN2

h−1

f

≈ L2, то:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

= dim
(

h−1
f

[

L(Q1, . . . , QN1
)
]

)

= dim
(

L(Q1, . . . , QN1
)
)

= rank(Q).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ N. Обозначим:

e1 =











1
0
...
0











, . . . , eN =











0
...
0
1











.
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Тогда e — базис пространства KN . Будем говорить, что e — простейший базис пространства
KN .

Пусть x ∈ KN . Тогда: [x]j(e) = xj при j = 1, N . Следовательно, [x](e) = x. Тогда
hex = x. Следовательно, he = I (здесь I — единичная функция на множестве KN).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e —

базис пространства L1, f — базис пространства L2.

1. Пусть: A, B ∈ Lin(L1, L2), [A](f, e) = [B](f, e). Тогда A = B.

2. Пусть Q ∈ KN2×N1. Существует оператор A, удовлетворяющий условиям: A ∈
Lin(L1, L2), [A](f, e) = Q.

3. Пусть A, B ∈ Lin(L1, L2). Тогда [A+B](f, e) = [A](f, e) + [B](f, e).
4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ Lin(L1, L2). Тогда [λA](f, e) = λ[A](f, e).

Доказательство.

1. Пусть x ∈ L1. Тогда:

Ax = [A]ji (f, e)[x]
i(e)fj = [B]ji (f, e)[x]

i(e)fj = Bx.

2. Обозначим: Ax = Q
j
i [x]

i(e)fj при x ∈ L1. Тогда: A ∈ Lin(L1, L2), [A](e, f) = Q.
3. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (A+ B)ei = [A+B]ji (f, e)fj. С другой стороны:

(A+ B)ei = Aei + Bei = [A]ji (f, e)fj + [B]ji (f, e)fj =
(

[A]ji (f, e) + [B]ji (f, e)
)

fj.

Тогда: [A+ B]ji (f, e) = [A]ji (f, e) + [B]ji (f, e) при j = 1, N2. Следовательно: [A+ B]ji (f, e) =
(

[A](f, e) + [B](f, e)
)j

i
при j = 1, N2. Тогда [A+ B](f, e) = [A](f, e) + [B](f, e).

4. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (λA)ei = [λA]ji (f, e)fj. С другой стороны:

(λA)ei = λA(ei) = λ
(

[A]ji (f, e)fj
)

=
(

λ[A]ji (f, e)
)

fj.

Тогда: [λA]ji (f, e) = λ[A]ji (f, e) при j = 1, N2. Следовательно: [λA]ji (f, e) =
(

λ[A](f, e)
)j

i
при

j = 1, N2. Тогда [λA](f, e) = λ[A](f, e).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2.

Пусть: e0 — базис пространства L1, f0 — базис пространства L2. Обозначим: ϕ(A) =
[A](f0, e0) при A ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, ϕ — изоморфизм пространства Lin(L1, L2) на
пространство KN2×N1 . Тогда: dim

(

Lin(L1, L2)
)

= dim(KN2×N1) = N1N2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2;

L3 — линейное пространство над полем K, N3 ∈ N, dim(L3) = N3; A ∈ Lin(L1, L2),
B ∈ Lin(L2, L3), e — базис пространства L1, f — базис пространства L2, g — базис

пространства L3. Тогда [BA](g, e) = [B](g, f)[A](f, e).

Доказательство. Пусть i = 1, N1. Очевидно, (BA)ei = [BA]ki (g, e)gk. С другой стороны:

(BA)ei = B(Aei) = B
(

[A]ji (f, e)fj
)

= [A]ji (f, e)B(fj) = [A]ji (f, e)
(

[B]kj (g, f)gk
)

=

=
(

[B]kj (g, f)[A]
j
i (f, e)

)

gk.

Тогда: [BA]ki (g, e) = [B]kj (g, f)[A]
j
i (f, e) при k = 1, N3. Следовательно: [BA]ki (g, e) =

(

[B](g, f)[A](f, e)
)k

i
при k = 1, N3. Тогда [BA](g, e) = [B](g, f)[A](f, e).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈
N, dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; e,

e′ — базисы пространства L1, f , f ′ — базисы пространства L2.

1. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор. Тогда: [A]j
′

i′ (f
′, e′) =

α
j′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) при: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2; [A](f

′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′).

2. Пусть: A : L1 =⇒ L2, A — полулинейный оператор. Тогда: [A]j
′

i′ (f
′, e′) =

α
j′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′) при: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2; [A](f

′, e′) = α(f ′, f)[A](f, e)α(e, e′).

Доказательство.

1. Пусть: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2. Тогда:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = [Ae′i′ ]

j′(f ′) =
[

A
(

αi
i′(e, e

′)ei
)

]j′

(f ′) = αi
i′(e, e

′)[Aei]
j′(f ′) =

= αi
i′(e, e

′)
(

α
j′

j (f
′, f)[Aei]

j(f)
)

= α
j′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′).

2. Пусть: i′ = 1, N1, j
′ = 1, N2. Тогда:

[A]j
′

i′ (f
′, e′) = [Ae′i′ ]

j′(f ′) =
[

A
(

αi
i′(e, e

′)ei
)

]j′

(f ′) = αi
i′(e, e

′)[Aei]
j′(f ′) =

= αi
i′(e, e

′)
(

α
j′

j (f
′, f)[Aei]

j(f)
)

= α
j′

j (f
′, f)[A]ji (f, e)α

i
i′(e, e

′).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1 — линейное пространство над полем K, N1 ∈ N,
dim(L1) = N1; L2 — линейное пространство над полем K, N2 ∈ N, dim(L2) = N2; A ∈
Lin(L1, L2).

Пусть: e — базис пространства L1, i = 1, N1. Очевидно,
{

[A]i(f, e)
}

f
∈ (TL2)

1
0.

Пусть: f — базис пространства L2, j = 1, N2. Очевидно,
{

[A]j(f, e)
}

e
∈ (TL1)

0
1.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ Lin(L,L).

Очевидно,
{

[A](e)
}

e
∈ (TL)11. Тогда: tr

(

[A](e′)
)

= tr
(

[A](e)
)

, det
(

[A](e′)
)

= det
(

[A](e)
)

при: e, e′ — базисы пространства L.
Пусть e — базис пространства L. Обозначим: tr(A) = tr

(

[A](e)
)

, det(A) = det
(

[A](e)
)

.

Список литературы

[1] Кадомцев С. Б. Аналитическая геометрия и линейная алгебра.

[2] Ильин В. А., Позняк Э. Г. Линейная алгебра.

[3] Винберг Э. Б. Курс алгебры.

[4] Ефимов Н. В., Розендорн Э. Р. Линейная алгебра и многомерная геометрия.

[5] Бутузов В. Ф., Крутицкая Н. Ч., Шишкин А. А. Линейная алгебра в вопросах и за-
дачах.

[6] Ким Г. Д., Крицков Л. В. Алгебра и аналитическая геометрия: Теоремы и задачи.
Том II, часть 1, 2.


