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Лекция 2. Тензорная алгебра

2.1. Матрица перехода от одного базиса к другому

Замечание (повторение). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем
K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис пространства L.

Пусть x ∈ L. Будем говорить, что x̃ — столбец координат вектора x в базисе e, если:
x̃ ∈ KN , x = x̃kek.

Пусть x ∈ L. Очевидно, существует единственный столбец x̃, удовлетворяющий усло-
вию: x̃ — столбец координат вектора x в базисе e.

Пусть x ∈ L. Обозначим через [x](e) столбец координат вектора x в базисе e.

Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ L. Тогда: L
he

≈ KN , KN
h−1
e

≈ L, h−1
e (x̃) = x̃kek при

x̃ ∈ KN .

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, e′ ∈ LN . Обозначим: αi

i′(e, e
′) = [e′i′ ]

i(e) при i,
i′ = 1, N . Очевидно: α(e, e′) ∈ KN×N , e′i′ = αi

i′(e, e
′)ei при i′ = 1, N . Будем говорить, что

α(e, e′) — матрица перехода от базиса e к набору векторов e′.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; e — базис пространства L, A ∈ KN×N , e′i′ = Ai

i′ei при i′ = 1, N . Очевидно:
e′ ∈ LN , α(e, e′) = A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N .

1. Пусть e — базис пространства L. Тогда α(e, e) = I.

2. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, e′′ ∈ LN . Тогда α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).
3. Пусть e, e′ — базисы пространства L. Тогда: α(e, e′)α(e′, e) = I; det

(

α(e, e′)
)

6= 0,
α(e, e′)−1 = α(e′, e).

4. Пусть: e — базис пространства L, A ∈ KN×N , det(A) 6= 0, e′i′ = Ai
i′ei при i′ = 1, N .

Тогда: e′ — базис пространства L, α(e, e′) = A.

5. Пусть: x ∈ L, e, e′ — базисы пространства L. Тогда: [x]j
′

(e′) = α
j′

j (e
′, e)[x]j(e) при

j′ = 1, N ; [x](e′) = α(e′, e)[x](e).

Доказательство.

1. Пусть i, j = 1, N . Тогда: αj
i (e, e) = [ei]

j(e) = δ
j
i . Следовательно, α(e, e) = I.

2. Пусть i′′ = 1, N . Очевидно:

e′′i′′ = αi′

i′′(e
′, e′′)e′i′ = αi′

i′′(e
′, e′′)

(

αi
i′(e, e

′)ei
)

=
(

αi
i′(e, e

′)αi′

i′′(e
′, e′′)

)

ei.

С другой стороны, e′′i′′ = αi
i′′(e, e

′′)ei. Тогда: αi
i′(e, e

′)αi′

i′′(e
′, e′′) = αi

i′′(e, e
′′) при i = 1, N .

Следовательно:
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
= αi

i′′(e, e
′′) при i = 1, N . Тогда α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).
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3. Очевидно: α(e, e′)α(e′, e) = α(e, e) = I. Тогда: det
(

α(e, e′)
)

6= 0, α(e, e′)−1 = α(e′, e).
4. Очевидно: e′ ∈ LN , α(e, e′) = A. Так как det(A) 6= 0, то A1, . . . , AN — линейно неза-

висимые столбцы. Так как: KN
h−1
e

≈ L, e′i′ = Ai
i′ei = h−1

e (Ai′) при i′ = 1, N , то e′1, . . . , e
′

N —
линейно независимые векторы. Так как dim(L) = N , то e′1, . . . , e

′

N — базис пространства
L.

5. Очевидно, x = [x]j
′

(e′)e′j′ . С другой стороны:

x = [x]j(e)ej = [x]j(e)
(

α
j′

j (e
′, e)e′j′

)

=
(

α
j′

j (e
′, e)[x]j(e)

)

e′j′ .

Тогда: [x]j
′

(e′) = α
j′

j (e
′, e)[x]j(e) при j′ = 1, N . Следовательно: [x]j

′

(e′) =
(

α(e′, e)[x](e)
)j′

при j′ = 1, N . Тогда [x](e′) = α(e′, e)[x](e).

2.2. Числовые наборы

Замечание («прямоугольные» числовые наборы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; r ∈ N,
N1, . . . , Nr ∈ N.

1. Обозначим через KN1×···×Nr множество всех функций A, удовлетворяющих условию:
A : {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nr} =⇒ K.

2. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Будем говорить, что A — «прямоугольный» числовой набор
степени r. Иными словами, «прямоугольный» числовой набор степени r — это

числовая функция r дискретных переменных.

3. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать Ai1,...,ir вместо A(i1, . . . , ir).
4. Пусть A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать Ai1,...,ir вместо A(i1, . . . , ir).

5. Пусть: p, q ∈ N, r = q + p, A ∈ KN1×···×Nr . Далее часто будем писать A
j1,...,jq
i1,...,ip

вместо
A(j1, . . . , jq, i1, . . . , ip).

6. Пусть A, B ∈ KN1×···×Nr . Тогда: (A+B)i1,...,ir = Ai1,...,ir+Bi1,...,ir при: i1 = 1, N1, . . . , ir =
1, Nr.

7. Пусть: λ ∈ K, A ∈ KN1×···×Nr . Тогда: (λA)i1,...,ir = λAi1,...,ir при: i1 = 1, N1, . . . , ir =
1, Nr.

8. Очевидно, KN1×···×Nr — линейное пространство над полем K. Обозначим через N∗

количество элементов множества {1, . . . , N1} × · · · × {1, . . . , Nr}. Тогда: dim
(

KN1×···×Nr
)

=
N∗ = N1 · · ·Nr.

Замечание («квадратные» числовые наборы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N.
1. Пусть r = 0. Обозначим, K(N,r) = K. Пусть r ∈ N. Обозначим, N1, . . . , Nr = N .

Обозначим, K(N,r) = KN1×···×Nr .
2. Пусть: r ∈ Z+, A ∈ K(N,r). Будем говорить, что A — «квадратный» числовой набор

степени r.
3. Пусть r ∈ Z+. Очевидно: K(N,r) — линейное пространство над полем K, dim

(

K(N,r)
)

=
N r.

2.3. Геометрические объекты

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; r ∈ Z+.

1. Будем говорить, что A — геометрический объект степени r в пространстве L, если
A — это отображение, которое каждому базису e пространства L ставит в соответствие
числовой набор A(e) ∈ K(N,r).
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2. Обозначим через (GL)r множество всех геометрических объектов степени r в про-
странстве L.

3. Пусть: r ∈ N, A ∈ (GL)r. Далее часто будем писать Ai1,...,ir(e) вместо
(

A(e)
)

i1,...,ir
.

4. Пусть: r ∈ N, A ∈ (GL)r. Далее часто будем писать Ai1,...,ir(e) вместо
(

A(e)
)i1,...,ir .

5. Пусть: p, q ∈ N, r = q + p, A ∈ (GL)r. Далее часто будем писать A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) вместо
(

A(e)
)j1,...,jq

i1,...,ip
.

6. Пусть A, B ∈ (GL)r. Тогда: (A+B)(e) = A(e) +B(e) при: e — базис пространства L;
(A+ B)i1,...,ir(e) = Ai1,...,ir(e) + Bi1,...,ir(e) при: e — базис пространства L, i1, . . . , ir = 1, N .

7. Пусть λ ∈ K, A ∈ (GL)r. Тогда: (λA)(e) = λA(e) при: e — базис пространства L;
(λA)i1,...,ir(e) = λAi1,...,ir(e) при: e — базис пространства L, i1, . . . , ir = 1, N .

8. Очевидно, (GL)r — линейное пространство над полем K.

2.4. Тензоры

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+.

1. Будем говорить, что A — тензор порядка
(

q

p

)

в пространстве L, если A — это геомет-
рический объект степени q + p в пространстве L, удовлетворяющий условию:

A
j′1,...,j

′

q

i′1,...,i
′

p
(e′) = A

j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′)

при: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′

p, j
′

1, . . . , j
′

q = 1, N .

2. Обозначим через (TL)qp множество всех тензоров порядка
(

q

p

)

в пространстве L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; p, q ∈ Z+. Тогда (TL)qp — подпространство пространства (GL)q+p.

Доказательство.

1. Очевидно, (TL)qp ⊆ (GL)q+p.
2. Пусть Θ — нулевой элемент пространства (GL)q+p. Докажем, что Θ ∈ (TL)qp. Пусть:

e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′

p, j
′

1, . . . , j
′

q = 1, N . Тогда:

Θ
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) = 0 = Θ

j′1,...,j
′

q

i′1,...,i
′

p
(e′).

3. Пусть A, B ∈ (TL)qp. Докажем, что A+B ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы пространства

L, i′1, . . . , i
′

p, j
′

1, . . . , j
′

q = 1, N . Тогда:

(A+ B)
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =

=
(

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) + B
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′

q

i′1,...,i
′

p
(e′) + B

j′1,...,j
′

q

i′1,...,i
′

p
(e′) = (A+ B)

j′1,...,j
′

q

i′1,...,i
′

p
(e′).

4. Пусть: λ ∈ K, A ∈ (TL)qp. Докажем, что λA ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы простран-

ства L, i′1, . . . , i
′

p, j
′

1, . . . , j
′

q = 1, N . Тогда:

(λA)
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =
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=
(

λA
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =

= λA
j′1,...,j

′

q

i′1,...,i
′

p
(e′) = (λA)

j′1,...,j
′

q

i′1,...,i
′

p
(e′).

Замечание (примеры). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K,
N ∈ N, dim(L) = N .

1. Пусть x ∈ L. Очевидно, [x] ∈ (TL)10.
2. Пусть: δji (e) = δ

j
i при: e — базис пространства L, i, j = 1, N . Докажем, что δ ∈ (TL)11.

Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′, j′ = 1, N . Тогда:

δ
j
i (e)α

j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = δ

j
iα

j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = α

j′

i (e
′, e)αi

i′(e, e
′) = δ

j′

i′ = δ
j′

i′ (e
′).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N ; p, q ∈ Z+, e0 — базис пространства L.

1. Пусть: A, B ∈ (TL)qp, A(e0) = B(e0). Тогда A = B.

2. Пусть A0 ∈ K(N,q+p). Обозначим:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) = (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
α
j1

j01
(e, e0) · · ·α

jq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда: A ∈ (TL)qp, A(e0) = A0.

Доказательство.

1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e) = A
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
(e0)α

j1

j01
(e, e0) · · ·α

jq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e) =

= B
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
(e0)α

j1

j01
(e, e0) · · ·α

jq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e) = B

j1,...,jq
i1,...,ip

(e).

2. Докажем, что A ∈ (TL)qp. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′

p, j
′

1, . . . , j
′

q =

1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =

=
(

(A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
α
j1

j01
(e, e0) · · ·α

jq

j0q
(e, e0)α

i01
i1
(e0, e) · · ·α

i0p
ip
(e0, e)

)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =

= (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
α
j′1
j01
(e′, e0) · · ·α

j′q

j0q
(e′, e0)α

i01
i′1
(e0, e

′) · · ·α
i0p
i′p
(e0, e

′) = A
j′1,...,j

′

q

i′1,··· ,i
′

p
(e′).

Докажем, что A(e0) = A0. Пусть i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

A
j1,...,jq
i1,...,ip

(e0) = (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
α
j1

j01
(e0, e0) · · ·α

jq

j0q
(e0, e0)α

i01
i1
(e0, e0) · · ·α

i0p
ip
(e0, e0) =

= (A0)
j01 ,...,j

0
q

i01,...,i
0
p
δ
j1

j01
· · · δ

jq

j0q
δ
i01
i1
· · · δ

i0p
ip
= (A0)

j1,...,jq
i1,...,ip

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; p, q ∈ Z+.

Пусть e0 — базис пространства L. Обозначим: ϕ(A) = A(e0) при A ∈ (TL)qp. Очевид-

но, ϕ — изоморфизм пространства (TL)qp на пространство K(N,q+p). Тогда: dim
(

(TL)qp
)

=

dim
(

K(N,q+p)
)

= N q+p.
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1 , p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2 . Обозначим:

(A⊗ B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Будем говорить, что
A⊗ B — прямое произведение тензоров A, B.

2. Пусть: p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Обозначим:

(

〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = A

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Будем говорить, что 〈A〉mk —
свёртка тензора A.

3. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Обозначим:

(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = A

jσ2(1),...,jσ2(q)

iσ1(1),...,iσ1(p)
(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Будем говорить, что [A]σ2
σ1

—
результат транспонирования тензора A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,

dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда A⊗B ∈ (TL)q1+q2
p1+p2

.

2. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A1, A2 ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда (A1 +A2)⊗B =
A1 ⊗ B + A2 ⊗B.

3. Пусть: λ ∈ K, p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда (λA) ⊗ B =
λ(A⊗B).

4. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B1, B2 ∈ (TL)p2q2 . Тогда A⊗ (B1 + B2) =
A⊗ B1 + A⊗B2.

5. Пусть: λ ∈ K, p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)p2q2 . Тогда A ⊗ (λB) =
λ(A⊗B).

6. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2, p3, q3 ∈ Z+, C ∈ (TL)q3p3.
Тогда (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C).

7. Пусть: p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈A〉mk ∈ (TL)q−1
p−1.

8. Пусть: p, q ∈ N, A, B ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈A+ B〉mk = 〈A〉mk + 〈B〉mk .

9. Пусть: λ ∈ K, p, q ∈ N, A ∈ (TL)qp, k = 1, p, m = 1, q. Тогда 〈λA〉mk = λ〈A〉mk .

10. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [A]σ2
σ1

∈ (TL)qp.
11. Пусть: p, q ∈ Z+, A, B ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [A+B]σ2

σ1
= [A]σ2

σ1
+ [B]σ2

σ1
.

12. Пусть: λ ∈ K, p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1 ∈ Sp, σ2 ∈ Sq. Тогда [λA]σ2
σ1

= λ[A]σ2
σ1

.

Доказательство.

1. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′

p1+p2
, j′1, . . . , j

′

q1+q2
= 1, N . Тогда:

(A⊗ B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e)α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q1+q2
jq1+q2

(e′, e)αi1
i′1
(e, e′) · · ·α

ip1+p2

i′p1+p2

(e, e′) =

=
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q1+q2
jq1+q2

(e′, e)αi1
i′1
(e, e′) · · ·α

ip1+p2

i′p1+p2

(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′

q1

i′1,...,i
′

p1

(e′)B
j′q1+1,...,j

′

q1+q2

i′p1+1,...,i
′

p1+p2

(e′) = (A⊗B)
j′1,...,j

′

q1+q2

i′1,...,i
′

p1+p2

(e′).
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2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

(A1 + A2)⊗ B
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) =
(

(A1)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e) + (A2)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
)

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A1)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + (A2)
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A1 ⊗B + A2 ⊗B)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e).

3. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

(λA)⊗B
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) =
(

λA
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
)

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= λ
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=
(

λ(A⊗ B)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).

4. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

A⊗ (B1 + B2)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

(B1)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + (B2)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=

= A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)(B1)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) + A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)(B2)
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e) =

= (A⊗ B1 + A⊗B2)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e).

5. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(

A⊗ (λB)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e) = A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

λB
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=

= λ
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

=
(

λ(A⊗ B)
)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).

6. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2+p3 , j1, . . . , jq1+q2+q3 = 1, N . Тогда:

(

(A⊗ B)⊗ C
)j1,...,jq1+q2+q3

i1,...,ip1+p2+p3

(e) =
(

A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)
)

C
jq1+q2+1,...,jq1+q2+q3
ip1+p2+1,...,ip1+p2+p3

(e) =

= A
j1,...,jq1
i1,...,ip1

(e)
(

B
jq1+1,...,jq1+q2
ip1+1,...,ip1+p2

(e)C
jq1+q2+1,...,jq1+q2+q3
ip1+p2+1,...,ip1+p2+p3

(e)
)

=
(

A⊗ (B ⊗ C)
)j1,...,jq1+q2+q3

i1,...,ip1+p2+p3

(e).

7. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′

p−1, j
′

1, . . . , j
′

q−1 = 1, N . Тогда:

(

〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip−1

i′p−1
(e, e′) =

=
(

A
j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)

)

α
j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)δijα

j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j1,...,jm−1,j,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e)αi

i′(e, e
′)αi′

j (e
′, e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q−1

jq−1
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip−1

i′p−1
(e, e′) =

= A
j′1,...,j

′

m−1,i
′,j′m,...,j′q−1

i′1,...,i
′

k−1,i
′,i′

k
,...,i′p−1

(e′) =
(

〈A〉mk
)j′1,...,j

′

q−1

i′1,...,i
′

p−1
(e′).

8. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Тогда:

(

〈A+ B〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = A

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) + B

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) =

=
(

〈A〉mk + 〈B〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e).
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9. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip−1, j1, . . . , jq−1 = 1, N . Тогда:

(

〈λA〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e) = λA

j1,...,jm−1,i,jm,...,jq−1

i1,...,ik−1,i,ik,...,ip−1
(e) =

(

λ〈A〉mk
)j1,...,jq−1

i1,...,ip−1
(e).

10. Пусть: e, e′ — базисы пространства L, i′1, . . . , i
′

p, j
′

1, . . . , j
′

q = 1, N . Тогда:

(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =

= A
jσ2(1),...,jσ2(q)

iσ1(1),...,iσ1(p)
(e)α

j′1
j1
(e′, e) · · ·α

j′q
jq
(e′, e)αi1

i′1
(e, e′) · · ·α

ip
i′p
(e, e′) =

= A
j′
σ2(1)

,...,j′
σ2(q)

i′
σ1(1)

,...,i′
σ1(p)

(e′) =
(

[A]σ2
σ1

)j′1,...,j
′

q

i′1,...,i
′

p

(e′).

11. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[A+ B]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = A

jσ2(1),...,jσ2(q)

iσ1(1),...,iσ1(p)
(e) + B

jσ2(1),...,jσ2(q)

iσ1(1),...,iσ1(p)
(e) =

(

[A]σ2
σ1

+ [B]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).

12. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:

(

[λA]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e) = λA

jσ2(1),...,jσ2(q)

iσ(1),...,iσ(p)
(e) = λ

(

[A]σ2
σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K, N ∈ N,
dim(L) = N ; A ∈ (TL)11.

Пусть e — базис пространства L. Тогда: tr
(

A(e)
)

= Ai
i(e) = 〈A〉11(e).

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Так как 〈A〉11 ∈ (TL)00, то: tr
(

A(e′)
)

= 〈A〉11(e
′) =

〈A〉11(e) = tr
(

A(e)
)

.
Пусть e — базис пространства L. Обозначим, tr(A) = tr

(

A(e)
)

.

Пусть e, e′ — базисы пространства L. Так как: Aj′

i′ (e
′) = A

j
i (e)α

j′

j (e
′, e)αi

i′(e, e
′) при i′,

j′ = 1, N , то A(e′) = α(e′, e)A(e)α(e, e′). Тогда:

det
(

A(e′)
)

= det
(

α(e′, e)A(e)α(e, e′)
)

= det
(

α(e′, e)
)

det
(

A(e)
)

det
(

α(e, e′)
)

=

= det
(

A(e)
)

det
(

α(e, e′)α(e′, e)
)

= det
(

A(e)
)

det(I) = det
(

A(e)
)

.

Пусть e — базис пространства L. Обозначим, det(A) = det
(

A(e)
)

.

Замечание (факультативный материал). Пусть p1, p2 ∈ Z+. Обозначим: σ(k) = p2 + k

при k = 1, p1; σ(k) = −p1 + k при k = p1 + 1, p1 + p2. Очевидно, σ ∈ Sp1+p2 .

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное

пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N .

1. Пусть: p1, q1 ∈ Z+, A ∈ (TL)q1p1, p2, q2 ∈ Z+, B ∈ (TL)q2p2. Обозначим: σ1(k) = p2 + k

при k = 1, p1; σ1(k) = −p1 + k при k = p1 + 1, p1 + p2; σ2(k) = q2 + k при k = 1, q1;
σ2(k) = −q1 + k при k = q1 + 1, q1 + q2. Тогда B ⊗ A = [A⊗B]σ2

σ1
.

2. Пусть: p, q ∈ Z+, A ∈ (TL)qp, σ1, σ3 ∈ Sp, σ2, σ4 ∈ Sq. Тогда
[

[A]σ2
σ1

]σ4

σ3
= [A]σ4σ2

σ3σ1
.

Доказательство.

1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip1+p2 , j1, . . . , jq1+q2 = 1, N . Тогда:

(B ⊗ A)
j1,...,jq1+q2
i1,...,ip1+p2

(e) = B
j1,...,jq2
i1,...,ip2

(e)A
jq2+1,...,jq2+q1
ip2+1,...,ip2+p1

(e) = A
jq2+1,...,jq2+q1
ip2+1,...,ip2+p1

(e)B
j1,...,jq2
i1,...,ip2

(e) =

= A
jσ2(1),...,jσ2(q1)

iσ1(1),...,iσ1(p1)
(e)B

jσ2(q1+1),...,jσ2(q1+q2)

iσ1(p1+1),...,iσ1(p1+p2)
(e) =

(

[A⊗B]σ2
σ1

)j1,...,jq1+q2

i1,...,ip1+p2

(e).
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2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, N . Тогда:
(

[

[A]σ2
σ1

]σ4

σ3

)j1,...,jq

i1,...,ip

(e) =
(

[A]σ2
σ1

)jσ4(1),...,jσ4(q)

iσ3(1),...,iσ3(p)
(e) = A

jσ4(σ2(1)),...,jσ4(σ2(q))

iσ3(σ1(1)),...,iσ3(σ1(p))
(e) =

= A
j(σ4σ2)(1),...,j(σ4σ2)(q)

i(σ3σ1)(1),...,i(σ3σ1)(p)
(e) =

(

[A]σ4σ2
σ3σ1

)j1,...,jq

i1,...,ip
(e).

Определение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; r ∈ Z, r > 3, pk, qk ∈ Z+, Ak ∈ (TL)qkpk при

k = 1, r. Обозначим: p̃k =
k
∑

m=1

pm, q̃k =
k
∑

m=1

qm при k = 1, r. Обозначим:

(A1 ⊗ · · · ⊗ Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e) = (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e)(A2)
jq̃1+1,...,jq̃2
ip̃1+1,...,ip̃2

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e)

при: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Будем говорить, что
A1 ⊗ · · · ⊗ Ar — прямое произведение тензоров A1, . . . , Ar.

Утверждение (факультативный материал). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное

пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; r ∈ Z, r > 3, pk, qk ∈ Z+, Ak ∈ (TL)qkpk
при k = 1, r. Тогда: A1⊗· · ·⊗Ar = (A1⊗· · ·⊗Ar−1)⊗Ar, A1⊗· · ·⊗Ar = A1⊗(A2⊗· · ·⊗Ar).

Доказательство. Обозначим: p̃k =
k
∑

m=1

pm, q̃k =
k
∑

m=1

qm при k = 1, r.

1. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Тогда:
(

(A1 ⊗ · · · ⊗ Ar−1)⊗ Ar

)j1,...,jq̃r

i1,...,ip̃r
(e) =

=
(

(A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar−1)
jq̃r−2+1,...,jq̃r−1

ip̃r−2+1,...,ip̃r−1
(e)

)

(Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) =

= (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) = (A1 ⊗ · · · ⊗ Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e).

2. Пусть: e — базис пространства L, i1, . . . , ip̃r , j1, . . . , jq̃r = 1, N . Тогда:
(

A1 ⊗ (A2 ⊗ · · · ⊗ Ar)
)j1,...,jq̃r

i1,...,ip̃r
(e) = (A1)

j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e)
(

(A2)
jq̃1+1,...,jq̃2
ip̃1+1,...,ip̃2

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e)
)

=

= (A1)
j1,...,jq̃1
i1,...,ip̃1

(e) · · · (Ar)
jq̃r−1+1,...,jq̃r
ip̃r−1+1,...,ip̃r

(e) = (A1 ⊗ · · · ⊗ Ar)
j1,...,jq̃r
i1,...,ip̃r

(e).

2.5. Возможные обобщения

1. Можно рассматривать не наборы чисел из поля K, а наборы объектов более слож-
ной природы. Например, базис e линейного пространства L можно интерпретировать как
тензор порядка

(

0
1

)

.
2. Можно рассматривать геометрические объекты, определённые не для всех базисов

линейного пространства.
3. Можно рассматривать геометрические объекты, у которых разные индексы отно-

сятся к разным пространствам. Например, матрицу линейного оператора A : L1 =⇒ L2

можно интерпретировать как тензор порядка
(

0
1

)

в пространстве L1 и тензор порядка
(

1
0

)

в пространстве L2.
4. Можно рассматривать тензоры, у которых по крайней мере часть индексов преоб-

разуется с помощью матриц
{

αi
i′(e, e

′)
}i=1,N

i′=1,N
,
{

αi′

i (e
′, e)

}i′=1,N

i=1,N
(здесь: z = Re(z) − i Im(z)

при z ∈ C). Например, матрица полуторалинейной формы преобразуется по закону:

Ai′j′(e
′) = Aij(e)αi

i′(e, e
′)αj

j′(e, e
′) при i′, j′ = 1, N .
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