
Линейная алгебра

Бадьин А. В.

Лекция 1. Подпространства линейных пространств

1.1. Операции над множествами векторов

Определение (повторение). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем
K.

Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Обозначим:

Q1 +Q2 = {x1 + x2 : x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2} =
{

u : ∃x1∃x2(x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2 ∧ u = x1 + x2)
}

.

Очевидно, Q1 +Q2 ⊆ L.
Пусть: λ ∈ K, Q ⊆ L. Обозначим:

λQ = {λx : x ∈ Q} =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = λx)
}

.

Очевидно, λQ ⊆ L.
Очевидно, {θ} ⊆ L.
Рассмотрим множество P (L) (здесь P (L) = {Q : Q ⊆ L}, иными словами, P (L) есть

множество всех подмножеств множества L). Обозначим: F1(Q1, Q2) = Q1 + Q2 при Q1,
Q2 ∈ P (L). Будем говорить, что F1 — стандартная операция сложения на множестве P (L).
Обозначим: F2(λ,Q) = λQ при: λ ∈ K, Q ∈ P (L). Будем говорить, что F2 — стандартная
внешняя операция умножения на множестве P (L). Будем говорить, что {θ} — стандартный
нулевой элемент множества P (L).

Утверждение (повторение). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над

полем K.

1. Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Тогда Q1 +Q2 = Q2 +Q1.

2. Пусть Q1, Q2, Q3 ⊆ L. Тогда (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
3. Пусть Q ⊆ L. Тогда Q+ {θ} = Q.

4. Пусть: α, β ∈ K, Q ⊆ L. Тогда (αβ)Q = α(βQ).
5. Пусть Q ⊆ L. Тогда 1Q = Q.

6. Пусть: λ ∈ K, Q1, Q2 ⊆ L. Тогда λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.

7. Справедливо утверждение 0∅ = ∅. Пусть: Q ⊆ L, Q 6= ∅. Тогда 0Q = {θ}.
8. Пусть λ ∈ K. Тогда λ{θ} = {θ}.

Доказательство.

1. Пусть x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2. Следовательно:

x = x1 + x2 = x2 + x1 ∈ Q2 +Q1.
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Пусть x ∈ Q2 + Q1. Тогда существуют векторы x2, x1, удовлетворяющие условиям:
x2 ∈ Q2, x1 ∈ Q1, x = x2 + x1. Следовательно:

x = x2 + x1 = x1 + x2 ∈ Q1 +Q2.

Итак, Q1 +Q2 = Q2 +Q1.
2. Пусть x ∈ (Q1 + Q2) + Q3. Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие

условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, x = (x1 + x2) + x3. Следовательно:

x = (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3) ∈ Q1 + (Q2 +Q3).

Пусть x ∈ Q1 + (Q2 + Q3). Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, x = x1 + (x2 + x3). Следовательно:

x = x1 + (x2 + x3) = (x1 + x2) + x3 ∈ (Q1 +Q2) +Q3.

Итак, (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
3. Пусть x ∈ Q+{θ}. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,

x = x1 + θ. Следовательно:

x = x1 + θ = x1 ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда:

x = x+ θ ∈ Q+ {θ}.

Итак, Q+ {θ} = Q.
4. Пусть x ∈ (αβ)Q. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,

x = (αβ)x1. Следовательно:

x = (αβ)x1 = α(βx1) ∈ α(βQ).

Пусть x ∈ α(βQ). Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,
x = α(βx1). Следовательно:

x = α(βx1) = (αβ)x1 ∈ (αβ)Q.

Итак, (αβ)Q = α(βQ).
5. Пусть x ∈ 1Q. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,

x = 1x1. Следовательно:

x = 1x1 = x1 ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда:

x = 1x ∈ 1Q.

Итак, 1Q = Q.
6. Пусть x ∈ λ(Q1+Q2). Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:

x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = λ(x1 + x2). Следовательно:

x = λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 ∈ λQ1 + λQ2.

Пусть x ∈ λQ1+λQ2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q, x2 ∈ Q2, x = λx1 + λx2. Следовательно:

x = λx1 + λx2 = λ(x1 + x2) ∈ λ(Q1 +Q2).

Итак, λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.
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7. Очевидно, 0∅ = ∅. Пусть: Q ⊆ L, Q 6= ∅. Пусть x ∈ 0Q. Тогда существует вектор
x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q, x = 0x1. Следовательно:

x = 0x1 = θ ∈ {θ}.

Пусть x ∈ {θ}. Тогда x = θ. Так как Q 6= ∅, то существует вектор x1, удовлетворяю-
щий условию x1 ∈ Q. Тогда:

x = θ = 0x1 ∈ 0Q.

Итак, 0Q = {θ}.
8. Пусть x ∈ λ{θ}. Тогда x = λθ. Следовательно:

x = λθ = θ ∈ {θ}.

Пусть x ∈ {θ}. Тогда x = θ. Следовательно:

x = θ = λθ ∈ λ{θ}.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

Q1, . . . , Qr ⊆ L. Тогда:

Q1 + · · ·+Qr = {x1 + · · ·+ xr : x1 ∈ Q1 ∧ · · · ∧ xr ∈ Qr} =

=
{

u : ∃x1 · · · ∃xr(x1 ∈ Q1 ∧ · · · ∧ xr ∈ Qr ∧ u = x1 + · · ·+ xr)
}

.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

1. Пусть Q1, Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1 +Q2 — подпростран-

ство пространства L.

2. Пусть: r1 ∈ N, x1, . . . , xr1 ∈ L, r2 ∈ N, y1, . . . , yr2 ∈ L. Тогда:

L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2) = L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).

3. Пусть Q1, Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1, Q2 ⊆ Q1 +Q2.

4. Пусть: Q1, Q2 — подпространства пространства L, dim(Q1) = +∞ ∨ dim(Q2) =
+∞. Тогда dim(Q1 +Q2) = +∞.

5. Пусть Q1, Q2 — подпространства пространства L. Тогда dim(Q1+Q2) 6 dim(Q1)+
dim(Q2).

6. Пусть: Q1 — подпространство пространства L, Q2 ⊆ Q1, Q2 6= ∅. Тогда Q1+Q2 =
Q1.

Доказательство.

1. Очевидно, Q1 +Q2 ⊆ L. Так как Q1, Q2 6= ∅, то Q1 +Q2 6= ∅.
Пусть x, y ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, y1, y2, удовлетворяющие

условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2, y1 ∈ Q1, y2 ∈ Q2, y = y1 + y2. Следовательно:

x+ y = (x1 + x2) + (y1 + y2) = (x1 + y1) + (x2 + y2) ∈ Q1 +Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2. Следовательно:

λx = λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 ∈ Q1 +Q2.

Итак, Q1 +Q2 — подпространство пространства L.
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2. Пусть u ∈ L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2). Тогда существуют векторы u1, u2, удо-
влетворяющие условиям: u1 ∈ L(x1, . . . , xr1), u2 ∈ L(y1, . . . , yr2), u = u1 + u2. Так как
u1 ∈ L(x1, . . . , xr1), то существуют числа α1, . . . , αr1 ∈ K, удовлетворяющие условию
u1 = α1x1 + · · · + αr1xr1 . Так как u2 ∈ L(y1, . . . , yr2), то существуют числа β1, . . . , βr2 ∈ K,
удовлетворяющие условию u2 = β1y1 + · · ·+ βr2yr2 . Тогда:

u = u1 + u2 = (α1x1 + · · ·+ αr1xr1) + (β1y1 + · · ·+ βr2yr2) =

= α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 ∈ L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).

Пусть u ∈ L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2). Тогда существуют числа α1, . . . , αr1 , β1, . . . , βr2 ∈
K, удовлетворяющие условию u = α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 . Следовательно:

u = α1x1 + · · ·+ αr1xr1 + β1y1 + · · ·+ βr2yr2 =

= (α1x1 + · · ·+ αr1xr1) + (β1y1 + · · ·+ βr2yr2) ∈ L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2).

Итак, L(x1, . . . , xr1) + L(y1, . . . , yr2) = L(x1, . . . , xr1 , y1, . . . , yr2).
3. Пусть x ∈ Q1. Так как θ ∈ Q2, то: x = x+ θ ∈ Q1 +Q2. Итак, Q1 ⊆ Q1 +Q2.

Пусть x ∈ Q2. Так как θ ∈ Q1, то: x = θ + x ∈ Q1 +Q2. Итак, Q2 ⊆ Q1 +Q2.
4. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда: N1, N2 ∈ Z+, N1 = +∞∨N2 = +∞.

Пусть N1 = +∞. Так как Q1 ⊆ Q1+Q2, то: dim(Q1+Q2) > N1 = +∞. Тогда dim(Q1+Q2) =
+∞.

Пусть N2 = +∞. Так как Q2 ⊆ Q1 + Q2, то: dim(Q1 + Q2) > N2 = +∞. Тогда
dim(Q1 +Q2) = +∞.

5. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда N1, N2 ∈ Z+. Пусть N1 = +∞. Тогда:

dim(Q1 +Q2) = +∞ = +∞+N2 = N1 +N2.

Пусть N2 = +∞. Тогда:

dim(Q1 +Q2) = +∞ = N1 + (+∞) = N1 +N2.

Пусть N1 = 0. Тогда Q1 = {θ}. Следовательно:

dim(Q1 +Q2) = dim(Q2) = N1 + dim(Q2) = dim(Q1) + dim(Q2).

Пусть N2 = 0. Тогда Q2 = {θ}. Следовательно:

dim(Q1 +Q2) = dim(Q1) = dim(Q1) +N2 = dim(Q1) + dim(Q2).

Пусть N1, N2 /∈ {0,+∞}. Тогда N1, N2 ∈ N. Следовательно, существуют векторы
e1, . . . , eN1

, f1, . . . , fN2
, удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN1

— базис подпространства
Q1, f1, . . . , fN2

— базис подпространства Q2. Тогда:

dim(Q1 +Q2) = dim
(

L(e1, . . . , eN1
) + L(f1, . . . , fN2

)
)

= dim
(

L(e1, . . . , eN1
, f1, . . . , fN2

)
)

=

= rank
(

{e1, . . . , eN1
, f1, . . . , fN2

}
)

6 N1 +N2.

6. Пусть x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1+x2. Так как: x2 ∈ Q2, Q2 ⊆ Q1, то x2 ∈ Q1. Тогда: x = x1+x2 ∈ Q1.

Пусть x ∈ Q1. Так как Q2 6= ∅, то существует вектор x2, удовлетворяющий условию
x2 ∈ Q2. Так как Q2 ⊆ Q1, то x2 ∈ Q1. Тогда: x =

(

x + (−1)x2

)

+ x2 ∈ Q1 + Q2. Итак,
Q1 +Q2 = Q1
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1.2. Линейно независимые подпространства, прямая сумма подпро-

странств

Определение (линейно независимые подпространства, прямая сумма подпространств).
Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N, Q1, . . . , Qr —
подпространства пространства L.

1. Будем говорить, что Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, если:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr

(

x1 + · · ·+ xr = θ =⇒ x1 = θ ∧ · · · ∧ xr = θ
)

.

2. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Будем говорить, что Q1+
· · ·+Qr — прямая сумма подпространств Q1, . . . , Qr. Обозначим, Q1⊕· · ·⊕Qr = Q1+· · ·+Qr.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q — подпро-
странство пространства L. Очевидно, Q — линейно независимое подпространство.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L. Подпространства Q1, . . . , Qr линейно

независимы тогда и только тогда, когда:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr∀y1 ∈ Q1 · · · ∀yr ∈ Qr
(

x1 + · · ·+ xr = y1 + · · ·+ yr =⇒ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xr = yr
)

.

Доказательство. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Пусть: x1 ∈
Q1, . . . , xr ∈ Qr, y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = y1 + · · · + yr. Тогда: x1 − y1 ∈
Q1, . . . , xr−yr ∈ Qr, (x1−y1)+· · ·+(xr−yr) = θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые
подпространства, то: x1 − y1 = θ, . . . , xr − yr = θ. Тогда: x1 = y1, . . . , xr = yr.

Пусть:

∀x1 ∈ Q1 · · · ∀xr ∈ Qr∀y1 ∈ Q1 · · · ∀yr ∈ Qr
(

x1 + · · ·+ xr = y1 + · · ·+ yr =⇒ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xr = yr
)

.

Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = θ. Так как Q1, . . . , Qr — подпространства
пространства L, то: θ ∈ Q1, . . . , θ ∈ Qr. Обозначим, y1, . . . , yr = θ. Тогда: y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈
Qr, y1+· · ·+yr = θ. Следовательно: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, x1+· · ·+xr =
y1 + · · ·+ yr. Тогда: x1 = y1, . . . , xr = yr. Следовательно, x1, . . . , xr = θ. Итак, Q1, . . . , Qr —
линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,

Q2 — подпространства пространства L. Подпространства Q1, Q2 линейно независимы

тогда и только тогда, когда Q1 ∩Q2 = {θ}.

Доказательство. Пусть Q1, Q2 — линейно независимые подпространства. Так как Q1,
Q2 — подпространства пространства L, то: θ ∈ Q1, θ ∈ Q2. Тогда θ ∈ Q1 ∩ Q2. Пусть
x ∈ Q1 ∩ Q2. Тогда: x ∈ Q1, x ∈ Q2. Следовательно: x ∈ Q1, (−1)x ∈ Q2, x + (−1)x = θ.
Так как Q1, Q2 — линейно независимые подпространства, то x = θ. Итак, Q1 ∩Q2 = {θ}.

Пусть Q1∩Q2 = {θ}. Пусть: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x1+x2 = θ. Тогда: x1 ∈ Q1, x1 = (−1)x2 ∈
Q2; x2 = (−1)x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2. Следовательно: x1 ∈ Q1∩Q2, x2 ∈ Q1∩Q2. Так как Q1∩Q2 =
{θ}, то: x1 = θ, x2 = θ. Итак, Q1, Q2 — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N.
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1. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, σ ∈
Sr. Тогда Qσ(1), . . . , Qσ(r) — линейно независимые подпространства.

2. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L, r0 ∈
N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0. Тогда Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпро-

странства.

3. Пусть: r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0, Qk1 , . . . , Qkr0
— линейно независимые

подпространства пространства L, Qm = {θ} при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда

Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Доказательство.

1. Пусть: x1 ∈ Qσ(1), . . . , xr ∈ Qσ(r), x1+ · · ·+xr = θ. Тогда: xσ−1(1) ∈ Q1, . . . , xσ−1(r) ∈ Qr,
xσ−1(1) + · · ·+ xσ−1(r) = θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то
xσ−1(1), . . . , xσ−1(r) = θ. Тогда x1, . . . , xr = θ. Итак, Qσ(1), . . . , Qσ(r) — линейно независимые
подпространства.

2. Пусть: x1 ∈ Qk1 , . . . , xr0 ∈ Qkr0
, x1+· · ·+xr0 = θ. Пусть: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Так

как Qm — подпространство пространства L, то θ ∈ Qm. Обозначим: yk1 = x1, . . . , ykr0 = xr0 ,

ym = θ при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда: y1 ∈ Q1, . . . , yr ∈ Qr, y1 + · · · + yr = θ.
Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то yk1 , . . . , ykr0 = θ. Тогда
x1, . . . , xr0 = θ. Итак, Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпространства.

3. Пусть: x1 ∈ Q1, . . . , xr ∈ Qr, x1 + · · · + xr = θ. Пусть: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Так
как: xm ∈ Qm, Qm = {θ}, то xm = θ. Тогда: xk1 ∈ Qk1 , . . . , xkr0

∈ Qkr0
, xk1 + · · · + xkr0

= θ.
Так как Qk1 , . . . , Qkr0

— линейно независимые подпространства, то xk1 , . . . , xkr0
= θ. Итак,

Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N, k0 = 1, r,
Qk0 — подпространство пространства L, Qm = {θ} при: m = 1, r, m 6= k0. Так как Qk0 —
линейно независимое подпространство, то Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпростран-
ства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

N1, . . . , Nr ∈ N.

1. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L;

xk,1, . . . , xk,Nk
— линейно независимые векторы подпространства Qk при k = 1, r. То-

гда x1,1, . . . , x1,N1
, . . . , xr,1, . . . , xr,Nr

— линейно независимые векторы подпространства

Q1 + · · ·+Qr.

2. Пусть: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства простран-

ства L; ek,1, . . . , ek,Nk
— базис подпространства Qk при k = 1, r. Тогда

e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— базис подпространства Q1 + · · ·+Qr.

3. Пусть: e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— линейно независимые векторы простран-

ства L; Qk = L(ek,1, . . . , ek,Nk
) при k = 1, r. Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые

подпространства.

Доказательство.

1. Пусть: k = 1, r, m = 1, Nk. Тогда: xk,m ∈ Qk ⊆ Q1+ · · ·+Qr. Пусть: αk,m ∈ K при: k =

1, r, m = 1, Nk;
∑

k=1,r,
m=1,Nk

αk,mxk,m = θ. Тогда:
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m ∈ Qk при k = 1, r;
r
∑

k=1

Nk
∑

m=1

αk,mxk,m =

θ. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то:
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m = θ при
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k = 1, r. Пусть k = 1, r. Так как:
Nk
∑

m=1

αk,mxk,m = θ, xk,1, . . . , xk,Nk
— линейно независимые

векторы, то: αk,m = 0 при m = 1, Nk. Итак, x1,1, . . . , x1,N1
, . . . , xr,1, . . . , xr,Nr

— линейно
независимые векторы.

2. Так как: Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства пространства L;
ek,1, . . . , ek,Nk

— линейно независимые векторы подпространства Qk при k = 1, r, то
e1,1, . . . , e1,N1

, . . . , er,1, . . . , er,Nr
— линейно независимые векторы. Очевидно:

Q1 + · · ·+Qr = L(e1,1, . . . , e1,N1
) + · · ·+ L(er,1, . . . , er,Nr

) =

= L(e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

).

Тогда e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— базис подпространства Q1 + · · ·+Qr.

3. Пусть: xk ∈ Qk при k = 1, r;
r
∑

k=1

xk = θ. Пусть k = 1, r. Так как

xk ∈ Qk, то существуют числа αk,1, . . . , αk,Nk ∈ K, удовлетворяющие условию xk =
Nk
∑

m=1

αk,mek,m. Тогда
r
∑

k=1

Nk
∑

m=1

αk,mek,m = θ. Следовательно,
∑

k=1,r,
m=1,Nk

αk,mek,m = θ. Так как

e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— линейно независимые векторы, то: αk,m = 0 при: k = 1, r,

m = 1, Nk. Тогда: xk =
Nk
∑

m=1

αk,mek,m = θ при k = 1, r. Итак, Q1, . . . , Qr — линейно незави-

симые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L, dim(Qk) ∈ N при k = 1, r.
1. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Тогда dim(Q1 + · · · +

Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).
2. Пусть dim(Q1 + · · · + Qr) = dim(Q1) + · · · + dim(Qr). Тогда Q1, . . . , Qr — линейно

независимые подпространства.

Доказательство. Пусть k = 1, r. Обозначим, Nk = dim(Qk). Тогда Nk ∈ N. Следователь-
но, существуют векторы ek,1, . . . , ek,Nk

, удовлетворяющие условию: ek,1, . . . , ek,Nk
— базис

подпространства Qk.
1. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства, то

e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— базис подпространства Q1 + · · · + Qr. Тогда
dim(Q1 + · · ·+Qr) = N1 + · · ·+Nr.

2. Предположим, что e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— линейно зависимые векторы. То-
гда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim
(

L(e1,1, . . . , e1,N1
) + · · ·+ L(er,1, . . . , er,Nr

)
)

=

= dim
(

L(e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

)
)

= rank
(

{e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

}
)

<

< N1 + · · ·+Nr.

Итак, e1,1, . . . , e1,N1
, . . . , er,1, . . . , er,Nr

— линейно независимые векторы. Так как: Qk =
L(ek,1, . . . , ek,Nk

) при k = 1, r, то Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

Q1, . . . , Qr — подпространства пространства L.

1. Пусть Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства. Тогда dim(Q1 + · · · +
Qr) = dim(Q1) + · · ·+ dim(Qr).
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2. Пусть: dim(Q1 + · · · + Qr) = dim(Q1) + · · · + dim(Qr), dim(Qk) 6= +∞ при k = 1, r.
Тогда Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

Доказательство.

1. Пусть k = 1, r. Обозначим, Nk = dim(Qk). Тогда Nk ∈ Z+. Пусть ∃k = 1, r(Nk = +∞).
Тогда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = +∞ = N1 + · · ·+Nr.

Пусть ∀k = 1, r(Nk = 0). Тогда ∀k = 1, r
(

Qk = {θ}
)

. Следовательно:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim
(

{θ}
)

= 0 = N1 + · · ·+Nr.

Пусть: ∀k = 1, r(Nk 6= +∞), ∃k = 1, r(Nk 6= 0). Тогда существует число r0 =
1, r, существуют числа k1, . . . , kr0 = 1, r, удовлетворяющие условиям: k1 < · · · < kr0 ,
Nk1 , . . . , Nkr0

/∈ {0,+∞}, Nm = 0 при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Так как Nk1 , . . . , Nkr0
/∈

{0,+∞}, то Nk1 , . . . , Nkr0
∈ N. Так как Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпростран-

ства, то Qk1 , . . . , Qkr0
— линейно независимые подпространства. Тогда dim(Qk1 + · · · +

Qkr0
) = Nk1 + · · · + Nkr0

. Так как: Nm = 0 при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}, то: Qm = {θ}

при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:

dim(Q1 + · · ·+Qr) = dim(Qk1 + · · ·+Qkr0
) = Nk1 + · · ·+Nkr0

= N1 + · · ·+Nr.

2. Пусть k = 1, r. Обозначим, Nk = dim(Qk). Тогда: Nk ∈ Z+, Nk 6= +∞. Следовательно,
Nk ∈ Z+.

Пусть ∀k = 1, r(Nk = 0). Тогда ∀k = 1, r
(

Qk = {θ}
)

. Следовательно, Q1, . . . , Qr —
линейно независимые подпространства.

Пусть ∃k = 1, r(Nk 6= 0). Тогда существует число r0 = 1, r, существуют числа
k1, . . . , kr0 = 1, r, удовлетворяющие условиям: k1 < · · · < kr0 , Nk1 , . . . , Nkr0

6= 0, Nm = 0

при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}. Так как Nk1 , . . . , Nkr0
6= 0, то Nk1 , . . . , Nkr0

∈ N. Так как:

Nm = 0 при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}, то: Qm = {θ} при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}.
Тогда:

dim(Qk1 + · · ·+Qkr0
) = dim(Q1 + · · ·+Qr) = N1 + · · ·+Nr = Nk1 + · · ·+Nkr0

.

Следовательно, Qk1 , . . . , Qkr0
— линейно независимые подпространства. Так как: Qm = {θ}

при: m = 1, r, m /∈ {k1, . . . , kr0}, то Q1, . . . , Qr — линейно независимые подпространства.

1.3. Линейное дополнение одного подпространства до другого

Утверждение (повторение). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над

полем K; Q1, Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q1) = dim(Q2),
dim(Q2) 6= +∞. Тогда Q1 = Q2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(Q2). Тогда: N ∈ Z+, dim(Q1) = N , N 6= +∞.
Следовательно: N ∈ Z+, dim(Q1) = N .

Пусть N = 0. Так как dim(Q1), dim(Q2) = N , то Q1, Q2 = {θ}. Тогда Q1 = Q2.
Пусть N 6= 0. Тогда N ∈ N. Так как dim(Q1) = N , то существуют векторы e1, . . . , eN ,

удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN ∈ Q1, e1, . . . , eN — линейно независимые векторы.
Так как dim(Q1) = N , то e1, . . . , eN — базис подпространства Q1. Так как: e1, . . . , eN ∈
Q1, Q1 ⊆ Q2, то e1, . . . , eN ∈ Q2. Так как: e1, . . . , eN — линейно независимые векторы,
dim(Q2) = N , то e1, . . . , eN — базис подпространства Q2. Тогда: Q1 = L(e1, . . . , eN) =
Q2.
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Определение (линейное дополнение одного подпространства до другого). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1, Q2 — подпространства простран-
ства L. Будем говорить, что D — линейное дополнение подпространства Q1 до подпро-
странства Q2, если: D — подпространство пространства L, Q2 = Q1+D; Q1, D — линейно
независимые подпространства.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1, Q2 —
подпространства пространства L, D — линейное дополнение подпространства Q1 до под-
пространства Q2.

Так как: Q1, D — подпространства пространства L, Q2 = Q1 +D, то D ⊆ Q2.
Так как Q1, D — линейно независимые подпространства, то Q1 ∩D = {θ}.
Так как: Q1, D — линейно независимые подпространства, Q2 = Q1 +D, то dim(Q2) =

dim(Q1) + dim(D).
Очевидно, Q1 — линейное дополнение подпространства D до подпространства Q2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,

Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞. Тогда существует

линейное дополнение D подпространства Q1 до подпространства Q2.

Доказательство. Обозначим: N1 = dim(Q1), N2 = dim(Q2). Тогда: N1, N2 ∈ Z+, N1 6 N2,
N2 6= +∞. Следовательно: N1, N2 ∈ Z+, N1 6 N2.

Пусть N1 = 0. Тогда Q1 = {θ}. Обозначим, D = Q2. Тогда: D — подпространство про-
странства L, Q1+D = {θ}+Q2 = Q2. Так как Q1 = {θ}, то Q1, D — линейно независимые
подпространства.

Пусть N1 = N2. Так как: Q1 ⊆ Q2, N2 6= +∞, то Q1 = Q2. Обозначим, D = {θ}. Тогда:
D — подпространство пространства L, Q1 +D = Q2 + {θ} = Q2. Так как D = {θ}, то Q1,
D — линейно независимые подпространства.

Пусть N1 /∈ {0, N2}. Тогда: N1, N2 ∈ N, N1 < N2. Так как N1 ∈ N, то существуют век-
торы e1, . . . , eN1

, удовлетворяющие условию: e1, . . . , eN1
— базис подпространства Q1. Так

как: Q1 ⊆ Q2, N1, N2 ∈ N, N1 < N2, то существуют векторы eN1+1, . . . , eN2
, удовлетворяю-

щие условию: e1, . . . , eN2
— базис подпространства Q2. Обозначим, D = L(eN1+1, . . . , eN2

).
Тогда: D — подпространство пространства L,

Q1 +D = L(e1, . . . , eN1
) + L(eN1+1, . . . , eN2

) = L(e1, . . . , eN2
) = Q2.

Так как: e1, . . . , eN2
— линейно независимые векторы, Q1 = L(e1, . . . , eN1

), D =
L(eN1+1, . . . , eN2

), то Q1, D — линейно независимые подпространства.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,

Q2 — подпространства пространства L, D — линейное дополнение подпространства

Q1 ∩Q2 до подпространства Q2. Тогда D — линейное дополнение подпространства Q1 до

подпространства Q1 +Q2.

Доказательство. Так как D — линейное дополнение подпространства Q1∩Q2 до подпро-
странства Q2, то: D ⊆ Q2, (Q1 ∩Q2) ∩D = {θ}.

Так как: Q1 — подпространство пространства L, Q1 ∩ Q2 ⊆ Q1, Q1 ∩ Q2 6= ∅, то
Q1 +Q1 ∩Q2 = Q1. Тогда:

Q1 +Q2 = Q1 + (Q1 ∩Q2 +D) = (Q1 +Q1 ∩Q2) +D = Q1 +D.
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Так как D ⊆ Q2, то Q2 ∩D = D. Тогда:

Q1 ∩D = Q1 ∩ (Q2 ∩D) = (Q1 ∩Q2) ∩D = {θ}.

Следовательно, Q1, D — линейно независимые подпространства. Итак, D — линейное
дополнение подпространства Q1 до подпространства Q1 +Q2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,

Q2 — подпространства пространства L, dim(Q2) 6= +∞. Тогда dim(Q1+Q2) = dim(Q1)+
dim(Q2)− dim(Q1 ∩Q2).

Доказательство. Так как: Q1 ∩Q2 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞, то dim(Q1 ∩Q2) 6= +∞.
Так как: Q1 ∩ Q2 ⊆ Q2, dim(Q2) 6= +∞, то существует линейное дополнение D под-

пространства Q1 ∩ Q2 до подпространства Q2. Тогда dim(Q2) = dim(Q1 ∩ Q2) + dim(D).
Следовательно, dim(D) = dim(Q2)− dim(Q1 ∩Q2).

Так как D — линейное дополнение подпространства Q1 ∩ Q2 до подпространства Q2,
то D — линейное дополнение подпространства Q1 до подпространства Q1 + Q2. Тогда
dim(Q1 + Q2) = dim(Q1) + dim(D). Следовательно, dim(Q1 + Q2) = dim(Q1) + dim(Q2) −
dim(Q1 ∩Q2).
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