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Лекция 11. Линейные операторы. Изоморфизмы линей-

ных пространств

Замечание. Пусть F1, F2 — функции. Очевидно:

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

⊆
{

x : x ∈ D(F1)
}

= D(F1);

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

= D
(

F1,D(F2)
)

;

R(F2 ◦ F1) = (F2 ◦ F1)
[

D(F1)
]

= F2

[

F1

[

D(F1)
]

]

⊆ R(F2);

R(F2 ◦ F1) = (F2 ◦ F1)
[

D(F1)
]

= F2

[

F1

[

D(F1)
]

]

= F2

[

R(F1)
]

.

Пусть: F1, F2 — функции, R(F1) ⊆ D(F2). Тогда:

D(F2 ◦ F1) =
{

x : x ∈ D(F1) ∧ F1(x) ∈ D(F2)
}

=
{

x : x ∈ D(F1)
}

= D(F1).

Пусть: F1, F2 — функции, D(F2) ⊆ R(F1). Тогда:

R(F2 ◦ F1) = F2

[

R(F1)
]

= R(F2).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.
1. Пусть A : L1 → L2. Будем говорить, что A — линейный оператор, если: D(A) —

подпространство пространства L1, A(x+ y) = A(x)+A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x)
при: λ ∈ K, x ∈ D(A).

2. Обозначим через lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих условиям:
A : L1 → L2, A — линейный оператор.

3. Обозначим через Lin(L1, L2) множество всех функций A, удовлетворяющих услови-
ям: A : L1 =⇒ L2, A — линейный оператор.

4. Будем говорить, что A — изоморфизм пространства L1 на пространство L2, если:
A — обратимая функция, D(A) = L1, R(A) = L2, A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

5. Будем писать L1

A
≈ L2, если A — изоморфизм пространства L1 на пространство

L2. Утверждение L1

A
≈ L2 можно читать: «пространство L1 изоморфно пространству L2

относительно функции A».

6. Будем писать L1 ≈ L2 если ∃A(L1

A
≈ L2). Утверждение L1 ≈ L2 читается: «простран-

ство L1 изоморфно пространству L2».

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;
A : L1 =⇒ L2.
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Пусть A — линейный оператор. Тогда: A(x+y) = A(x)+A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) =
λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то: A(x+ y) = A(x) +A(y) при x, y ∈ L1;
A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1.

Пусть: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ L1; A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K, x ∈ L1. Так
как D(A) = L1, то: A(x + y) = A(x) + A(y) при x, y ∈ D(A); A(λx) = λA(x) при: λ ∈ K,
x ∈ D(A). Так как D(A) = L1, то D(A) — подпространство пространства L1. Итак, A —
линейный оператор.

Замечание (примеры линейных операторов). Пусть K ∈ {C,R,Q}.

1. Пусть L1, L2 — линейные пространства над полем K. Обозначим: Θ(x) = θ2 при
x ∈ L1. Докажем, что Θ ∈ Lin(L1, L2). Очевидно, Θ: L1 =⇒ L2.

Пусть x, y ∈ L1. Тогда: Θ(x+ y) = θ2 = θ2 + θ2 = Θ(x) + Θ(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L1. Тогда: Θ(λx) = θ2 = λθ2 = λΘ(x).
Итак, Θ ∈ Lin(L1, L2).

2. Пусть L — линейное пространство над полем K. Обозначим: I(x) = x при x ∈ L.

Докажем, что L
I
≈ L. Очевидно: I — обратимая функция, D(I) = L, R(I) = L.

Пусть x, y ∈ L. Тогда: I(x+ y) = x+ y = I(x) + I(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: I(λx) = λx = λI(x).

Итак, L
I
≈ L.

3. Пусть: L — линейное пространство над полем K, N ∈ N, dim(L) = N ; e — базис

пространства L. Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ L. Докажем, что L
he

≈ KN . Очевидно:
he — обратимая функция, D(he) = L, R(he) = KN .

Пусть x, y ∈ L. Тогда: he(x+ y) = [x+ y](e) = [x](e) + [y](e) = he(x) + he(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ L. Тогда: he(λx) = [λx](e) = λ[x](e) = λhe(x).

Итак, L
he

≈ KN .
4. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 . Обозначим: Â(x) = Ax при x ∈ KN1 . Будем говорить,

что Â — оператор умножения на матрицу A. Докажем, что Â ∈ Lin(KN1 ,KN2). Очевидно,
Â : KN1 =⇒ KN2 .

Пусть x, y ∈ KN1 . Тогда: Â(x+ y) = A(x+ y) = Ax+ Ay = Â(x) + Â(y).
Пусть: λ ∈ K, x ∈ KN1 . Тогда: Â(λx) = A(λx) = λ(Ax) = λÂ(x).
Итак, Â ∈ Lin(KN1 ,KN2).
Очевидно:

R(Â) =
{

Â(x) : x ∈ KN1

}

= {Ax : x ∈ KN1} =

= {A1x
1 + · · ·+ AN1

xN1 : x1 ∈ K ∧ · · · ∧ xN1 ∈ K} = L(A1, . . . , AN1
).

Тогда: R(Â) — подпространство пространства KN2 ,

dim
(

R(Â)
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN1
)
)

= rank(A).
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5. Пусть: N ∈ Z, N > 2; k = 1, N , λ1, . . . , λk−1, λk+1, . . . , λN ∈ K. Обозначим:

A(x) =



























x1

...
xk−1

xk +
∑

m=1,N,m 6=k

λmx
m

xk+1

...
xN



























, x ∈ KN .

Очевидно, KN
A
≈ KN .

6. Пусть: N ∈ N; k = 1, N , λ ∈ K, λ 6= 0. Обозначим:

A(x) =























x1

...
xk−1

λxk

xk+1

...
xN























, x ∈ KN .

Очевидно, KN
A
≈ KN .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;

A ∈ lin(L1, L2).
1. Справедливы утверждения: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2.

2. Пусть Q — подпространство пространства L2. Тогда D(A,Q) — подпространство

пространства L1.

Справедливо утверждение: ker(A) — подпространство пространства L1.

3. Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда A[Q] — подпространство

пространства L2.

Справедливо утверждение: R(A) — подпространство пространства L2.

4. Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда: A|Q ∈ lin(L1, L2), ker(A|Q) =
Q ∩ ker(A).

5. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ D(A). Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Тогда Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы.

6. Пусть Q ⊆ L1. Тогда rank
(

A[Q]
)

6 rank(Q).
Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда dim

(

A[Q]
)

6 dim(Q).
Справедливо утверждение: dim

(

R(A)
)

6 dim
(

D(A)
)

.

Доказательство.

1. Так как D(A) — подпространство пространства L1, то θ1 ∈ D(A). Очевидно: Aθ1 =
A(0θ1) = 0A(θ1) = θ2.

2. Пусть Q — подпространство пространства L2. Очевидно: D(A,Q) ⊆ D(A) ⊆ L1. Так
как: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2 ∈ Q, то θ1 ∈ D(A,Q).

Пусть x1, x2 ∈ D(A,Q). Тогда: x1, x2 ∈ D(A), Ax1, Ax2 ∈ Q. Следовательно: x1+x2 ∈
D(A), A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 ∈ Q. Тогда x1 + x2 ∈ D(A,Q).
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Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A,Q). Тогда: x ∈ D(A), Ax ∈ Q. Следовательно: λx ∈ D(A),
A(λx) = λA(x) ∈ Q. Тогда λx ∈ D(A,Q).

Итак, D(A,Q) — подпространство пространства L1.
Так как: {θ2} — подпространство пространства L2, ker(A) = D

(

A, {θ2}
)

, то ker(A) —
подпространство пространства L1.

3. Пусть Q — подпространство пространства L1. Очевидно: A[Q] ⊆ R(A) ⊆ L2. Так как:
θ1 ∈ Q, θ1 ∈ D(A), то Aθ1 ∈ A[Q].

Пусть y1, y2 ∈ A[Q]. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1, x2 ∈ Q, x1, x2 ∈ D(A), y1 = Ax1, y2 = Ax2. Следовательно: x1 + x2 ∈ Q, x1 + x2 ∈ D(A),
y1 + y2 = Ax1 + Ax2 = A(x1 + x2). Тогда y1 + y2 ∈ A[Q].

Пусть: λ ∈ K, y ∈ A[Q]. Тогда существует вектор x, удовлетворяющий условиям:
x ∈ Q, x ∈ D(A), y = Ax. Следовательно: λx ∈ Q, λx ∈ D(A), λy = λA(x) = A(λx). Тогда
λy ∈ A[Q].

Итак, A[Q] — подпространство пространства L2.
Так как: D(A) — подпространство пространства L1, R(A) = A

[

D(A)
]

, то R(A) —
подпространство пространства L2.

4. Так как A : L1 → L2, то A|Q : L1 → L2. Так как: Q, D(A) — подпространства про-
странства L1, D(A|Q) = Q ∩D(A), то D(A|Q) — подпространство пространства L1.

Пусть x, y ∈ D(A|Q). Тогда: A|Q (x+ y) = A(x+ y) = Ax+ Ay = A|Q x+ A|Q y.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A|Q). Тогда: A|Q (λx) = A(λx) = λA(x) = λ A|Q (x).
Итак, A|Q ∈ lin(L1, L2).
Очевидно:

ker(A|Q) =
{

x : x ∈ D(A|Q) ∧ A|Q x = θ2
}

=
{

x : x ∈ Q ∧ x ∈ D(A) ∧ Ax = θ2
}

=

=
{

x : x ∈ Q ∧ x ∈ ker(A)
}

= Q ∩ ker(A).

5. Так как x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, то существуют числа λ1, . . . , λr ∈ K,
удовлетворяющие условиям: λkxk = θ1, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Тогда: λkA(xk) = A(λkxk) =
Aθ1 = θ2. Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы.

6. Пусть Q ⊆ L1. Обозначим: r1 = rank(Q), r2 = rank
(

A[Q]
)

. Тогда r1, r2 ∈ Z+. Пред-

положим, что r1 < r2. Тогда: r1 ∈ Z+, r2 ∈ N. Так как: rank
(

A[Q]
)

= r2, r1 + 1 6 r2,
то существуют векторы y1, . . . , yr1+1, удовлетворяющие условиям: y1, . . . , yr1+1 ∈ A[Q],
y1, . . . , yr1+1 — линейно независимые векторы. Пусть k = 1, r1 + 1. Так как yk ∈ A[Q], то
существует вектор xk, удовлетворяющий условиям: xk ∈ Q, xk ∈ D(A), yk = Axk. Так как:
rank(Q) = r1, x1, . . . , xr1+1 ∈ Q, то x1, . . . , xr1+1 — линейно зависимые векторы. Так как:
x1, . . . , xr1+1 ∈ D(A), y1 = Ax1, . . . , yr1+1 = Axr1+1, то y1, . . . , yr1+1 — линейно зависимые
векторы (что противоречит утверждению: y1, . . . , yr1+1 — линейно независимые векторы).
Итак, r2 6 r1.

Пусть Q — подпространство пространства L1. Тогда A[Q] — подпространство про-
странства L2. Так как Q ⊆ L1, то rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q). Так как: Q — подпространство
пространства L1, A[Q] — подпространство пространства L2, то dim

(

A[Q]
)

6 dim(Q).
Так как: D(A) — подпространство пространства L1, R(A) = A

[

D(A)
]

, то dim
(

R(A)
)

6

dim
(

D(A)
)

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K; A ∈
lin(L1, L2). Обозначим, rank(A) = dim

(

R(A)
)

. Тогда:

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim(L2);

rank(A) = dim
(

R(A)
)

6 dim
(

D(A)
)

6 dim(L1).
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем K;
A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Обозначим, BA = B ◦ A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2, L3 — линейные пространства над полем

K.

Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Тогда BA ∈ lin(L1, L3).

Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Тогда BA ∈ Lin(L1, L3).

Пусть: L1

A
≈ L2, L2

B
≈ L3. Тогда L1

BA
≈ L3.

Доказательство. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3). Так как: A : L1 → L2, B : L2 → L3,
то BA : L1 → L3. Так как: A ∈ lin(L1, L2), D(B) — подпространство пространства L2,
D(BA) = D

(

A,D(B)
)

, то D(BA) — подпространство пространства L1.

Пусть x1, x2 ∈ D(BA). Тогда:

(BA)(x1 + x2) = B
(

A(x1 + x2)
)

= B(Ax1 + Ax2) = B(Ax1) + B(Ax2) = (BA)x1 + (BA)x2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ D(A). Тогда:

(BA)(λx) = B
(

A(λx)
)

= B
(

λA(x)
)

= λB(Ax) = λ(BA)(x).

Итак, BA ∈ lin(L1, L2).

Пусть: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3). Так как: A ∈ lin(L1, L2), B ∈ lin(L2, L3), то
BA ∈ lin(L1, L3). Так как: R(A) ⊆ L2 = D(B), то: D(BA) = D(A) = L1. Тогда BA ∈
Lin(L1, L2).

Пусть: L1

A
≈ L2, L2

B
≈ L3. Так как: A ∈ Lin(L1, L2), B ∈ Lin(L2, L3), то BA ∈ Lin(L1, L3).

Так как: D(B) = L2 ⊆ L2 = R(A), то: R(BA) = R(B) = L3. Так как A, B — обратимые

функции, то BA — обратимая функция. Тогда L1

BA
≈ L3.

Утверждение (критерий обратимости линейного оператора). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1,

L2 — линейные пространства над полем K; A ∈ lin(L1, L2). Оператор A является обра-

тимым тогда и только тогда, когда ker(A) = {θ1}.

Доказательство.

1. Пусть A — обратимый оператор. Так как: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2, то θ1 ∈ ker(A). Пусть
x ∈ ker(A). Тогда: x ∈ D(A), Ax = θ2. Так как: θ1 ∈ D(A), Aθ1 = θ2, A — обратимый
оператор, то x = θ1. Итак, ker(A) = {θ1}.

2. Пусть ker(A) = {θ1}. Пусть: x1, x2 ∈ D(A), Ax1 = Ax2. Тогда: x1 − x2 ∈ D(A),
A(x1 − x2) = Ax1 − Ax2 = θ2. Следовательно, x1 − x2 ∈ ker(A). Так как ker(A) = {θ1}, то
x1 − x2 = θ1. Тогда x1 = x2. Итак, A — обратимый оператор.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K.

1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Тогда: A−1 ∈ lin(L2, L1), A
−1 —

обратимый оператор.

Пусть L1

A
≈ L2. Тогда L2

A−1

≈ L1.

2. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ D(A). Век-

торы x1, . . . , xr являются линейно зависимыми тогда и только тогда, когда векторы

Ax1, . . . , Axr являются линейно зависимыми.
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3. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A). Тогда rank
(

A[Q]
)

=
rank(Q).

Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A), Q — подпространство

пространства L1. Тогда dim
(

A[Q]
)

= dim(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Тогда dim

(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

.

Пусть L1

A
≈ L2. Тогда dim(L1) = dim(L2).

Доказательство.

1. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Так как A : L1 → L2, то A−1 : L2 →
L1. Так как: R(A) — подпространство пространства L2, D(A−1) = R(A), то D(A−1) —
подпространство пространства L2.

Пусть y1, y2 ∈ R(A). Тогда:

A−1(y1 + y2) = A−1
(

A(A−1y1) + A(A−1y2)
)

= A−1
(

A(A−1y1 + A−1y2)
)

= A−1y1 + A−1y2.

Пусть: λ ∈ K, y ∈ R(A). Тогда:

A−1(λy) = A−1
(

λA(A−1y)
)

= A−1

(

A
(

λA−1(y)
)

)

= λA−1(y).

Итак, A−1 ∈ lin(L2, L1). Очевидно, A−1 — обратимый оператор.

Пусть L1

A
≈ L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, то: A−1 ∈

lin(L2, L1), A
−1 — обратимый оператор. Так как: R(A) = L2, D(A) = L1, то: D(A−1) =

R(A) = L2, R(A
−1) = D(A) = L1. Тогда L2

A−1

≈ L1.
2. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Так как: A ∈ lin(L1, L2), x1, . . . , xr ∈

D(A), то Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы.
Пусть Ax1, . . . , Axr — линейно зависимые векторы. Пусть k = 1, r. Так как xk ∈

D(A), то: Axk ∈ R(A), xk = A−1(Axk). Так как: A−1 ∈ lin(L2, L1), Ax1, . . . , Axr — линейно
зависимые векторы, то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

3. Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A). Так как: A ∈ lin(L1, L2),
Q ⊆ D(A) ⊆ L1, то rank

(

A[Q]
)

6 rank(Q). Так как Q ⊆ D(A), то: A[Q] ⊆ R(A) ⊆ L2,
A−1

[

A[Q]
]

= (A−1A)[Q] = Q ∩ D(A) = Q. Так как A−1 ∈ lin(L2, L1), то rank(Q) 6

rank
(

A[Q]
)

. Так как rank
(

A[Q]
)

6 rank(Q), то rank
(

A[Q]
)

= rank(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, Q ⊆ D(A), Q — подпространство

пространства L1. Так как: A ∈ lin(L1, L2), Q — подпространство пространства L1, то A[Q] —
подпространство пространства L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор,
Q ⊆ D(A), то rank

(

A[Q]
)

= rank(Q). Так как: Q — подпространство пространства L1,
A[Q] — подпространство пространства L2, то dim

(

A[Q]
)

= dim(Q).
Пусть: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор. Так как: D(A) ⊆ D(A), D(A) —

подпространство пространства L1, R(A) = A
[

D(A)
]

, то dim
(

R(A)
)

= dim
(

D(A)
)

.

Пусть L1

A
≈ L2. Так как: A ∈ lin(L1, L2), A — обратимый оператор, то dim

(

R(A)
)

=
dim

(

D(A)
)

. Так как: D(A) = L1, R(A) = L2, то: dim(L1) = dim
(

D(A)
)

= dim
(

R(A)
)

=
dim(L2).

Теорема. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L1, L2 — линейные пространства над полем K;

dim(L1) = dim(L2), dim(L2) 6= +∞. Тогда L1 ≈ L2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(L2). Тогда: N ∈ Z+, dim(L1) = N .
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Пусть N = 0. Так как dim(L1), dim(L2) = N , то: L1 = {θ1}, L2 = {θ2}. Обозначим,

A(θ1) = θ2. Тогда L1

A
≈ L2.

Пусть N 6= 0. Тогда N ∈ N. Так как dim(L1), dim(L2) = N , то существуют векто-
ры e1, . . . , eN , f1, . . . , fN , удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN — базис пространства L1,

f1, . . . , fN — базис пространства L2. Тогда: L1

he

≈ KN , L2

hf

≈ KN . Следовательно: L1

he

≈ KN ,

KN
h−1

f

≈ L2. Тогда L1

h−1

f
he

≈ L2.

Замечание (метод Гаусса—Жордана для нахождения ранга, базисных столбцов, базисных
строк матрицы). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 . Пусть A = Θ. Тогда:
rank(A) = 0, у матрицы A нет базисных столбцов, у матрицы A нет базисных строк.
Пусть A 6= Θ. Обозначим, B0 = A. Тогда: B0 ∈ KN2×N1 , B0 6= Θ.

Выберем числа i1 = 1, N1, j1 = 1, N2, удовлетворяющие условию (B0)
j1
i1

6= 0. Обну-

лим элементы, стоящие над элементом (B0)
j1
i1

, обнулим элементы, стоящие под элементом

(B0)
j1
i1

. Получим матрицу B1 ∈ KN2×N1 , удовлетворяющую условиям: (B1)
j1
i1
6= 0, (B1)

j
i1
= 0

при: j = 1, N2, j 6= j1. Пусть матрица B1 содержит ровно одну ненулевую строку. Остано-
вим процесс. Пусть матрица B1 содержит, по крайней мере, две ненулевые строки. Перей-
дём к следующему шагу.

Выберем числа i2 = 1, N1, j2 = 1, N2, удовлетворяющие условиям: j2 6= j1, (B1)
j2
i2

6= 0.

Очевидно, i2 6= i1. Тогда: i1, i2 = 1, N1, i1, i2 — различные числа, j1, j2 = 1, N2, j1, j2 —
различные числа. Обнулим элементы, стоящие над элементом (B1)

j2
i2

, обнулим элементы,

стоящие под элементом (B1)
j2
i2

. Получим матрицу B2 ∈ KN2×N1 , удовлетворяющую усло-

виям: (B2)
jk
ik

6= 0, (B2)
j
ik

= 0 при: k = 1, 2, j = 1, N2, j 6= jk. Пусть матрица B2 содержит
ровно две ненулевые строки. Остановим процесс. Пусть матрица B2 содержит, по крайней
мере, три ненулевые строки. Перейдём к следующему шагу.

Продолжая рассуждения, получим число r = 1,min{N1, N2}, получим числа i1, . . . , ir =
1, N1, j1, . . . , jr = 1, N2, получим матрицу Br ∈ KN2×N1 , удовлетворяющую условиям:
i1, . . . , ir — различные числа, j1, . . . , jr — различные числа, (Br)

jk
ik

6= 0, (Br)
j
ik

= 0 при:

k = 1, r, j = 1, N2, j 6= jk; матрица Br содержит ровно r ненулевых строк. Очевид-
но, (Br)i1 , . . . , (Br)ir — базисные столбцы матрицы Br. Тогда rank(Br) = r. Так как

(Br)i1 , . . . , (Br)ir — линейно независимые столбцы, то det
(

{

(Br)
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

6= 0.

Очевидно:

rank(A) = rank(B0) = · · · = rank(Br) = r;

det
(

{

A
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

= det
(

{

(B0)
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

= · · · = det
(

{

(Br)
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

6= 0.

Так как det
(

{

A
jm
ik

}m=1,r

k=1,r

)

6= 0, то: Ai1 , . . . , Air — линейно независимые столбцы,

Aj1 , . . . , Ajr — линейно независимые строки. Так как rank(A) = r, то: Ai1 , . . . , Air — ба-
зисные столбцы матрицы A; Aj1 , . . . , Ajr — базисные строки матрицы A.
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