
Аналитическая геометрия

Бадьин А. В.

Лекция 10. Размерность линейного пространства. Ранг

матрицы

10.1. Теорема о базисном миноре

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 .
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr. Обозначим:
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Будем говорить, что ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) — минор матрицы A порядка r.

Пусть: r1 ∈ N, i1, . . . , ir1 = 1, N1, i1 < · · · < ir1 , j1, . . . , jr1 = 1, N2, j1 < · · · < jr1 ; r2 ∈ N,
k1, . . . , kr2 = 1, N1, k1 < · · · < kr2 , m1, . . . ,mr2 = 1, N2, m1 < · · · < mr2 . Будем говорить, что

минор ∆
m1,...,mr2

k1,...,kr2
(A) окаймляет минор ∆

j1,...,jr1
i1,...,ir1

(A), если: r1 < r2, i1, . . . , ir1 ∈ {k1, . . . , kr2},

j1, . . . , jr1 ∈ {m1, . . . ,mr2}.
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1

} длины r.
Будем говорить, что Ai1 , . . . , Air — базисные столбцы матрицы A.

Пусть: r ∈ N, j1, . . . , jr = 1, N2, A
j1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2} длины r.

Будем говорить, что Aj1 , . . . , Ajr — базисные строки матрицы A.
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,

Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1
} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис множества

{A1, . . . , AN2} длины r. Будем говорить, что ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) — базисный минор матрицы A.

Теорема (о базисном миноре). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1.
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A) 6= 0.

Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны
нулю (если они существуют).

Тогда: Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1
} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис

множества {A1, . . . , AN2} длины r.

Доказательство. Обозначим: δ = ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A),

Ã =
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Предположим, что Ai1 , . . . , Air — линейно зависимые столбцы. Тогда Ã1, . . . , Ãr — ли-
нейно зависимые столбцы. Следовательно: δ = det(Ã1, . . . , Ãr) = 0 (что противоречит
утверждению: δ 6= 0). Итак, Ai1 , . . . , Air — линейно независимые столбцы.

Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Обозначим:

B(i, j) =
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Пусть i ∈ {i1, . . . , ir}. Тогда последний столбец матрицы B(i, j) равен одному из преды-
дущих столбцов матрицы B(i, j). Следовательно, det

(

B(i, j)
)

= 0.
Пусть j ∈ {j1, . . . , jr}. Тогда последняя строка матрицы B(i, j) равна одной из преды-

дущих строк матрицы B(i, j). Следовательно, det
(

B(i, j)
)

= 0.
Пусть: i /∈ {i1, . . . , ir}, j /∈ {j1, . . . , jr}. Тогда det

(

B(i, j)
)

равен (с точностью до знака)
одному из миноров матрицы A порядка r + 1, окаймляющих минор δ. Следовательно,
det

(

B(i, j)
)

= 0.
Итак, det

(

B(i, j)
)

= 0. Тогда:

0 = det
(

B(i, j)
)

= (−1)(r+1)+1∆
r+1

1

(

B(i, j)
)

Aj
i1
+ · · ·+ (−1)(r+1)+r∆

r+1

r

(

B(i, j)
)

Aj
ir
+

+ (−1)(r+1)+(r+1)∆
r+1

r+1

(

B(i, j)
)

Aj
i .

Так как: (−1)(r+1)+(r+1)∆
r+1

r+1

(

B(i, j)
)

= δ 6= 0, то:

Aj
i = (−1)(r+2)+1∆

r+1

1

(

B(i, j)
)

δ
Aj

i1
+ · · ·+ (−1)(r+2)+r

∆
r+1

r

(

B(i, j)
)

δ
Aj

ir
.

Пусть k = 1, r. Очевидно, число (−1)(r+2)+k∆
r+1

k (B(i,j))
δ

не зависит от выбора номера

j = 1, N2. Обозначим, Ck(i) = (−1)(r+2)+k∆
r+1

k (B(i,j))
δ

. Тогда Aj
i = C1(i)Aj

i1
+ · · · + Cr(i)Aj

ir
.

Следовательно, (Ai)
j =

(

C1(i)Ai1 + · · ·+Cr(i)Air

)j
. В силу произвольности выбора номера

j = 1, N2 получаем, что Ai = C1(i)Ai1 + · · ·+ Cr(i)Air .
Аналогично проводятся рассуждения для строк.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,
e — базис множества Q длины r. Тогда rank(Q) = r.

Доказательство. Так как e — базис множества Q длины r, то: r ∈ N, e ∈ Qr, e1, . . . , er —
линейно независимые векторы, Q ⊆ L(e1, . . . , er).

Итак: e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы.
Пусть x1, . . . , xr+1 ∈ Q. Обозначим: x̃j

i = [xi]
j(e) при: i = 1, r + 1, j = 1, r. Очевидно:

x̃ ∈ Kr×(r+1), x̃1 = [x1](e), . . . , x̃r+1 = [xr+1](e).
Пусть x̃ = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства Kr×(r+1)). Тогда x̃1, . . . , x̃r+1 =

θ̃ (здесь θ̃ — нулевой элемент пространства Kr). Следовательно, x̃1, . . . , x̃r+1 — линейно
зависимые столбцы.

Пусть x̃ 6= Θ. Тогда существует число r0 = 1, r, существуют числа i1, . . . , ir0 = 1, r + 1,
существуют числа j1, . . . , jr0 = 1, r, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir0 , j1 <

· · · < jr0 , ∆
j1,...,jr0
i1,...,ir0

(x̃) 6= 0, все миноры матрицы x̃ порядка r + 1, окаймляющие минор
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∆
j1,...,jr0
i1,...,ir0

(x̃), равны нулю (если они существуют). Следовательно, x̃i1 , . . . , x̃ir0
— базис мно-

жества {x̃1, . . . , x̃r+1} длины r0. Так как: r0 6 r < r+1, то x̃, . . . , x̃r+1 — линейно зависимые
столбцы.

Итак, x̃, . . . , x̃r+1 — линейно зависимые столбцы. Тогда x1, . . . , xr+1 — линейно зависи-
мые векторы. Итак, rank(Q) = r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,
x1, . . . , xr ∈ L. Тогда dim

(

L(x1, . . . , xr)
)

= rank
(

{x1, . . . , xr}
)

.

Доказательство. Обозначим, r0 = rank
(

{x1, . . . , xr}
)

. Тогда r0 ∈ Z+. Так как r0 6 r, то
r0 ∈ Z+.

Пусть r0 = 0. Так как rank
(

{x1, . . . , xr}
)

= r0, то x1, . . . , xr = θ. Тогда:
dim

(

L(x1, . . . , xr)
)

= rank
(

L(x1, . . . , xr)
)

= rank
(

{θ}
)

= 0 = r0.

Пусть r0 6= 0. Тогда r0 ∈ N. Так как rank
(

{x1, . . . , xr}
)

= r0, то существуют векто-
ры e1, . . . , er0 , удовлетворяющие условию: e1, . . . , er0 — базис множества {x1, . . . , xr} дли-
ны r0. Тогда e1, . . . , er0 — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0. Следовательно,
dim

(

L(x1, . . . , xr)
)

= r0.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,
N1 ∈ N, x1, . . . , xN1

∈ Q, x1, . . . , xN1
— линейно независимые векторы, N1 < rank(Q).

Тогда существует вектор x ∈ Q, удовлетворяющий условию: x1, . . . , xN1
, x — линейно

независимые векторы.

Доказательство. Предположим, что для любого вектора x ∈ Q справедливо утвержде-
ние: x1, . . . , xN1

, x — линейно зависимые векторы.

По условию: N1 ∈ N, x1, . . . , xN1
∈ Q, x1, . . . , xN1

— линейно независимые векторы.

Пусть x ∈ Q. Так как: x1, . . . , xN1
— линейно независимые векторы, x1, . . . , xN1

, x —
линейно зависимые векторы, то x ∈ L(x1, . . . , xN1

). Итак, x1, . . . , xN1
— базис множества

Q. Тогда rank(Q) = N1 (что противоречит утверждению: N1 < rank(Q)). Итак, существует
вектор x ∈ Q, удовлетворяющий условию: x1, . . . , xN1

, x — линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K;
Q ⊆ L, N1 ∈ N, x1, . . . , xN1

∈ Q, x1, . . . , xN1
— линейно независимые векторы, N2 ∈ Z,

N1 < N2 6 rank(Q). Тогда существуют векторы xN1+1, . . . , xN2
∈ Q, удовлетворяющие

условию: x1, . . . , xN2
— линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q2 ⊆ L,
N2 ∈ N, rank(Q2) = N2; Q1 ⊆ Q2, N1 ∈ N, rank(Q1) = N1, e1, . . . , eN1

— базис множе-
ства Q1, N1 < N2. Тогда существуют векторы eN1+1, . . . , eN2

, удовлетворяющие условию:
e1, . . . , eN2

— базис множества Q2.

Доказательство. Так как: e1, . . . , eN1
∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то e1, . . . , eN1

∈ Q2. Так как:
e1, . . . , eN1

— линейно независимые векторы, N1 < N2 = rank(Q2), то существуют век-
торы eN1+1, . . . , eN2

∈ Q2, удовлетворяющие условию: e1, . . . , eN2
— линейно независимые

векторы. Так как: rank(Q2) = N2, e1, . . . , eN2
∈ Q2, e1, . . . , eN2

— линейно независимые
векторы, то e1, . . . , eN2

— базис множества Q2.
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10.2. Ранг матрицы

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; A ∈ KN×N , det(A) = 0. Тогда A1, . . . , AN —
линейно зависимые столбцы.

Доказательство. Пусть A = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства KN×N). То-
гда A1, . . . , AN = θ̃ (здесь θ̃ — нулевой элемент пространства KN). Следовательно,
A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы.

Пусть A 6= Θ. Тогда существует число r = 1, N , существуют числа i1, . . . , ir = 1, N ,
существуют числа j1, . . . , jr = 1, N , удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, j1 <

· · · < jr, ∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0, все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A), равны нулю (если они существуют). Следовательно, Ai1 , . . . , Air — базис мно-

жества {A1, . . . , AN} длины r. Так как det(A) = 0, то r 6= N . Тогда r < N . Следовательно,
A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 .
Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr, ∆

j1,...,jr
i1,...,ir

(A) 6=
0.

Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор ∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны
нулю (если они существуют).

Тогда: Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1
} длины r; Aj1 , . . . , Ajr — базис мно-

жества {A1, . . . , AN2} длины r.
Так как Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1

} длины r, то rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

=
r. Так как Ai1 , . . . , Air — базис множества {A1, . . . , AN1

} длины r, то Ai1 , . . . , Air — базис
подпространства L(A1, . . . AN1

) длины r. Тогда dim
(

L(A1, . . . AN1
)
)

= r.
Так как Aj1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2} длины r, то

rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

= r. Так как Aj1 , . . . , Ajr — базис множества {A1, . . . , AN2}
длины r, то Aj1 , . . . , Ajr — базис подпространства L(A1, . . . , AN2) длины r. Тогда
dim

(

L(A1, . . . , AN2)
)

= r.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1 . Обозначим, rank(A) =
rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

. Будем говорить, что rank(A) — ранг матрицы A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N; A ∈ KN2×N1.
1. Справедливо утверждение: rank(A) = dim

(

L(A1, . . . , AN1
)
)

.
2. Справедливо утверждение: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN2}
)

.
3. Справедливо утверждение: rank(A) = dim

(

L(A1, . . . , AN2)
)

.

4. Пусть: r ∈ N, i1, . . . , ir = 1, N1, i1 < · · · < ir, j1, . . . , jr = 1, N2, j1 < · · · < jr,
∆j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0. Пусть все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆j1,...,jr
i1,...,ir

(A), равны нулю (если они существуют). Тогда rank(A) = r.

Доказательство.
1. Очевидно: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN1
)
)

.
2. Пусть A = Θ (здесь Θ — нулевой элемент пространства KN2×N1). Тогда: A1, . . . , AN1

=
θ̃2 (здесь θ̃2 — нулевой элемент пространства KN2×1); A1, . . . , AN2 = θ̃1 (здесь θ̃1 — нулевой
элемент пространства K1×N1). Следовательно:

rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

= rank
(

{θ̃2}
)

= 0 = rank
(

{θ̃1}
)

= rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

.

Пусть A 6= Θ. Тогда существует число r ∈ N, существуют числа i1, . . . , ir = 1, N1,
существуют числа j1, . . . , jr = 1, N2, удовлетворяющие условиям: i1 < · · · < ir, j1 <
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· · · < jr, ∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A) 6= 0, все миноры матрицы A порядка r + 1, окаймляющие минор

∆
j1,...,jr

i1,...,ir
(A), равны нулю (если они существуют). Следовательно: rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r,

rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

= r. Тогда: rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r = rank
(

{A1, . . . , AN2}
)

.
3. Очевидно: rank(A) = rank

(

{A1, . . . , AN2}
)

= dim
(

L(A1, . . . , AN2)
)

.
4. Очевидно, rank

(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r. Тогда: rank(A) = rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

= r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N.
1. Пусть: A1, . . . , AN1

∈ KN2, σ ∈ SN1
. Тогда:

rank(Aσ(1), . . . , Aσ(N1)) = rank(A1, . . . , AN1
).

2. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , AN1
∈ KN2, X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1

).
Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , AN1

).

3. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
∈ KN2. Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1

).

4. Пусть: N1 > 2, k = 1, N1, A1, . . . , AN1
∈ KN2, Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1

).
Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , AN1

).

5. Пусть: k = 1, N1, λ ∈ K, λ 6= 0, A1, . . . , AN1
∈ KN2. Тогда:

rank(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , AN1

).

Доказательство.
1. Очевидно:

rank(Aσ(1), . . . , Aσ(N1)) = rank
(

{Aσ(1), . . . , Aσ(N1)}
)

= rank
(

{A1, . . . , AN1
}
)

=

= rank(A1, . . . , AN1
).

2. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1
) = L(A1, . . . , AN1

).

Так как X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
), то существуют числа α1, . . . , αk−1,

αk+1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm.

Пусть Y ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak + X,Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа

β1, . . . , βN1 ∈ K, удовлетворяющие условию Y =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk(Ak + X). Следо-

вательно:

Y =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk(Ak +X) =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βk

(

Ak +
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm

)

=

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm + βkαm)Am + βkAk ∈ L(A1, . . . , AN1
).
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Пусть Y ∈ L(A1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа β1, . . . , βN1 ∈ K, удовлетворяю-

щие условию Y =
∑

m=1,N1

βmAm. Следовательно:

Y =
∑

m=1,N1

βmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

βmAm + βkAk =

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm − βkαm)Am + βk

(

Ak +
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm

)

=

=
∑

m=1,N1,m 6=k

(βm − βkαm)Am + βk(Ak +X) ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN1
).

3. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
) = L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1

).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αk−1,

αk+1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm. Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + 1θ̃2 ∈ L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1
).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈

K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkθ̃2. Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkθ̃2 =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
).

4. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
), то:

−Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1
).

Тогда:

rank(A1, . . . , AN1
) = rank

(

A1, . . . , Ak−1, Ak + (−Ak), Ak+1, . . . , AN1

)

=

= rank(A1, . . . , Ak−1, θ̃2, Ak+1, . . . , AN1
) = rank(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN1

).

5. Достаточно доказать, что:

L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
) = L(A1, . . . , AN1

).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈

K, удовлетворяющие условию X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αk(λAk). Следовательно:

X =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αk(λAk) =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + (αkλ)Ak ∈ L(A1, . . . , AN1
).

Пусть X ∈ L(A1, . . . , AN1
). Тогда существуют числа α1, . . . , αN1 ∈ K, удовлетворяю-

щие условию X =
∑

m=1,N1

αmAm. Так как λ 6= 0, то:

X =
∑

m=1,N1

αmAm =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm + αkAk =
∑

m=1,N1,m 6=k

αmAm +
αk

λ
(λAk) ∈

∈ L(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN1
).
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