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Лекция 9. Определитель матрицы

9.1. Определение определителя. Теория перестановок

Определение (определитель в пространстве KN×N). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N;
F : KN×N =⇒ K.

Пусть справедливы утверждения.
1. Пусть: k = 1, N , X, Y , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN) =

= F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ K, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN) = λF (A1, . . . , AN ).

3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ KN , Ak = Am. Тогда F (A1, . . . , AN) = 0.
4. F (I) = 1.
Будем говорить, что F — определитель в пространстве KN×N .

Замечание. Пусть K ∈ {C,R,Q}.
Пусть A ∈ K1×1. Обозначим, F (A) = A1

1. Очевидно, F — определитель в пространстве
K1×1.

Пусть A ∈ K2×2. Обозначим, F (A) = A1
1A

2
2 − A2

1A
1
2. Очевидно, F — определитель в

пространстве K2×2.
Пусть A ∈ K3×3. Обозначим, F (A) = A1

1A
2
2A

3
3+A3

1A
1
2A

2
3+A2

1A
3
2A

1
3−A3

1A
2
2A

1
3−A1

1A
3
2A

2
3−

A2
1A

1
2A

3
3. Очевидно, F — определитель в пространстве K3×3.

Замечание (перестановки).
1. Пусть M — некоторое множество.

Будем говорить, что σ — перестановка множества M , если: σ — обратимая функция,
D(σ) = M , R(σ) = M .

Обозначим через S(M) множество всех перестановок множества M .
Пусть σ1, σ2 ∈ S(M). Обозначим, σ2σ1 = σ2 ◦ σ1. Очевидно: σ2σ1 — обратимая функ-

ция,

D(σ2σ1) =
{

x : x ∈ D(σ1) ∧ σ1(x) ∈ D(σ2)
}

=
{

x : x ∈ M ∧ σ1(x) ∈ M
}

= {x : x ∈ M} = M,

R(σ2σ1) = (σ2σ1)[M ] = σ2

[

σ1[M ]
]

= σ2

[

R(σ1)
]

= σ2[M ] = R(σ2) = M.

Тогда σ2σ1 ∈ S(M).
Обозначим: e(x) = x при x ∈ M . Очевидно, e ∈ S(M).
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Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σ−1 — обратимая функция, D(σ−1) = R(σ) = M ,
R(σ−1) = D(σ) = M . Тогда σ−1 ∈ S(M).

Пусть σ1, σ2, σ3 ∈ S(M). Очевидно, (σ3σ2)σ1 = σ3(σ2σ1).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σe = σ, eσ = σ.
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σσ−1 = e, σ−1σ = e.

2. Пусть: M — некоторое конечное множество; σ — обратимая функция, D(σ) = M ,
R(σ) ⊆ M . Так как D(σ) — конечное множество, то R(σ) — конечное множество. Так как
σ — обратимая функция, то: card

(

R(σ)
)

= card
(

D(σ)
)

= card(M). Так как: R(σ) ⊆ M ,
card

(

R(σ)
)

= card(M), то R(σ) = M . Тогда σ ∈ S(M).
3. Обозначим, S0 = S(∅).

Пусть N ∈ N. Обозначим, SN = S
(

{1, . . . , N}
)

.

4. Пусть: N ∈ N; k1, . . . , kN = 1, N , k1, . . . , kN — различные числа. Обозначим:
σ(1) = k1, . . . , σ(N) = kN . Очевидно: σ — обратимая функция, D(σ) = {1, . . . , N},
R(σ) ⊆ {1, . . . , N}. Тогда σ ∈ SN .

Замечание (простые и элементарные перестановки). Пусть: N ∈ Z, N > 2.
Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ — простая перестановка, если существуют числа

k, m = 1, N , удовлетворяющие условиям: k < m, σ(k) = m, σ(m) = k, σ(i) = i при:
i = 1, N , i 6= k, i 6= m.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ раскладывается в произведение простых пере-
становок, если существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN , удовле-
творяющие условиям: σ1, . . . , σr — простые перестановки, σ = σr · · · σ1.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ — элементарная перестановка, если существует
число k = 1, N − 1, удовлетворяющее условиям: σ(k) = k + 1, σ(k + 1) = k, σ(i) = i при:
i = 1, N , i 6= k, i 6= k + 1.

Пусть σ ∈ SN . Будем говорить, что σ раскладывается в произведение элементарных
перестановок, если существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN ,
удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, σ = σr · · · σ1.

Очевидно, e раскладывается в произведение элементарных перестановок.

Утверждение. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN . Тогда σ раскладывается в произведение

элементарных перестановок.

Доказательство. Достаточно доказать, что для любого числа Ñ = 1, N существует пере-
становка σ̃ ∈ SN , удовлетворяющая условиям: σ̃ раскладывается в произведение элемен-

тарных перестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ .
Так как σ(1) = 1, N , то существует число k = 1, N , удовлетворяющее условию

e(k) = σ(1). Пусть k = 1. Тогда: e ∈ SN , e раскладывается в произведение элементар-
ных перестановок, e(1) = σ(1). Пусть k > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют
перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN , удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные пе-
рестановки, (eσr · · · σ1)(1) = σ(1). Следовательно: eσr · · · σ1 ∈ SN , eσr · · · σ1 раскладывается
в произведение элементарных перестановок, (eσr · · · σ1)(1) = σ(1).

Пусть: Ñ = 1, N − 1, σ̃ ∈ SN , σ̃ раскладывается в произведение элементарных пе-

рестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ . Так как σ(Ñ + 1) = 1, N , то существует число
k = 1, N , удовлетворяющее условию σ̃(k) = σ(Ñ + 1). Предположим, что k 6 Ñ . Тогда:
σ(Ñ + 1) = σ̃(k) = σ(k). Так как σ — обратимая функция, то Ñ + 1 = k (что проти-
воречит утверждению: k 6 Ñ). Итак, k > Ñ + 1. Пусть k = Ñ + 1. Тогда: σ̃ ∈ SN , σ̃

раскладывается в произведение элементарных перестановок, σ̃(i) = σ(i) при i = 1, Ñ + 1.
Пусть k > Ñ+2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈ SN ,
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удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, (σ̃σr · · · σ1)(i) = σ(i)

при i = 1, Ñ + 1. Следовательно: σ̃σr · · · σ1 ∈ SN , σ̃σr · · · σ1 раскладывается в произведение

элементарных перестановок, (σ̃σr · · · σ1)(i) = σ(i) при i = 1, Ñ + 1.

Определение. Обозначим: h(x) = 0 при x ∈ (−∞, 0); h(x) = 1 при x ∈ [0,+∞). Очевидно,
h : R =⇒ R. Будем говорить, что h — функция Хевисайда.

Определение. Пусть: N ∈ Z, N > 2.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим:

P (σ) =
∑

16i<j6N

h
(

σ(i)− σ(j)
)

.

Очевидно, P (σ) ∈ Z+. Будем говорить, что P (σ) — число беспорядков в перестановке σ.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, sgn(σ) = (−1)P (σ). Очевидно, sgn(σ) ∈ {−1, 1}. Будем гово-

рить, что sgn(σ) — знак перестановки σ.
Очевидно: P (e) = 0, sgn(e) = 1.

Определение. Пусть N = 0, 1.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, P (σ) = 0. Будем говорить, что P (σ) — число беспорядков в

перестановке σ.
Пусть σ ∈ SN . Обозначим, sgn(σ) = 1. Будем говорить, что sgn(σ) — знак перестановки

σ.
Пусть σ ∈ SN . Очевидно, sgn(σ) = (−1)P (σ).

Замечание. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN , i0 = 1, N − 1. Тогда:

P (σ) =
∑

16i<j6N

h
(

σ(i)− σ(j)
)

=

=
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ(i)− σ(j)
)

+ h
(

σ(i0)− σ(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ(i0)− σ(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ(i0 + 1)− σ(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ(i)− σ(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ(i)− σ(i0 + 1)
)

.

Утверждение. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ1, σ2 ∈ SN , σ1 — элементарная перестановка.

Тогда:
∣

∣P (σ2σ1)− P (σ2)
∣

∣ = 1, sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2).

Доказательство. Так как σ1 — элементарная перестановка, то существует число i0 =
1, N − 1, удовлетворяющее условиям: σ1(i0) = i0 +1, σ1(i0 +1) = i0, σ1(i) = i при: i = 1, N ,
i 6= i0, i 6= i0 + 1. Тогда:

P (σ2) =
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ2(i)− σ2(j)
)

+ h
(

σ2(i0)− σ2(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0)− σ2(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(j)
)

+
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+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0 + 1)
)

;

P (σ2σ1) =
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(j)
)

+ h
(

(σ2σ1)(i0)− (σ2σ1)(i0 + 1)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

(σ2σ1)(i0)− (σ2σ1)(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

(σ2σ1)(i0 + 1)− (σ2σ1)(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(i0)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

(σ2σ1)(i)− (σ2σ1)(i0 + 1)
)

=

=
∑

16i<j6N,
i, j 6=i0, i0+1

h
(

σ2(i)− σ2(j)
)

+ h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(i0)
)

+

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(j)
)

+
N
∑

j=i0+2

h
(

σ2(i0)− σ2(j)
)

+

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0 + 1)
)

+

i0−1
∑

i=1

h
(

σ2(i)− σ2(i0)
)

.

Следовательно:

P (σ2σ1)− P (σ2) = h
(

σ2(i0 + 1)− σ2(i0)
)

− h
(

σ2(i0)− σ2(i0 + 1)
)

.

Так как σ2 — обратимая функция, то σ2(i0) 6= σ2(i0 + 1). Пусть σ2(i0) < σ2(i0 + 1). Тогда
P (σ2σ1) − P (σ2) = 1. Следовательно:

∣

∣P (σ2σ1) − P (σ2)
∣

∣ = 1, sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2). Пусть
σ2(i0) > σ2(i0 + 1). Тогда P (σ2σ1) − P (σ2) = −1. Следовательно:

∣

∣P (σ2σ1) − P (σ2)
∣

∣ = 1,
sgn(σ2σ1) = − sgn(σ2).

Утверждение.

1. Пусть: N ∈ Z, N > 2; r ∈ N, σ1, . . . , σr ∈ SN , σ1, . . . , σr — элементарные переста-

новки. Тогда sgn(σr · · · σ1) = (−1)r.
2. Пусть: N ∈ N, N > 2; σ ∈ SN , σ — элементарная перестановка. Тогда sgn(σ) = −1.
3. Пусть: N ∈ Z+; σ1, σ2 ∈ SN . Тогда sgn(σ2σ1) = sgn(σ2) sgn(σ1).
4. Пусть: N ∈ Z+; σ ∈ SN . Тогда sgn(σ−1) = sgn(σ).
5. Пусть: N ∈ Z, N > 2; σ ∈ SN , σ — простая перестановка. Тогда sgn(σ) = −1.
6. Пусть: N ∈ Z, N > 2; r ∈ N, σ1, . . . , σr ∈ SN , σ1, . . . , σr — простые перестановки.

Тогда sgn(σr · · · σ1) = (−1)r.

Доказательство.

1. Очевидно:

sgn(σr · · · σ1) = sgn(eσr · · · σ1) = (−1)r sgn(e) = (−1)r.

2. Очевидно: sgn(σ) = (−1)1 = −1.
3. Пусть N > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки

σ1,1, . . . , σ1,r ∈ SN , удовлетворяющие условиям: σ1,1, . . . , σ1,r — элементарные перестановки,
σ1 = σ1,r · · · σ1,1. Следовательно:

sgn(σ2σ1) = sgn(σ2σ1,r · · · σ1,1) = sgn(σ2)(−1)r = sgn(σ2) sgn(σ1).
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Пусть N = 0, 1. Тогда σ1, σ2 = e. Следовательно:

sgn(σ2σ1) = sgn(ee) = sgn(e) = sgn(e) sgn(e) = sgn(σ2) sgn(σ1).

4. Очевидно: σσ−1 = e, sgn(σσ−1) = sgn(e), sgn(σ) sgn(σ−1) = 1, sgn(σ−1) = sgn(σ).
5. Так как σ — простая перестановка, то существуют числа k, m = 1, N , удовле-

творяющие условиям: k < m, σ(k) = m, σ(m) = k, σ(i) = i при: i = 1, N , i 6= k,
i 6= m. Тогда существуют перестановки σ1, . . . , σ2(m−k)−1 ∈ SN , удовлетворяющие услови-
ям: σ1, . . . , σ2(m−k)−1 — элементарные перестановки, σ = eσ2(m−k)−1 · · · σ1. Следовательно:
sgn(σ) = sgn(eσ2(m−k)−1 · · · σ1) = (−1)2(m−k)−1 sgn(e) = −1.

6. Очевидно: sgn(σr · · · σ1) = sgn(σr) · · · sgn(σ1) = (−1)r.

9.2. Существование и единственность определителя

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F — определитель в пространстве KN×N .

1. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = −F (A1, . . . , AN).

2. Пусть: σ ∈ SN , A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = sgn(σ)F (A1, . . . , AN).

3. Пусть σ ∈ SN . Тогда:

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ).

4. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F (A) = F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N .

5. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F (A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N)
N .

Доказательство.

1. Очевидно:

F (A1, . . . , Ak−1, Ak + Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak + Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) +

+ F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = 0,

F (A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) = −F (A1, . . . , AN).

2. Пусть N > 2. Тогда существует число r ∈ N, существуют перестановки σ1, . . . , σr ∈
SN , удовлетворяющие условиям: σ1, . . . , σr — элементарные перестановки, σ = σr · · · σ1.
Следовательно:

F (Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = F (A(σr···σ1)(1), . . . , A(σr ···σ1)(N)) = (−1)rF (A1, . . . , AN) =
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= sgn(σ)F (A1, . . . , AN).

Пусть N = 1. Тогда σ = e. Следовательно:

F (Aσ(1)) = F (Ae(1)) = F (A1) = sgn(e)F (A1) = sgn(σ)F (A1).

3. Очевидно:

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ)F (I1, . . . , IN) = sgn(σ)F (I) = sgn(σ).

4. Очевидно:

F (A) = F (A1, . . . , AN ) = F (Ik1A
k1
1 , . . . , IkNA

kN
N ) = F (Ik1 , . . . , IkN )A

k1
1 · · ·AkN

N .

5. Очевидно:

F (A) = F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N =
∑

k1,...,kN=1,N,
k1, . . . , kN — различные числа

F (Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N =

=
∑

σ∈SN

F (Iσ(1), . . . , Iσ(N))A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N)
N =

∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N)
N .

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F1, F2 — определители в пространстве

KN×N . Тогда F1 = F2.

Доказательство. Очевидно, F1, F2 : K
N×N =⇒ K. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

F1(A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N)
N = F2(A).

Следовательно, F1 = F2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N; F (A) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N)
N при A ∈

KN×N . Тогда F — определитель в пространстве KN×N .

Доказательство. Очевидно, F : KN×N =⇒ K.
1. Пусть: k = 1, N , X, Y , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 (X + Y )σ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 Xσ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(N)
N +

+
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 Y σ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(N)
N =

= F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + F (A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ K, A1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

F (A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN ) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 (λAk)

σ(k)A
σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(N)
N =

= λ
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N)
N = λF (A1, . . . , AN).
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3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, X, A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , Am−1, Am+1, . . . , AN ∈ KN .
Обозначим: σ0(k) = m, σ0(m) = k, σ0(i) = i при: i = 1, N , i 6= k, i 6= m. Тогда: σ0 ∈ SN ,
σ0 — простая перестановка. Обозначим:

SN,1 =
{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(k) < σ(m)
}

,

SN,2 =
{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(k) > σ(m)
}

.

Тогда: SN,1 ∪ SN,2 = SN , SN,1 ∩ SN,2 = ∅, SN,1, SN,2 6= ∅. Следовательно:

F (A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , Am−1, X,Am+1, . . . , AN) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 Xσ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(m−1)
m−1 Xσ(m)A

σ(m+1)
m+1 · · ·A

σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 Xσ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(m−1)
m−1 Xσ(m)A

σ(m+1)
m+1 · · ·A

σ(N)
N +

+
∑

σ∈SN,2

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 Xσ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(m−1)
m−1 Xσ(m)A

σ(m+1)
m+1 · · ·A

σ(N)
N =

= [замена: σ̃ = σσ0, σ ∈ SN,2; σ = σ̃σ0, σ̃ ∈ SN,1] =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 Xσ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(m−1)
m−1 Xσ(m)A

σ(m+1)
m+1 · · ·A

σ(N)
N +

+
∑

σ̃∈SN,1

sgn(σ̃σ0)A
(σ̃σ0)(1)
1 · · ·A

(σ̃σ0)(k−1)
k−1 X(σ̃σ0)(k) ×

× A
(σ̃σ0)(k+1)
k+1 · · ·A

(σ̃σ0)(m−1)
m−1 X(σ̃σ0)(m)A

(σ̃σ0)(m+1)
m+1 · · ·A

(σ̃σ0)(N)
N =

=
∑

σ∈SN,1

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(k−1)
k−1 Xσ(k)A

σ(k+1)
k+1 · · ·A

σ(m−1)
m−1 Xσ(m)A

σ(m+1)
m+1 · · ·A

σ(N)
N −

−
∑

σ̃∈SN,1

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·A

σ̃(k−1)
k−1 X σ̃(m)A

σ̃(k+1)
k+1 · · ·A

σ̃(m−1)
m−1 X σ̃(k)A

σ̃(m+1)
m+1 · · ·A

σ̃(N)
N = 0.

4. Очевидно:

F (I) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)I
σ(1)
1 · · · I

σ(N)
N =

∑

σ∈SN

sgn(σ)δ
σ(1)
1 · · · δ

σ(N)
N = sgn(e)δ

e(1)
1 · · · δ

e(N)
N = 1.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N. Обозначим через detN определитель в про-
странстве KN×N . Далее обычно будем писать det вместо detN .

9.3. Основные свойства определителя

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N.

1. Пусть: k = 1, N , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ KN . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = 0.

2. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ KN , Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.
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3. Пусть: A1, . . . , AN ∈ KN , A1, . . . , AN ∈ KN — линейно зависимые столбцы. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

4. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ KN , X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).

5. Пусть: A ∈ KN×N , k1, . . . , kN = 1, N . Тогда:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

6. Пусть A, B ∈ KN×N . Тогда:

det(BA) = det(B) det(A).

7. Пусть A ∈ KN×N . Тогда:

det(AT ) = det(A).

Доказательство.

1. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ak−1, 0θ, Ak+1, . . . , AN) =

= 0det(A1, . . . , Ak−1, θ, Ak+1, . . . , AN) = 0.

2. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN), то существуют числа α1, . . . , αk−1,
αk+1, . . . , αN , удовлетворяющие условиям: α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αN ∈ K, Ak =

∑

m=1,N,m 6=k

αmAm. Тогда:

det(A1, . . . , AN ) = det
(

A1, . . . , Ak−1,
∑

m=1,N,m 6=k

αmAm, Ak+1, . . . , AN

)

=

=
∑

m=1,N,m 6=k

αm det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , AN) = 0.

3. Пусть N > 2. Так как A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы, то существует
номер k = 1, N , удовлетворяющий условию Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда
det(A1, . . . , AN) = 0.

Пусть N = 1. Так как A1 — линейно зависимый столбец, то A1 = θ. Тогда: det(A1) =
det(θ) = 0.

4. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , AN ) + det(A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).

5. Пусть числа k1, . . . , kN не являются различными. Тогда: det(Ak1 , . . . , AkN ) = 0,
det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = 0. Следовательно, det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

Пусть k1, . . . , kN — различные числа. Обозначим: σ(1) = k1, . . . , σ(N) = kN . Тогда
σ ∈ SN . Следовательно:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(Aσ(1), . . . , Aσ(N)) = sgn(σ) det(A1, . . . , AN) = sgn(σ) det(A);

det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = det(A) det(Iσ(1), . . . , Iσ(N)) = sgn(σ) det(A) det(I1, . . . , IN) =

= sgn(σ) det(A) det(I) = sgn(σ) det(A).

Тогда det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).
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6. Очевидно:

det(BA) = det
(

(BA)1, . . . , (BA)N
)

= det(Bk1A
k1
1 , . . . , BkNA

kN
N ) =

= det(Bk1 , . . . , BkN )A
k1
1 · · ·AkN

N = det(Ik1 , . . . , IkN ) det(B)Ak1
1 · · ·AkN

N = det(B) det(A).

7. Очевидно:

det(AT ) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)(AT )
σ(1)
1 · · · (AT )

σ(N)
N =

∑

σ∈SN

sgn(σ)A1
σ(1) · · ·A

N
σ(N) =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ−1(1)
1 · · ·A

σ−1(N)
N = [замена: σ̃ = σ−1, σ ∈ SN ; σ = σ̃−1, σ̃ ∈ SN ] =

=
∑

σ̃∈SN

sgn(σ̃−1)A
σ̃(1)
1 · · ·A

σ̃(N)
N =

∑

σ̃∈SN

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·A

σ̃(N)
N = det(A).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}, N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i, j = 1, N . Обозначим

через ∆
j

i (A) определитель матрицы, которая получается из матрицы A вычёркиванием

столбца Ai и строки Aj. Будем говорить, что ∆
j

i (A) — минор матрицы A, дополнительный

к элементу A
j
i . Будем говорить, что (−1)j+i∆

j

i (A) — алгебраическое дополнение элемента
A

j
i в матрице A.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N . Тогда:

det(A1, . . . , AN−1, IN) = ∆
N

N(A).

Доказательство. Пусть σ̃ ∈ SN−1. Обозначим: ϕ(σ̃)(k) = σ̃(k) при k = 1, N − 1; ϕ(σ̃)(N) =
N . Тогда: ϕ(σ̃) ∈ SN , sgn

(

ϕ(σ̃)
)

= sgn(σ̃). Очевидно: ϕ — обратимая функция, D(ϕ) =
SN−1, R(ϕ) =

{

σ : σ ∈ SN ∧ σ(N) = N
}

. Тогда:

det(A1, . . . , AN−1, IN) =
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N−1)
N−1 I

σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N−1)
N−1 δ

σ(N)
N =

∑

σ∈SN , σ(N)=N

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N−1)
N−1 δ

σ(N)
N =

=
∑

σ∈SN , σ(N)=N

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·A

σ(N−1)
N−1 =

[

замена: σ = ϕ(σ̃), σ̃ ∈ SN−1

]

=

=
∑

σ̃∈SN−1

sgn
(

ϕ(σ̃)
)

A
ϕ(σ̃)(1)
1 · · ·A

ϕ(σ̃)(N−1)
N−1 =

∑

σ̃∈SN−1

sgn(σ̃)A
σ̃(1)
1 · · ·A

σ̃(N−1)
N−1 = ∆

N

N(A).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i0, j0 = 1, N . Тогда:

det(A1, . . . , Ai0−1, Ij0 , Ai0+1, . . . , AN) = (−1)j0+i0∆
j0

i0
(A).

Доказательство. Обозначим:

B = (A1, . . . , Ai0−1, Ai0+1, . . . , AN , Ij0),

C =























B1

...
Bj0−1

Bj0+1

...
BN

Bj0























.



10 9. Определитель матрицы

Тогда:

det(A1, . . . , Ai0−1, Ij0 , Ai0+1, . . . , AN) = (−1)N−i0 det(A1, . . . , Ai0−1, Ai0+1, . . . , AN , Ij0) =

= (−1)N−i0 det(B) = (−1)N−i0 det























B1

...
Bj0−1

Bj0

Bj0+1

...
BN























= (−1)N−i0(−1)N−j0 det























B1

...
Bj0−1

Bj0+1

...
BN

Bj0























=

= (−1)N−i0(−1)N−j0 det(C) = (−1)N−i0(−1)N−j0 det(C1, . . . , CN−1, CN) =

= (−1)j0+i0 det(C1, . . . , CN−1, IN) = (−1)j0+i0∆
N

N(C) = (−1)j0+i0∆
j0

i0
(A).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N , i0 = 1, N . Тогда:

det(A) =
N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.

Доказательство. Очевидно:

det(A) = det(A1, . . . , Ai0−1, Ai0 , Ai0+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ai0−1, IjA
j
i0
, Ai0+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , Ai0−1, Ij, Ai0+1, . . . , AN)A
j
i0
=

N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.

9.4. Метод Гаусса—Жордана для вычисления определителя

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ Z, N > 2; A ∈ KN×N .
Пусть: ∃i = 1, N(Ai = θ̃) либо ∃j = 1, N(Aj = θ̃). Тогда det(A) = 0. Остановим процесс.
Пусть: ∀i = 1, N(Ai 6= θ̃), ∀j = 1, N(Aj 6= θ̃), N = 2. Тогда det(A) = A1

1A
2
2 − A2

1A
1
2.

Остановим процесс.
Пусть: ∀i = 1, N(Ai 6= θ̃), ∀j = 1, N(Aj 6= θ̃), N > 3. Обозначим, N1 = N − 1. Тогда:

N1 ∈ Z, N1 > 2. Выберем числа i0, j0 = 1, N , удовлетворяющие условию A
j0
i0
6= 0. Первый

вариант. Обнулим элементы, стоящие над элементом A
j0
i0

, обнулим элементы, стоящие под

элементом A
j0
i0

. Разложим полученный определитель по столбцу с номером i0, получим чис-
ло λ1 ∈ R, получим матрицу B1 ∈ RN1×N1 , удовлетворяющую условию det(A) = λ1 det(B1).
Второй вариант. Обнулим элементы, стоящие левее элемента A

j0
i0

, обнулим элементы, сто-

ящие правее элемента A
j0
i0

. Разложим полученный определитель по строке с номером
j0, получим число λ1 ∈ R, получим матрицу B1 ∈ RN1×N1 , удовлетворяющую условию
det(A) = λ1 det(B1). Перейдём к следующему шагу.

Пусть: ∃i = 1, N1

(

(B1)i = θ̃
)

либо ∃j = 1, N1

(

(B1)
j = θ̃

)

. Тогда: det(A) = λ1 det(B1) = 0.
Остановим процесс.

Пусть: ∀i = 1, N1

(

(B1)i 6= θ̃
)

, ∀j = 1, N1

(

(B1)
j 6= θ̃

)

, N1 = 2. Тогда: det(A) =
λ1 det(B1) = λ1

(

(B1)
1
1(B1)

2
2 − (B1)

2
1(B1)

1
2

)

. Остановим процесс.

Пусть: ∀i = 1, N1

(

(B1)i 6= θ̃
)

, ∀j = 1, N1

(

(B1)
j 6= θ̃

)

, N1 > 3. Обозначим, N2 = N1 − 1.

Тогда: N2 ∈ Z, N2 > 2. Выберем числа i0, j0 = 1, N1, удовлетворяющие условию (B1)
j0
i0
6= 0.
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Первый вариант. Обнулим элементы, стоящие над элементом (B1)
j0
i0

, обнулим элементы,

стоящие под элементом (B1)
j0
i0

. Разложим полученный определитель по столбцу с номером
i0, получим число λ2 ∈ R, получим матрицу B2 ∈ RN2×N2 , удовлетворяющую условию
det(A) = λ2 det(B2). Второй вариант. Обнулим элементы, стоящие левее элемента (B1)

j0
i0

,

обнулим элементы, стоящие правее элемента (B1)
j0
i0

. Разложим полученный определитель
по строке с номером j0, получим число λ2 ∈ R, получим матрицу B2 ∈ RN2×N2 , удовлетво-
ряющую условию det(A) = λ2 det(B2). Перейдём к следующему шагу.

Продолжая рассуждения, получим det(A).
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