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Лекция 8. Базис линейного пространства

8.1. Базис линейного пространства

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
Будем говорить, что e — базис множества Q длины r, если: r ∈ N, e ∈ Qr, e1, . . . , er —

линейно независимые векторы, Q ⊆ L(e1, . . . , er).
Будем говорить, что e — базис множества Q, если существует число r, удовлетворяющее

условию: e — базис множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —

подпространство пространства L, e — базис подпространства Q длины r. Тогда Q =
L(e1, . . . , er).

Доказательство. Так как e — базис подпространства Q длины r, то: r ∈ N, e ∈ Qr,
e1, . . . , er — линейно независимые векторы, Q ⊆ L(e1, . . . , er).

Пусть x ∈ L(e1, . . . , er). Тогда существуют числа λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие
условию x = λkek. Так как: Q — подпространство пространства L, e1, . . . , er ∈ Q, то:
x = λkek ∈ Q. Тогда L(e1, . . . , er) ⊆ Q. Так как: Q ⊆ L(e1, . . . , er), L(e1, . . . , er) ⊆ Q, то
Q = L(e1, . . . , er).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

x1, . . . , xr ∈ L.

1. Пусть e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0. Тогда e — базис подпростран-

ства L(x1, . . . , xr) длины r0.
2. Пусть: e — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0; e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr}.

Тогда e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0.

Доказательство.

1. Так как e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0, то: r0 ∈ N, e ∈ {x1, . . . , xr}
r0 ,

e1, . . . , er0 — линейно независимые векторы, {x1, . . . , xr} ⊆ L(e1, . . . , er0).
Очевидно: e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr} ⊆ L(x1, . . . , xr). Пусть x ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда су-

ществуют числа α1, . . . , αr ∈ K, удовлетворяющие условию x = αkxk. Пусть k = 1, r. Тогда
существуют числа β1

k , . . . , β
r0
k ∈ K, удовлетворяющие условию xk = βm

k em. Следовательно:

x = αkxk = αk(βm
k em) = (αkβm

k )em.

Итак, e — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0.
2. Так как e — базис подпространства L(x1, . . . , xr) длины r0, то: r0 ∈ N, e ∈

L(x1, . . . , xr)
r0 , e1, . . . , er0 — линейно независимые векторы, L(x1, . . . , xr) ⊆ L(e1, . . . , er0).

По условию, e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr}. Очевидно: {x1, . . . , xr} ⊆ L(x1, . . . , xr) ⊆
L(e1, . . . , er0). Итак, e — базис множества {x1, . . . , xr} длины r0.
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Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L, e —
базис множества Q длины r.

Пусть x ∈ Q. Будем говорить, что x̃ — столбец координат вектора x в базисе e, если:
x̃ ∈ Kr, x = x̃kek.

Пусть x ∈ Q. Очевидно, существует единственный столбец x̃, удовлетворяющий усло-
вию: x̃ — столбец координат вектора x в базисе e.

Пусть x ∈ Q. Обозначим через [x](e) столбец координат вектора x в базисе e.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,

e — базис множества Q длины r.
1. Пусть: x, y ∈ Q, x+ y ∈ Q. Тогда [x+ y](e) = [x](e) + [y](e).
2. Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q, λx ∈ Q. Тогда [λx](e) = λ[x](e).
3. Пусть θ ∈ Q. Тогда [θ](e) = θ̃ (здесь θ̃ — нулевой вектор пространства Kr).
4. Справедливо утверждение: [ek]

m(e) = δmk при k, m = 1, r.

Доказательство.

1. Очевидно:

[x](e) + [y](e) ∈ Kr,

x+ y = [x]k(e)ek + [y]k(e)ek =
(

[x]k(e) + [y]k(e)
)

ek =
(

[x](e) + [y](e)
)k
ek.

Тогда [x+ y](e) = [x](e) + [y](e).
2. Очевидно:

λ[x](e) ∈ Kr,

λx = λ
(

[x]k(e)ek
)

=
(

λ[x]k(e)
)

ek =
(

λ[x](e)
)k
ek.

Тогда [λx](e) = λ[x](e).
3. Очевидно, θ̃ ∈ Kr. Так как: θ̃k = 0 при k = 1, r, то θ = θ̃kek. Тогда [θ](e) = θ̃.
4. Пусть k = 1, r. Очевидно, ek = [ek]

m(e)em. С другой стороны, ek = δmk em. Тогда:
[ek]

m(e) = δmk при m = 1, r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

x1, . . . , xr ∈ L, e — базис пространства L длины N . Векторы x1, . . . , xr являются линейно

зависимыми тогда и только тогда, когда столбцы [x1](e), . . . , [xr](e) являются линейно

зависимыми.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда существуют чис-
ла λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Следовательно:

λk[xk](e) = [λkxk](e) = [θ](e) = θ̃.

Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то [x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы.
Пусть [x1](e), . . . , [xr](e) — линейно зависимые столбцы. Тогда существуют числа

λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λk[xk](e) = θ̃, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Следова-
тельно:

λkxk =
(

[λkxk](e)
)m

em =
(

λk[xk](e)
)m

em = θ̃mem = θ.

Так как ∃k = 1, r(λk 6= 0), то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.
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Замечание (линейная система координат в линейном пространстве). Пусть: K ∈ {C,R,Q};
L — линейное пространство над полем K; e — базис пространства L длины r.

Обозначим: he(x) = [x](e) при x ∈ L. Очевидно: he — обратимая функция, D(he) = L,
R(he) = Kr; h−1

e (x̃) = x̃kek при x̃ ∈ Kr. Будем говорить, что he — линейная координатная
карта (линейная система координат) в пространстве L, соответствующая базису e. Пусть
x ∈ L. Будем говорить, что he(x) — столбец координат вектора x в координатной карте he.

Утверждение. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr — различные объекты, Q = {x1, . . . , xr}; K ∈
{C,R,Q}. Фиксируем номер k = 1, r. Обозначим: ek(xk) = 1, ek(x) = 0 при: x ∈ Q, x 6= xk.

1. Справедливо утверждение: e1, . . . , er — базис пространства Fun(Q,K) длины r.
2. Пусть ϕ : Q =⇒ K. Тогда: [ϕ]k(e) = ϕ(xk) при k = 1, r.

Доказательство.

1. Очевидно: r ∈ N, e1, . . . , er : Q =⇒ K. Так как x1, . . . , xr — различные объекты, то:
ek(xm) = δmk при k, m = 1, r. Пусть λ1, . . . , λr ∈ K. Пусть m = 1, r. Тогда:

(λkek)(xm) = λkek(xm) = λkδmk = λm.

Пусть: λ1, . . . , λr ∈ K, λkek = Θ (здесь Θ — нулевой вектор пространства Fun(Q,K)).
Пусть m = 1, r. Тогда:

(λkek)(xm) = Θ(xm),

λm = 0.

Следовательно, e1, . . . , er — линейно независимые функции.
Пусть ϕ : Q =⇒ K. Пусть x ∈ Q. Тогда существует номер m = 1, r, удовлетворяю-

щий условию x = xm. Следовательно:

(

r
∑

k=1

ϕ(xk)ek

)

(x) =
(

r
∑

k=1

ϕ(xk)ek

)

(xm) = ϕ(xm) = ϕ(x).

Тогда
r
∑

k=1

ϕ(xk)ek = ϕ. Итак, e1, . . . , er — базис пространства Fun(Q,K) длины r.

2. Очевидно, ϕ = [ϕ]k(e)ek. С другой стороны, ϕ =
r
∑

k=1

ϕ(xk)ek. Тогда: [ϕ]k(e) = ϕ(xk)

при k = 1, r.

Замечание (простейший базис пространства KN). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N. Обозна-
чим: e1 = (1, 0, . . . , 0)T , . . . , eN = (0, . . . , 0, 1)T . Тогда e1, . . . , eN — базис пространства KN

длины N . Будем говорить, что e — простейший базис пространства KN .
Пусть x ∈ KN . Тогда: [x]k(e) = xk при k = 1, r. Следовательно, [x](e) = x.

Замечание (простейший базис пространства KN2×N1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N.
Обозначим:

e1 =















1 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · ·

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0















,
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e2 =















0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · ·

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0















,

· · ·

eN2N1−1 =















0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · ·

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 1 0















,

eN2N1
=















0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0
...

...
... · · ·

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 1















.

Тогда e — базис пространства KN2×N1 длины N2N1. Будем говорить, что e — простейший
базис пространства KN2×N1 .

Пусть A ∈ KN2×N1 . Тогда: [A]1(e) = A1
1, [A]2(e) = A1

2, . . . , [A]
N2N1−1(e) = AN2

N1−1
,

[A]N2N1(e) = AN2

N1
.

Замечание. Пусть: N = 1, 3; O, I1, . . . , IN — аффинно независимые точки пространства

EN , h — соответствующая аффинная координатная карта, ek =
−−→
OIk при k = 1, N . Тогда

e1, . . . , eN — базис пространства ~EN длины N .

Замечание (аффинная система координат в аффинном пространстве). Пусть: K ∈
{C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K; O ∈ Q, e — базис пространства
Q длины r.

Обозначим: hO,e(p) = [
−→
Op](e) при p ∈ Q. Очевидно: hO,e — обратимая функция,

D(hO,e) = Q, R(hO,e) = Kr; h−1

O,e(x) = O + xkek при x ∈ Kr. Будем говорить, что: hO,e —
аффинная координатная карта (аффинная система координат) в пространстве Q, соот-
ветствующая точке O и базису e. Пусть p ∈ Q. Будем говорить, что hO,e(p) — столбец

координат точки p в координатной карте hO,e. Очевидно: hm
O,e(O) = [

−→
OO]m(e) = [θ]m(e) = 0

при m = 1, r; hm
O,e(O + ek) =

[−−−−−−−→
O(O + ek)

]m
(e) = [ek]

m(e) = δmk при k, m = 1, r.

8.2. Размерность линейного пространства

Определение (ранг множества векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K; Q ⊆ L.

Обозначим через µ∗(Q) множество всех номеров k, удовлетворяющих условиям: k ∈
N, существуют векторы x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию: x1, . . . , xk — линейно
независимые векторы.

Пусть µ∗(Q) = ∅. Обозначим, rank(Q) = 0.
Пусть: µ∗(Q) 6= ∅, ∃r ∈ N∀k ∈ µ∗(Q)(k 6 r). Обозначим, rank(Q) = max

(

µ∗(Q)
)

.
Пусть ∀r ∈ N∃k ∈ µ∗(Q)(k > r + 1). Обозначим, rank(Q) = +∞.
Будем говорить, что rank(Q) — ранг множества Q.
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Определение (размерность подпространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K; Q — подпространство пространства L. Обозначим, dim(Q) =
rank(Q). Будем говорить, что dim(Q) — размерность подпространства Q.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
Пусть r ∈ µ∗(Q). Тогда ∀k = 1, r

(

k ∈ µ∗(Q)
)

.
Пусть: r ∈ N, r /∈ µ∗(Q). Тогда ∀k[k ∈ Z ∧ k > r]

(

k /∈ µ∗(Q)
)

.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L.
1. Пусть rank(Q) = 0. Тогда для любого номера k ∈ N, для любых векторов x1, . . . , xk ∈

Q справедливо утверждение: x1, . . . , xk — линейно зависимые векторы.
Пусть для любого вектора x ∈ Q справедливо утверждение: x — линейно зависимый

вектор. Тогда rank(Q) = 0.
2. Пусть: r ∈ N, rank(Q) = r. Тогда: для любого номера k = 1, r существуют векторы

x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию: x1, . . . , xk — линейно независимые векторы;
для любого номера k, удовлетворяющего условиям: k ∈ Z, k > r + 1, для любых векторов
x1, . . . , xk ∈ Q справедливо утверждение: x1, . . . , xk — линейно зависимые векторы.

Пусть: r ∈ N; существуют векторы x1, . . . , xr ∈ Q, удовлетворяющие условию:
x1, . . . , xr — линейно независимые векторы; для любых векторов x1, . . . , xr+1 ∈ Q спра-
ведливо утверждение: x1, . . . , xr+1 — линейно зависимые векторы. Тогда rank(Q) = r.

3. Пусть rank(Q) = +∞. Тогда для любого номера k ∈ N существуют векторы
x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию: x1, . . . , xk — линейно независимые векторы.

Пусть для любого номера r ∈ N существует номер k, удовлетворяющий условиям:
k ∈ Z, k > r+1, такой, что существуют векторы x1, . . . , xk ∈ Q, удовлетворяющие условию:
x1, . . . , xk — линейно независимые векторы. Тогда rank(Q) = +∞.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.
1. Пусть: Q ⊆ L, rank(Q) = 0. Тогда: Q — множество, ∀x ∈ Q(x = θ).

Пусть: Q — множество, ∀x ∈ Q(x = θ). Тогда: Q ⊆ L, rank(Q) = 0.
2. Пусть: Q ⊆ L, rank(Q) = 0. Тогда Q = ∅ ∨Q = {θ}.

Пусть Q = ∅ ∨Q = {θ}. Тогда: Q ⊆ L, rank(Q) = 0.
3. Пусть: Q ⊆ L, Q — конечное множество. Тогда rank(Q) 6 card(Q).
4. Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L, Q = {x1, . . . , xr}. Тогда: Q ⊆ L, Q — конечное множество,

card(Q) 6 r. Следовательно rank(Q) 6 r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q2 ⊆ L,

Q1 ⊆ Q2. Тогда rank(Q1) 6 rank(Q2).

Доказательство. Обозначим: r1 = rank(Q1), r2 = rank(Q2). Тогда r1, r2 ∈ Z+. Предполо-
жим, что r2 < r1. Тогда: r1 ∈ N, r2 ∈ Z+. Так как: rank(Q1) = r1, r2+1 6 r1, то существуют
векторы x1, . . . , xr2+1, удовлетворяющие условиям: x1, . . . , xr2+1 ∈ Q1, x1, . . . , xr2+1 — ли-
нейно независимые векторы. Так как: x1, . . . , xr2+1 ∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то x1, . . . , xr2+1 ∈ Q2.
Так как rank(Q2) = r2, то x1, . . . , xr2+1 — линейно зависимые векторы (что противоречит
утверждению: x1, . . . , xr2+1 — линейно независимые векторы). Итак, r1 6 r2.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,

r ∈ N, rank(Q) = r, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы. Тогда

e1, . . . , er — базис множества Q длины r.

Доказательство. По условию: r ∈ N, e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые
векторы.
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Пусть x ∈ Q. Так как: rank(Q) = r, e1, . . . , er ∈ Q, то e1, . . . , er, x — линейно зависимые
векторы. Так как e1, . . . , er — линейно независимые векторы, то x ∈ L(e1, . . . , er). Итак,
e — базис множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q ⊆ L,

r ∈ N, rank(Q) = r. Тогда существуют векторы e1, . . . , er, удовлетворяющие условию:

e1, . . . , er — базис множества Q длины r.

Доказательство. Так как rank(Q) = r, то существуют векторы e1, . . . , er, удовлетво-
ряющие условиям: e1, . . . , er ∈ Q, e1, . . . , er — линейно независимые векторы. Так как
rank(Q) = r, то e1, . . . , er — базис множества Q длины r.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

x1, . . . , xr ∈ L.

Пусть: r0 ∈ N, e ∈ {x1, . . . , xr}
r0, {x1, . . . , xr} ⊆ L(e1, . . . , er0), r0 < r. Тогда x1, . . . , xr —

линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как e1, . . . , er0 ∈ {x1, . . . , xr}, то существуют числа k1, . . . , kr0 =
1, r, удовлетворяющие условиям: e1 = xk1 , . . . , er0 = xkr0

. Так как r0 < r, то существует

число k = 1, r, удовлетворяющее условию k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда k1, . . . , kr0 ∈ {1, . . . , k −
1, k + 1, . . . , r}. Так как xk ∈ {x1, . . . , xr}, то: xk ∈ L(e1, . . . , er0) = L(xk1 , . . . , xkr0

). Так как
k1, . . . , kr0 ∈ {1, . . . , k−1, k+1, . . . , r}, то xk ∈ L(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xr). Тогда x1, . . . , xr —
линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,

Q2 — подпространства пространства L, Q1 ⊆ Q2, dim(Q1) = dim(Q2), dim(Q2) 6= +∞.

Тогда Q1 = Q2.

Доказательство. Обозначим, N = dim(Q2). Тогда: N ∈ Z+, dim(Q1), dim(Q2) = N .
Пусть N = 0. Так как dim(Q1), dim(Q2) = N , то Q1, Q2 = {θ}. Тогда Q1 = Q2.
Пусть N 6= 0. Тогда N ∈ N. Так как dim(Q1) = N , то существуют векторы e1, . . . , eN ,

удовлетворяющие условиям: e1, . . . , eN ∈ Q1, e1, . . . , eN — линейно независимые векто-
ры. Так как dim(Q) = N , то e1, . . . , eN — базис подпространства Q1 длины N . Так как:
e1, . . . , eN ∈ Q1, Q1 ⊆ Q2, то e1, . . . , eN ∈ Q2. Так как: dim(Q2) = N , e1, . . . , eN — ли-
нейно независимые векторы, то e1, . . . , eN — базис подпространства Q2 длины N . Тогда:
Q1 = L(e1, . . . , eN) = Q2.
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