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Бадьин А. В.

Лекция 7. Линейное пространство

7.1. Определение линейного пространства

Замечание. Пусть M — множество.

Пусть: F — функция, D(F ) = M2. Далее часто будем писать x+ y вместо F (x, y).

Пусть: F — функция, D(F ) = M2, ∀x ∈ M∀y ∈ M(x + y ∈ M). Тогда: F — функция,
D(F ) = M2, R(F ) ⊆ M . Следовательно, F : M2 =⇒ M .

Пусть F : M2 =⇒ M . Тогда: F — функция, D(F ) = M2, R(F ) ⊆ M . Следовательно:
F — функция, D(F ) = M2, ∀x ∈ M∀y ∈ M(x+ y ∈ M).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество.

Пусть: F — функция, D(F ) = K×M . Далее часто будем писать λx вместо F (λ, x).

Пусть: F — функция, D(F ) = K ×M , ∀λ ∈ K∀x ∈ M(λx ∈ M). Тогда: F — функция,
D(F ) = K×M , R(F ) ⊆ M . Следовательно, F : K×M =⇒ M .

Пусть F : K×M =⇒ M . Тогда: F — функция, D(F ) = K ×M , R(F ) ⊆ M . Следова-
тельно: F — функция, D(F ) = K×M , ∀λ ∈ K∀x ∈ M(λx ∈ M).

Определение (линейное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество,
F1 : M

2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M .

Пусть существует объект u ∈ M , удовлетворяющий условиям:

1. x+ y = y + x при x, y ∈ M ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) при x, y, z ∈ M ;
3. x+ u = x при x ∈ M ;
4. ∀x ∈ M∃y ∈ M(x+ y = u);
5. (αβ)x = α(βx) при: α, β ∈ K, x ∈ M ;
6. 1x = x при x ∈ M ;
7. (α + β)x = αx+ βx при: α, β ∈ K, x ∈ M ;
8. λ(x+ y) = λx+ λy при: λ ∈ K, x, y ∈ M .

Будем говорить, что F1, F2 — линейные операции на множестве M .

Будем говорить, что: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K; M — носи-
тель пространства (M,F1, F2); F1 — операция сложения пространства (M,F1, F2); F2 —
операция умножения пространства (M,F1, F2); F1, F2 — линейные операции пространства
(M,F1, F2). Будем говорить, что x — вектор пространства (M,F1, F2), если x ∈ M . Далее
часто будем отождествлять пространство (M,F1, F2) и множество M .

Определение (нулевой вектор линейного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линей-
ное пространство над полем K. Будем говорить, что u — нулевой вектор пространства L,
если: u ∈ L, ∀x ∈ L(x+ u = x).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Суще-

ствует единственный объект u, удовлетворяющий условию: u — нулевой вектор про-

странства L.

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует объект
u, удовлетворяющий условию: u — нулевой вектор пространства L.

Пусть u1, u2 — нулевые векторы пространства L. Так как: u1 ∈ L, u2 — нулевой вектор
пространства L, то u1+u2 = u1. Так как: u1 — нулевой вектор пространства L, u2 ∈ L, то:
u1 + u2 = u2 + u1 = u2. Тогда u1 = u2.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Далее часто
будем обозначать через θ нулевой вектор пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Тогда

∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y = θ).

Доказательство. Так как L — линейное пространство над полем K, то существует объект
u, удовлетворяющий условиям: u — нулевой вектор пространства L, ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y =
u). Так как u, θ — нулевые векторы пространства L, то u = θ. Тогда ∀x ∈ L∃y ∈ L(x+ y =
θ).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; a, b ∈ L.

Существует единственный вектор x, удовлетворяющий условиям: x ∈ L, a+ x = b.

Доказательство. Так как a ∈ L, то существует вектор ã, удовлетворяющий условиям:
ã ∈ L, a+ ã = θ.

Пусть: x ∈ L, a+ x = b. Тогда:

ã+ (a+ x) = ã+ b,

(ã+ a) + x = ã+ b,

(a+ ã) + x = ã+ b,

θ + x = ã+ b,

x+ θ = ã+ b,

x = ã+ b.

Пусть: x1 ∈ L, a+x1 = b, x2 ∈ L, a+x2 = b. Тогда: x1 = ã+b, x2 = ã+b. Следовательно,
x1 = x2.

Пусть x = ã+ b. Тогда: x ∈ L, a+ x = a+ (ã+ b) = (a+ ã) + b = θ + b = b+ θ = b.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

1. Пусть x ∈ L. Тогда 0x = θ.
2. Пусть x ∈ L. Тогда x+ (−1)x = θ.
3. Пусть λ ∈ K. Тогда λθ = θ.

Доказательство.

1. Очевидно: 0x+ 0x = (0 + 0)x = 0x. С другой стороны, 0x+ θ = 0x. Тогда 0x = θ.
2. Очевидно: x+ (−1)x = 1x+ (−1)x =

(

1 + (−1)
)

x = 0x = θ.
3. Очевидно: λθ = λ(0θ) = 0(λθ) = θ.
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

Пусть x ∈ L. Обозначим, −x = (−1)x. Очевидно: −x ∈ L, x+(−x) = θ. Будем говорить,
что −x — противоположный вектор к вектору x.

Пусть x, y ∈ L. Обозначим, y − x = (−1)x + y. Очевидно: y − x ∈ L, x + (y − x) = y.
Будем говорить, что y − x — разность векторов y, x.

Замечание (основные свойства линейного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q};
(M,F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой элемент пространства
(M,F1, F2). Тогда: M — множество, F1 : M

2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M , θ ∈ M .

1. Пусть x, y ∈ M . Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ M . Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈ M . Тогда x+ θ = x.
4. Пусть x ∈ M . Тогда x+ (−1)x = θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ M . Тогда (αβ)x = α(βx).
6. Пусть x ∈ M . Тогда 1x = x.
7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ M . Тогда (α + β)x = αx+ βx.
8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ M . Тогда λ(x+ y) = λx+ λy.
9. Пусть x ∈ M . Тогда 0x = θ.

10. Пусть λ ∈ K. Тогда λθ = θ.
11. Пусть a, b ∈ M . Существует единственный вектор x, удовлетворяющий условиям:

x ∈ M , a+ x = b.

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F1 : M
2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M ,

θ ∈ M .

Пусть:
1. x+ y = y + x при x, y ∈ M ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) при x, y, z ∈ M ;
3. x+ θ = x при x ∈ M ;
4. ∀x ∈ M∃y ∈ M(x+ y = θ);
5. (αβ)x = α(βx) при: α, β ∈ K, x ∈ M ;
6. 1x = x при x ∈ M ;
7. (α + β)x = αx+ βx при: α, β ∈ K, x ∈ M ;
8. λ(x+ y) = λx+ λy при: λ ∈ K, x, y ∈ M .

Очевидно: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор про-
странства (M,F1, F2).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F1 : M
2 =⇒ M , F2 : K×M =⇒ M ,

θ ∈ M .

Пусть:
1. x+ y = y + x при x, y ∈ M ;
2. (x+ y) + z = x+ (y + z) при x, y, z ∈ M ;
3. x+ θ = x при x ∈ M ;
4. x+ (−1)x = θ при x ∈ M ;
5. (αβ)x = α(βx) при: α, β ∈ K, x ∈ M ;
6. 1x = x при x ∈ M ;
7. (α + β)x = αx+ βx при: α, β ∈ K, x ∈ M ;
8. λ(x+ y) = λx+ λy при: λ ∈ K, x, y ∈ M .

Очевидно: (M,F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор про-
странства (M,F1, F2).
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Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N. Рассмотрим множество KN .
Пусть x, y ∈ KN . Обозначим:

x+ y =







x1 + y1

...
xN + yN






.

Очевидно, x+y ∈ KN . Будем говорить, что {x+y}x,y∈KN — стандартная операция сложения
на множестве KN .

Пусть: λ ∈ K, x ∈ KN . Обозначим:

λx =







λx1

...
λxN






.

Очевидно, λx ∈ KN . Будем говорить, что {λx}λ∈K, x∈KN — стандартная внешняя операция
умножения на множестве KN .

Обозначим:

θ̃ =







0
...
0






.

Очевидно, θ̃ ∈ KN . Будем говорить, что θ̃ — стандартный нулевой элемент множества KN .

Утверждение (линейное пространство KN). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, F1 — стан-

дартная операция сложения на множестве KN , F2 — стандартная внешняя операция

умножения на множестве KN , θ̃ — стандартный нулевой элемент множества KN . То-

гда: (KN , F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ̃ — нулевой вектор простран-

ства (KN , F1, F2).

Доказательство.

1. Пусть x, y ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ y)j = xj + yj = yj + xj = (y + x)j.

Следовательно, x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(x+ y) + z
)j

= (xj + yj) + zj = xj + (yj + zj) =
(

x+ (y + z)
)j
.

Следовательно, (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(x+ θ̃)j = xj + θ̃j = xj + 0 = xj.

Следовательно, x+ θ̃ = x.
4. Пусть x ∈ K. Пусть j = 1, N . Тогда:

(

x+ (−1)x
)j

= xj + (−1)xj = 0 = θ̃j.

Следовательно, x+ (−1)x = θ̃.
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5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(αβ)x
)j

= (αβ)xj = α(βxj) =
(

α(βx)
)j
.

Следовательно, (αβ)x = α(βx).
6. Пусть x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(1x)j = 1xj = xj.

Следовательно, 1x = x.
7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

(α + β)x
)j

= (α + β)xj = αxj + βxj = (αx+ βx)j.

Следовательно, (α + β)x = αx+ βx.
8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ KN . Пусть j = 1, N . Тогда:

(

λ(x+ y)
)j

= λ(xj + yj) = λxj + λyj = (λx+ λy)j.

Следовательно, λ(x+ y) = λx+ λy.
Итак: (KN , F1, F2) — линейное пространство над полем K, θ̃ — нулевой вектор про-

странства (KN , F1, F2).

Утверждение (линейное пространство ~EN). Пусть: N = 1, 3, F1 — стандартная опе-

рация сложения на множестве ~EN , F2 — стандартная внешняя операция умноже-

ния на множестве ~EN , θ — стандартный нулевой элемент множества ~EN . Тогда:

( ~EN , F1, F2) — линейное пространство над полем R, θ — нулевой вектор пространства

( ~EN , F1, F2).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N. Рассмотрим множество KN2×N1 .
Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(A+B)ji = Aj
i + Bj

i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, A+B ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что {A+B}A,B∈KN2×N1 — стандартная операция
сложения на множестве KN2×N1 .

Пусть: λ ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Обозначим:

(λA)ji = λAj
i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, λA ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что {λA}λ∈K, A∈KN2×N1 — стандартная внешняя
операция умножения на множестве KN2×N1 .

Обозначим:

Θj
i = 0, i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, Θ ∈ KN2×N1 . Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент множества
KN2×N1 .

Утверждение (линейное пространство KN2×N1). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N,

F1 — стандартная операция сложения на множестве KN2×N1, F2 — стандартная внеш-

няя операция умножения на множестве KN2×N1, Θ — стандартный нулевой элемент

множества KN2×N1. Тогда: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ —

нулевой вектор пространства (KN2×N1 , F1, F2).
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Доказательство.

1. Пусть A, B ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+ B)ji = Aj
i +Bj

i = Bj
i + Aj

i = (B + A)ji .

Следовательно, A+ B = B + A.
2. Пусть A, B, C ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(A+ B) + C
)j

i
= (Aj

i + Bj
i ) + Cj

i = Aj
i + (Bj

i + Cj
i ) =

(

A+ (B + C)
)j

i
.

Следовательно, (A+ B) + C = A+ (B + C).
3. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+Θ)ji = Aj
i +Θj

i = Aj
i + 0 = Aj

i .

Следовательно, A+Θ = A.
4. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

A+ (−1)A
)j

i
= Aj

i + (−1)Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, A+ (−1)A = Θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(αβ)A
)j

i
= (αβ)Aj

i = α(βAj
i ) =

(

α(βA)
)j

i
.

Следовательно, (αβ)A = α(βA).
6. Пусть A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(1A)ji = 1Aj
i = Aj

i .

Следовательно, 1A = A.
7. Пусть: α, β ∈ K, A ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(α + β)A
)j

i
= (α + β)Aj

i = αAj
i + βAj

i = (αA+ βA)ji .

Следовательно, (α + β)A = αA+ βA.
8. Пусть: λ ∈ K, A, B ∈ KN2×N1 . Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

λ(A+ B)
)j

i
= λ(Aj

i +Bj
i ) = λAj

i + λBj
i = (λA+ λB)ji .

Следовательно, λ(A+ B) = λA+ λB.
Итак: (KN2×N1 , F1, F2) — линейное пространство над полем K, Θ — нулевой элемент

пространства (KN2×N1 , F1, F2).

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Рассмотрим
множество P (L) (здесь P (L) = {Q : Q ⊆ L}).

Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Обозначим:

Q1 +Q2 = {x1 + x2 : x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2} =
{

u : ∃x1∃x2(x1 ∈ Q1 ∧ x2 ∈ Q2 ∧ u = x1 + x2)
}

.

Очевидно, Q1 + Q2 ⊆ L. Будем говорить, что {Q1 + Q2}Q1,Q2⊆L — стандартная операция
сложения на множестве P (L).

Пусть: λ ∈ K, Q ⊆ L. Обозначим:

λQ = {λx : x ∈ Q} =
{

u : ∃x(x ∈ Q ∧ u = λx)
}

.

Очевидно, λQ ⊆ L. Будем говорить, что {λQ}λ∈K, Q⊆L — стандартная внешняя операция
умножения на множестве P (L).

Очевидно, {θ} ⊆ L.
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K.

1. Пусть Q1, Q2 ⊆ L. Тогда Q1 +Q2 = Q2 +Q1.

2. Пусть Q1, Q2, Q3 ⊆ L. Тогда (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
3. Пусть Q ⊆ L. Тогда Q+ {θ} = Q.

4. Пусть: α, β ∈ K, Q ⊆ L. Тогда (αβ)Q = α(βQ).
5. Пусть Q ⊆ L. Тогда 1Q = Q.

6. Пусть: λ ∈ K, Q1, Q2 ⊆ L. Тогда λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.

7. Справедливо утверждение 0∅ = ∅. Пусть: Q ⊆ L, Q 6= ∅. Тогда 0Q = {θ}.
8. Пусть λ ∈ K. Тогда λ{θ} = {θ}.

Доказательство.

1. Пусть x ∈ Q1 + Q2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = x1 + x2. Следовательно:

x = x1 + x2 = x2 + x1 ∈ Q2 +Q1.

Пусть x ∈ Q2 + Q1. Тогда существуют векторы x2, x1, удовлетворяющие условиям:
x2 ∈ Q2, x1 ∈ Q1, x = x2 + x1. Следовательно:

x = x2 + x1 = x1 + x2 ∈ Q1 +Q2.

Итак, Q1 +Q2 = Q2 +Q1.
2. Пусть x ∈ (Q1 + Q2) + Q3. Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие

условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, x = (x1 + x2) + x3. Следовательно:

x = (x1 + x2) + x3 = x1 + (x2 + x3) ∈ Q1 + (Q2 +Q3).

Пусть x ∈ Q1 + (Q2 + Q3). Тогда существуют векторы x1, x2, x3, удовлетворяющие
условиям: x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x3 ∈ Q3, x = x1 + (x2 + x3). Следовательно:

x = x1 + (x2 + x3) = (x1 + x2) + x3 ∈ (Q1 +Q2) +Q3.

Итак, (Q1 +Q2) +Q3 = Q1 + (Q2 +Q3).
3. Пусть x ∈ Q+{θ}. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,

x = x1 + θ. Следовательно:

x = x1 + θ = x1 ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда:

x = x+ θ ∈ Q+ {θ}.

Итак, Q+ {θ} = Q.
4. Пусть x ∈ (αβ)Q. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,

x = (αβ)x1. Следовательно:

x = (αβ)x1 = α(βx1) ∈ α(βQ).

Пусть x ∈ α(βQ). Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,
x = α(βx1). Следовательно:

x = α(βx1) = (αβ)x1 ∈ (αβ)Q.

Итак, (αβ)Q = α(βQ).
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5. Пусть x ∈ 1Q. Тогда существует вектор x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q,
x = 1x1. Следовательно:

x = 1x1 = x1 ∈ Q.

Пусть x ∈ Q. Тогда:

x = 1x ∈ 1Q.

Итак, 1Q = Q.
6. Пусть x ∈ λ(Q1+Q2). Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:

x1 ∈ Q1, x2 ∈ Q2, x = λ(x1 + x2). Следовательно:

x = λ(x1 + x2) = λx1 + λx2 ∈ λQ1 + λQ2.

Пусть x ∈ λQ1+λQ2. Тогда существуют векторы x1, x2, удовлетворяющие условиям:
x1 ∈ Q, x2 ∈ Q2, x = λx1 + λx2. Следовательно:

x = λx1 + λx2 = λ(x1 + x2) ∈ λ(Q1 +Q2).

Итак, λ(Q1 +Q2) = λQ1 + λQ2.
7. Очевидно, 0∅ = ∅. Пусть: Q ⊆ L, Q 6= ∅. Пусть x ∈ 0Q. Тогда существует вектор

x1, удовлетворяющий условиям: x1 ∈ Q, x = 0x1. Следовательно:

x = 0x1 = θ ∈ {θ}.

Пусть x ∈ {θ}. Тогда x = θ. Так как Q 6= ∅, то существует вектор x1, удовлетворяю-
щий условию x1 ∈ Q. Тогда:

x = θ = 0x1 ∈ 0Q.

Итак, 0Q = {θ}.
8. Пусть x ∈ λ{θ}. Тогда x = λθ. Следовательно:

x = λθ = θ ∈ {θ}.

Пусть x ∈ {θ}. Тогда x = θ. Следовательно:

x = θ = λθ ∈ λ{θ}.

7.2. Линейная комбинация векторов, линейная зависимость векто-

ров

Определение (линейная комбинация векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное про-
странство над полем K; r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ K, x1, . . . , xr ∈ L.

Будем говорить, что
N
∑

k=1

λkxk — линейная комбинация векторов x1, . . . , xr с коэффици-

ентами λ1, . . . , λr.

Далее часто будем писать λkxk вместо
N
∑

k=1

λkxk (частный случай правила суммирования

Эйнштейна).



7.2. Линейная комбинация векторов, линейная зависимость векторов 9

Определение (линейная оболочка векторов, линейная зависимость векторов, линейная
независимость векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем
K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L.

Обозначим:

L(x1, . . . , xr) = {λkxk : λ
1 ∈ K ∧ · · · ∧ λr ∈ K} =

=
{

u : ∃λ1 · · · ∃λr(λ1 ∈ K ∧ · · · ∧ λr ∈ K ∧ u = λkxk)
}

.

Очевидно, L(x1, . . . , xr) ⊆ L. Будем говорить, что L(x1, . . . , xr) — линейная оболочка век-
торов x1, . . . , xr. Пусть k = 1, r. Тогда: xk = δmk xm ∈ L(x1, . . . , xr) (здесь: δmk = 0 при: k,
m = 1, r, k 6= m; δmk = 1 при: k, m = 1, r, k = m).

Будем говорить, что по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно
восстанавливаются её коэффициенты, если для любых чисел α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, удовле-
творяющих условиям: α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ K, αkxk = βkxk, справедливо утверждение
∀k = 1, r(αk = βk).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы, если существуют числа
λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0).

Будем говорить, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, если для любых чисел
λ1, . . . , λr, удовлетворяющих условиям: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ, справедливо утверждение
∀k = 1, r(λk = 0).

Утверждение (критерий линейной зависимости векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L —

линейное пространство над полем K.

1. Пусть x ∈ L. Вектор x является линейно зависимым тогда и только тогда, когда

x = θ.
2. Пусть: r ∈ Z, r > 2, x1, . . . , xr ∈ L. Матрицы x1, . . . , xr являются линейно зави-

симыми тогда и только тогда, когда существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий

условию xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Доказательство.

1. Пусть x — линейно зависимый вектор. Тогда существует число λ ∈ K, удовлетворя-
ющее условиям: λx = θ, λ 6= 0. Следовательно, x = θ.

Пусть x = θ. Тогда 1x = θ. Так как 1 6= 0, то x — линейно зависимый вектор.
2. Пусть x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы. Тогда существуют числа λ1, . . . , λN ∈

K, удовлетворяющие условиям: λkxk = θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Выберем номер k0 = 1, r,
удовлетворяющий условию λk0 6= 0. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0xk0 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr = θ,

xk0 =
−λ1

λk0

x1 + · · ·+
−λk0−1

λk0

xk0−1 +
−λk0+1

λk0

xk0+1 + · · ·+
−λr

λk0

xr,

xk0 ∈ L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr).

Пусть существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию xk0 ∈
L(x1, . . . , xk0−1, xk0+1, . . . , xr). Тогда существуют числа λ1, . . . , λk0−1, λk0+1, . . . , λr ∈ K, удо-
влетворяющие условию:

xk0 = λ1x1 + · · ·+ λk0−1xk0−1 + λk0+1xk0+1 + · · ·+ λrxr.

Следовательно:

(−λ1)x1 + · · ·+ (−λk0−1)xk0−1 + 1xk0 + (−λk0+1)xk0+1 + · · ·+ (−λr)xr = θ.

Так как 1 6= 0, то x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.



10 7. Линейное пространство

Утверждение (критерий линейной независимости векторов). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L —

линейное пространство над полем K; r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ L. Векторы x1, . . . , xr являют-

ся линейно независимыми тогда и только тогда, когда по любой линейной комбинации

векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэффициенты.

Доказательство. Пусть x1, . . . , xr — линейно независимые векторы. Пусть: α1, . . . , αr,
β1, . . . , βr ∈ K, αkxk = βkxk. Тогда (αk − βk)xk = θ. Так как x1, . . . , xr — линейно незави-
симые векторы, то ∀k = 1, r(αk − βk = 0). Тогда ∀k = 1, r(αk = βk). Следовательно, по
любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются её коэф-
фициенты.

Пусть по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавлива-
ются её коэффициенты. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ K, λkxk = θ. Тогда:

λ1x1 + · · ·+ λrxr = 0x1 + · · ·+ 0xr.

Так как по любой линейной комбинации векторов x1, . . . , xr однозначно восстанавливаются
её коэффициенты, то ∀k = 1, r(λk = 0). Тогда x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

x1, . . . , xr, x ∈ L, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, x1, . . . , xr, x — линейно

зависимые векторы. Тогда x ∈ L(x1, . . . , xr).

Доказательство. Так как x1, . . . , xr, x — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr+1 ∈ K, удовлетворяющие условиям: λ1x1 + · · · + λrxr + λr+1x = θ,
∃k = 1, r + 1(λk 6= 0). Предположим, что λr+1 = 0. Тогда: λ1x1 + · · · + λrxr = θ,
∃k = 1, r(λk 6= 0) (что противоречит утверждению: x1, . . . , xr — линейно независимые
векторы). Итак, λr+1 6= 0. Тогда:

x =
−λ1

λr+1
x1 + · · ·+

−λr

λr+1
xr,

x ∈ L(x1, . . . , xr).

Замечание (перестановки).
1. Пусть M — некоторое множество.

Будем говорить, что σ — перестановка множества M , если: σ — обратимая функция,
D(σ) = M , R(σ) = M .

Обозначим через S(M) множество всех перестановок множества M .
Пусть σ1, σ2 ∈ S(M). Обозначим, σ2σ1 = σ2 ◦ σ1. Очевидно: σ2σ1 — обратимая функ-

ция,

D(σ2σ1) =
{

x : x ∈ D(σ1) ∧ σ1(x) ∈ D(σ2)
}

=
{

x : x ∈ M ∧ σ1(x) ∈ M
}

= {x : x ∈ M} = M,

R(σ2σ1) = (σ2σ1)[M ] = σ2

[

σ1[M ]
]

= σ2

[

R(σ1)
]

= σ2[M ] = R(σ2) = M.

Тогда σ2σ1 ∈ S(M).
Обозначим: e(x) = x при x ∈ M . Очевидно, e ∈ S(M).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σ−1 — обратимая функция, D(σ−1) = R(σ) = M ,

R(σ−1) = D(σ) = M . Тогда σ−1 ∈ S(M).
Пусть σ1, σ2, σ3 ∈ S(M). Очевидно, (σ3σ2)σ1 = σ3(σ2σ1).
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σe = σ, eσ = σ.
Пусть σ ∈ S(M). Очевидно: σσ−1 = e, σ−1σ = e.
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2. Пусть: M — некоторое конечное множество, σ — обратимая функция, D(σ) = M ,
R(σ) ⊆ M . Так как D(σ) — конечное множество, то R(σ) — конечное множество. Так как
σ — обратимая функция, то: card

(

R(σ)
)

= card
(

D(σ)
)

= card(M). Так как: R(σ) ⊆ M ,
card

(

R(σ)
)

= card(M), то R(σ) = M . Тогда σ ∈ S(M).
3. Обозначим, S0 = S(∅).

Пусть r ∈ N. Обозначим, Sr = S
(

{1, . . . , r}
)

.
4. Пусть: r ∈ N, k1, . . . , kr = 1, r, k1, . . . , kr — различные числа. Обозначим: σ(1) =

k1, . . . , σ(r) = kr. Очевидно: σ — обратимая функция, D(σ) = {1, . . . , r}, R(σ) ⊆ {1, . . . , r}.
Тогда σ ∈ Sr.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

x1, . . . , xr ∈ L, σ ∈ Sr, xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые векторы. Тогда x1, . . . , xr —

линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как xσ(1), . . . , xσ(r) — линейно зависимые векторы, то существуют
числа λ1, . . . , λr ∈ K, удовлетворяющие условиям: λ1xσ(1)+ · · ·+λrxσ(r) = θ, ∃m = 1, r(λm 6=
0). Тогда:

λσ−1(1)x1 + · · ·+ λσ−1(r)xr = θ, ∃k = 1, r(λσ−1(k) 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

x1, . . . , xr ∈ L, r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r, k1 < · · · < kr0, xk1 , . . . , xkr0
— линейно зависимые

векторы. Тогда x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

Доказательство. Так как xk1 , . . . , xkr0
— линейно зависимые векторы, то существуют чис-

ла α1, . . . , αr0 ∈ K, удовлетворяющие условиям: α1xk1+· · ·+αr0xkr0
= θ, ∃m = 1, r0(α

m 6= 0).

Обозначим: βk1 = α1, . . . , βkr0 = αr0 , βk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}. Тогда:

βk1xk1 + · · ·+ βkr0xkr0
= θ, ∃m = 1, r0(β

km 6= 0);

β1x1 + · · ·+ βrxr = θ, ∃k = 1, r(βk 6= 0).

Следовательно, x1, . . . , xr — линейно зависимые векторы.

7.3. Подпространство линейного пространства

Определение (ядро векторной функции). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство
над полем K; F — функция, R(F ) ⊆ L. Обозначим:

ker(F ) =
{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) = θ
}

.

Множество ker(F ) называется ядром функции F или множеством нулей функции F или
множеством корней функции F . Очевидно:

ker(F ) =
{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) = θ
}

=
{

x : x ∈ D(F ) ∧ F (x) ∈ {θ}
}

= D
(

F, {θ}
)

.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — множество, L — линейное пространство над полем
K. Рассмотрим множество Fun(Q,L).
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Пусть ϕ1, ϕ2 : Q =⇒ L. Обозначим:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), x ∈ Q.

Очевидно, ϕ1 + ϕ2 : Q =⇒ L. Будем говорить, что {ϕ1 + ϕ2}ϕ1,ϕ2 : Q =⇒ L — стандартная
операция сложения на множестве Fun(Q,L).

Пусть: λ ∈ K, ϕ : Q =⇒ L. Обозначим:

(λϕ)(x) = λϕ(x), x ∈ Q.

Очевидно, λϕ : Q =⇒ L. Будем говорить, что {λϕ}λ∈K, ϕ : Q =⇒ L — стандартная внешняя
операция умножения на множестве Fun(Q,L).

Обозначим:

Θ(x) = θ, x ∈ Q.

Очевидно, Θ: Q =⇒ L. Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент множе-
ства Fun(Q,L).

Утверждение (линейное пространство векторных функций). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q —

множество, L — линейное пространство над полем K, F1 — стандартная операция сло-

жения на множестве Fun(Q,L), F2 — стандартная внешняя операция умножения на

множестве Fun(Q,L), Θ — стандартный нулевой элемент множества Fun(Q,L). Тогда:
(

Fun(Q,L), F1, F2

)

— линейное пространство над полем K, Θ — нулевой вектор простран-

ства
(

Fun(Q,L), F1, F2

)

.

Доказательство.

1. Пусть ϕ1, ϕ2 : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) = ϕ2(x) + ϕ1(x) = (ϕ2 + ϕ1)(x).

Следовательно, ϕ1 + ϕ2 = ϕ2 + ϕ1.
2. Пусть ϕ1, ϕ2, ϕ3 : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(ϕ1 + ϕ2) + ϕ3

)

(x) =
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

+ ϕ3(x) = ϕ1(x) +
(

ϕ2(x) + ϕ3(x)
)

=

=
(

ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3)
)

(x).

Следовательно, (ϕ1 + ϕ2) + ϕ3 = ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3).
3. Пусть ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(ϕ+Θ)(x) = ϕ(x) + Θ(x) = ϕ(x) + θ = ϕ(x).

Следовательно, ϕ+Θ = ϕ.
4. Пусть ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

ϕ+ (−1)ϕ
)

(x) = ϕ(x) + (−1)ϕ(x) = θ = Θ(x).

Следовательно, ϕ+ (−1)ϕ = Θ.
5. Пусть: α, β ∈ K, ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(αβ)ϕ
)

(x) = (αβ)ϕ(x) = α
(

βϕ(x)
)

=
(

α(βϕ)
)

(x).

Следовательно, (αβ)ϕ = α(βϕ).
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6. Пусть ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

1ϕ
)

(x) = 1ϕ(x) = ϕ(x).

Следовательно, 1ϕ = ϕ.
7. Пусть: α, β ∈ K, ϕ : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

(α + β)ϕ
)

(x) = (α + β)ϕ(x) = αϕ(x) + βϕ(x) =
(

αϕ+ βϕ
)

(x).

Следовательно, (α + β)ϕ = αϕ+ βϕ.
8. Пусть: λ ∈ K, ϕ1, ϕ2 : Q =⇒ L. Пусть x ∈ Q. Тогда:

(

λ(ϕ1 + ϕ2)
)

(x) = λ
(

ϕ1(x) + ϕ2(x)
)

= λϕ1(x) + λϕ2(x) =
(

λϕ1 + λϕ2

)

(x).

Следовательно, λ(ϕ1 + ϕ2) = λϕ1 + λϕ2.
Итак:

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

— линейное пространство над полем K, Θ — нулевой вектор
пространства

(

Fun(Q,L), F1, F2

)

.

Замечание. Пусть: M — множество, F — функция, D(F ) = M2.
Пусть: Q ⊆ M , F̃ — ограничение функции F на множество Q2. Тогда: F̃ — функция,

D(F̃ ) = Q2, F̃ (x, y) = F (x, y) при x, y ∈ Q. Далее часто будем писать: x+ y вместо F (x, y);
x⊕ y вместо F̃ (x, y).

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, F — функция, D(F ) = K×M .
Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; Q ⊆ M , F̃ — ограничение функции F на множество

K0 ×Q. Тогда: F̃ — функция, D(F̃ ) = K0 ×Q, F̃ (λ, x) = F (λ, x) при: λ ∈ K0, x ∈ Q. Далее
часто будем писать: λx вместо F (λ, x); λ⊗ x вместо F̃ (λ, x).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем

K, θ — нулевой вектор пространства (M,F1, F2).
Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; F̃2 — ограничение функции F2 на множество K0×M .

Тогда: (M,F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, θ — нулевой вектор простран-

ства (M,F1, F̃2).

Доказательство. Пусть: λ ∈ K0, x ∈ M . Тогда: λ⊗ x = λx ∈ M .
1. Пусть x, y ∈ M . Тогда x+ y = y + x.
2. Пусть x, y, z ∈ M . Тогда (x+ y) + z = x+ (y + z).
3. Пусть x ∈ M . Тогда x+ θ = x.
4. Пусть x ∈ M . Тогда существует объект y ∈ M , удовлетворяющий условию x+ y = θ.
5. Пусть: α, β ∈ K0, x ∈ M . Тогда:

(αβ)⊗ x = (αβ)x = α(βx) = α⊗ (β ⊗ x).

6. Пусть x ∈ M . Тогда:

1⊗ x = 1x = x.

7. Пусть: α, β ∈ K0, x ∈ M . Тогда:

(α + β)⊗ x = (α + β)x = αx+ βx = α⊗ x+ β ⊗ x.
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8. Пусть: λ ∈ K0, x, y ∈ M . Тогда:

λ⊗ (x+ y) = λ(x+ y) = λx+ λy = λ⊗ x+ λ⊗ y.

Итак: (M,F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, θ — нулевой вектор про-
странства (M,F1, F̃2).

Замечание (линейное пространство KN(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N ∈ N, F1 — стандарт-
ная операция сложения на множестве KN , F2 — стандартная внешняя операция умножения
на множестве KN , θ̃ — стандартный нулевой элемент множества KN .

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; F̃2 — ограничение функции F2 на множество K0 ×M .
Тогда: (KN , F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, θ̃ — нулевой вектор простран-
ства (KN , F1, F̃2). Обозначим, KN(K0) = (KN , F1, F̃2).

Замечание (линейное пространство KN2×N1(K0)). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; N1, N2 ∈ N, F1 —
стандартная операция сложения на множестве KN2×N1 , F2 — стандартная внешняя опе-
рация умножения на множестве KN2×N1 , Θ — стандартный нулевой элемент множества
KN2×N1 .

Пусть: K0 ∈ {C,R,Q}, K0 ⊆ K; F̃2 — ограничение функции F2 на множество K0 ×
M . Тогда: (KN2×N1 , F1, F̃2) — линейное пространство над полем K0, Θ — нулевой вектор
пространства (KN2×N1 , F1, F̃2). Обозначим, KN2×N1(K0) = (KN2×N1 , F1, F̃2).

Определение (подпространство линейного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — ли-
нейное пространство над полем K. Будем говорить, что Q — подпространство пространства
L, если:

1. Q ⊆ L;
2. Q 6= ∅;
3. ∀x ∈ Q∀y ∈ Q(x+ y ∈ Q);
4. ∀λ ∈ K∀x ∈ Q(λx ∈ Q).

Замечание (простейшие подпространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное простран-
ство над полем K. Очевидно, {θ}, L — подпространства пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; r ∈ N,

x1, . . . , xr ∈ L. Тогда L(x1, . . . , xr) — подпространство пространства L.

Доказательство. Очевидно: L(x1, . . . , xr) ⊆ L, 0x1 + · · ·+ 0xr ∈ L(x1, . . . , xr).
Пусть u, v ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда существуют числа α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ K, удовле-

творяющие условиям: u = αkxk, v = βkxk. Следовательно:

u+ v = (αkxk) + (βkxk) = (αk + βk)xk ∈ L(x1, . . . , xr).

Пусть: λ ∈ K, u ∈ L(x1, . . . , xr). Тогда существуют числа α1, . . . , αr ∈ K, удовлетворя-
ющие условию u = αkxk. Следовательно:

λu = λ(αkxk) = (λαk)xk ∈ L(x1, . . . , xr).

Итак, L(x1, . . . , xr) — подпространство пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q —

подпространство пространства L. Тогда θ ∈ Q.
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Доказательство. Так как Q — подпространство пространства L, то существует вектор
x, удовлетворяющий условию x ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства L, то:
θ = 0x ∈ Q.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем

K, θ — нулевой вектор пространства (M,F1, F2).
Пусть: Q — подпространство пространства (M,F1, F2), F̃1 — ограничение функ-

ции F1 на множество Q2, F̃2 — ограничение функции F2 на множество K × Q. Тогда:

(Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор пространства

(Q, F̃1, F̃2).

Доказательство. Пусть x, y ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2),
то: x⊕ y = x+ y ∈ Q.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q. Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2), то:
λ⊗ x = λx ∈ Q.

Так как Q — подпространство пространства (M,F1, F2), то θ ∈ Q.
1. Пусть x, y ∈ Q. Тогда:

x⊕ y = x+ y = y + x = y ⊕ x.

2. Пусть x, y, z ∈ Q. Тогда:

(x⊕ y)⊕ z = (x+ y) + z = x+ (y + z) = x⊕ (y ⊕ z).

3. Пусть x ∈ Q. Тогда:

x⊕ θ = x+ θ = x.

4. Пусть x ∈ Q. Тогда:

x⊕ (−1)⊗ x = x+ (−1)x = θ.

5. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ Q. Тогда:

(αβ)⊗ x = (αβ)x = α(βx) = α⊗ (β ⊗ x).

6. Пусть x ∈ Q. Тогда:

1⊗ x = 1x = x.

7. Пусть: α, β ∈ K, x ∈ Q. Тогда:

(α + β)⊗ x = (α + β)x = αx+ βx = α⊗ x⊕ β ⊗ x.

8. Пусть: λ ∈ K, x, y ∈ Q. Тогда:

λ⊗ (x⊕ y) = λ(x+ y) = λx+ λy = λ⊗ x⊕ λ⊗ y.

Итак: (Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над полем K, θ — нулевой вектор простран-
ства (Q, F̃1, F̃2).
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Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем

K.

Пусть: Q ⊆ M , F̃1 — ограничение функции F1 на множество Q2, F̃2 — ограничение

функции F2 на множество K × Q, (Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над полем K.

Тогда Q — подпространство пространства (M,F1, F2).

Доказательство. По условию, Q ⊆ M . Так как (Q, F̃1, F̃2) — линейное пространство над
полем K, то Q 6= ∅.

Пусть x, y ∈ Q. Тогда: x+ y = x⊕ y ∈ Q.
Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q. Тогда: λx = λ⊗ x ∈ Q.
Итак, Q — подпространство пространства (M,F1, F2).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем

K.

Пусть: Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2), F̃1 — ограничение функции

F1 на множество Q2
1, F̃2 — ограничение функции F2 на множество K×Q1.

Пусть Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2). Тогда: Q2 ⊆ Q1, Q2 — под-

пространство пространства (M,F1, F2).

Доказательство. Так как Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2), то Q1 ⊆ M .
Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2), то: Q2 ⊆ Q1, Q2 6= ∅. Так как:
Q1 ⊆ M , Q2 ⊆ Q1, то Q2 ⊆ M .

Пусть x, y ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2), то: x + y =
x⊕ y ∈ Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2), то:
λx = λ⊗ x ∈ Q2.

Итак: Q2 ⊆ Q1, Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; (M,F1, F2) — линейное пространство над полем

K.

Пусть: Q1 — подпространство пространства (M,F1, F2), F̃1 — ограничение функции

F1 на множество Q2
1, F̃2 — ограничение функции F2 на множество K×Q1.

Пусть: Q2 ⊆ Q1, Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2). Тогда Q2 — под-

пространство пространства (Q1, F̃1, F̃2).

Доказательство. По условию, Q2 ⊆ Q1. Так как Q2 — подпространство пространства
(M,F1, F2), то Q2 6= ∅.

Пусть x, y ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2), то: x ⊕ y =
x+ y ∈ Q2.

Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q2. Так как Q2 — подпространство пространства (M,F1, F2), то:
λ⊗ x = λx ∈ Q2.

Итак, Q2 — подпространство пространства (Q1, F̃1, F̃2).

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; Q1,

Q2 — подпространства пространства L. Тогда Q1∩Q2 — подпространство пространства

L.

Доказательство. Так как Q1 ⊆ L, то Q1∩Q2 ⊆ L. Так как: θ ∈ Q1, θ ∈ Q2, то θ ∈ Q1∩Q2.
Пусть x1, x2 ∈ Q1 ∩ Q2. Тогда: x1, x2 ∈ Q1, x1, x2 ∈ Q2. Следовательно: x1 + x2 ∈ Q1,

x1 + x2 ∈ Q2. Тогда x1 + x2 ∈ Q1 ∩Q2.
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Пусть: λ ∈ K, x ∈ Q1 ∩ Q2. Тогда: x ∈ Q1, x ∈ Q2. Следовательно: λx ∈ Q1, λx ∈ Q2.
Тогда λx ∈ Q1 ∩Q2.

Итак, Q1 ∩Q2 — подпространство пространства L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K; I —

множество, I 6= ∅, Qα — подпространство пространства L при α ∈ I. Тогда
⋂

α∈I

Qα —

подпространство пространства L.

Доказательство. Так как I 6= ∅, то существует объект α0, удовлетворяющий условию
α0 ∈ I. Так как Qα0

⊆ L, то
⋂

α∈I

Qα ⊆ L. Так как ∀α ∈ I(θ ∈ Qα), то θ ∈
⋂

α∈I

Qα.

Пусть x1, x2 ∈
⋂

α∈I

Qα. Тогда: x1, x2 ∈ Qα при α ∈ I. Следовательно: x1 + x2 ∈ Qα при

α ∈ I. Тогда x1 + x2 ∈
⋂

α∈I

Qα.

Пусть: λ ∈ K, x ∈
⋂

α∈I

Qα. Тогда: x ∈ Qα при α ∈ I. Следовательно: λx ∈ Qα при α ∈ I.

Тогда λx ∈
⋂

α∈I

Qα.

Итак,
⋂

α∈I

Qα — подпространство пространства L.

7.4. Аффинное пространство

Замечание. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, L — линейное пространство над полем
K.

Пусть: F — функция, D(F ) = M2. Далее часто будем писать −−→p1p2 вместо F (p1, p2).
Пусть: F — функция, D(F ) = M2, ∀p1 ∈ M∀p2 ∈ M(−−→p1p2 ∈ L). Тогда: F — функция,

D(F ) = M2, R(F ) ⊆ L. Следовательно, F : M2 =⇒ L.
Пусть F : M2 =⇒ L. Тогда: F — функция, D(F ) = M2, R(F ) ⊆ L. Следовательно:

F — функция, D(F ) = M2, ∀p1 ∈ M∀p2 ∈ M(−−→p1p2 ∈ L).

Определение (аффинное пространство). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; M — множество, L — ли-
нейное пространство над полем K, F : M2 =⇒ L.

Пусть:
1. ∃p(p ∈ M);
2. −−→p1p2 +

−−→p2p3 =
−−→p1p3 при p1, p2, p3 ∈ M ;

3. ∀p0 ∈ M∀x ∈ L∃!p ∈ M(−→p0p = x).
Будем говорить, что F — операция векторизации на множестве M .
Будем говорить, что: (M,L, F ) — аффинное пространство над полем K; M — носи-

тель пространства (M,L, F ); L — линейное пространство, присоединённое к аффинному
пространству (M,L, F ); F — операция векторизации пространства (M,L, F ). Будем гово-
рить, что p — точка пространства (M,L, F ), если p ∈ M . Будем говорить, что x — вектор
пространства (M,L, F ), если x ∈ L. Далее обычно будем отождествлять пространство
(M,L, F ) и множество M .

Пусть Q = (M,L, F ). Обозначим, ~Q = L.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K.

1. Пусть p ∈ Q. Тогда −→pp = θ.
2. Пусть: p1, p2 ∈ Q, −−→p1p2 = θ. Тогда p1 = p2.
3. Пусть p1, p2 ∈ Q. Тогда (−1)−−→p1p2 =

−−→p2p1.
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Доказательство.

1. Очевидно: −→pp +−→pp = −→pp. С другой стороны, −→pp + θ = −→pp. Тогда −→pp = θ.
2. Очевидно, −−→p1p1 = θ. С другой стороны, −−→p1p2 = θ. Тогда p1 = p2.
3. Очевидно, −−→p1p2 + (−1)−−→p1p2 = θ. С другой стороны: −−→p1p2 +

−−→p2p1 = −−→p1p1 = θ. Тогда
(−1)−−→p1p2 =

−−→p2p1.

Замечание (операция откладывания вектора от точки). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аф-
финное пространство над полем K.

Пусть: p0 ∈ Q, x ∈ ~Q. Тогда существует единственная точка p, удовлетворяющая
условиям: p ∈ Q, −→p0p = x. Обозначим, p0 ⊕ x = p. Далее часто будем писать p0 + x вместо
p0 ⊕ x.

Пусть p0 ∈ Q. Обозначим: ϕp0(p) =
−→p0p при p ∈ Q. Очевидно, ϕp0 : Q =⇒ ~Q. Так как

∀x ∈ ~Q∃!p ∈ Q(−→p0p = x), то: ϕp0 — обратимая функция, D(ϕp0) = Q, R(ϕp0) = ~Q.

Пусть: p0 ∈ Q, x ∈ ~Q. Тогда:
−−−−−−→
p0ϕ

−1
p0
(x) = ϕp0

(

ϕ−1
p0
(x)

)

= x. С другой стороны,
−−−−−−→
p0(p0 ⊕ x) = x. Тогда ϕ−1

p0
(x) = p0 ⊕ x.

Пусть p0, p ∈ Q. Тогда: p0 ⊕
−→p0p = ϕ−1

p0

(

ϕp0(p)
)

= p.

Утверждение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K.

1. Пусть: p ∈ Q, x, y ∈ ~Q. Тогда (p⊕ x)⊕ y = p⊕ (x+ y).
2. Пусть p ∈ Q. Тогда p⊕ θ = p.

Доказательство.

1. Обозначим, p1 = p⊕ x. Тогда: x =
−−−−−→
p(p⊕ x) = −→pp1. Обозначим, p2 = (p⊕ x)⊕ y. Тогда

p2 = p1 ⊕ y. Следовательно: y =
−−−−−−→
p1(p1 ⊕ y) = −−→p1p2. Тогда: p ⊕ (x + y) = p ⊕ (−→pp1 +

−−→p1p2) =
p⊕−→pp2 = p2 = (p⊕ x)⊕ y.

2. Очевидно: p⊕ θ = p⊕−→pp = p.

Утверждение (аффинное пространство EN). Пусть: N = 1, 3, F — стандартная опера-

ция векторизации на множестве EN . Тогда (EN , ~EN , F ) — аффинное пространство над

полем R.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное пространство над полем K. Рассмотрим
множество L. Рассмотрим линейное пространство L.

Пусть p1, p2 ∈ L. Обозначим, −−→p1p2 = p2 − p1. Очевидно, −−→p1p2 ∈ L. Будем говорить, что
{−−→p1p2}p1,p2∈L — стандартная операция векторизации на множестве L.

Утверждение (пример аффинного пространства). Пусть: K ∈ {C,R,Q}; L — линейное

пространство над полем K, F — стандартная операция векторизации на множестве L.

Тогда: (L,L, F ) — аффинное пространство над полем K, p0 ⊕ x = p0 + x при p0, x ∈ L.

Доказательство.

1. Так как L — линейное пространство, то ∃p(p ∈ L).
2. Пусть p1, p2, p3 ∈ L. Тогда:

−−→p1p2 +
−−→p2p3 = (p2 − p1) + (p3 − p2) = p3 − p1 =

−−→p1p3.

3. Пусть p0, x ∈ L. Докажем, что существует единственный объект p, удовлетворяющий
условиям: p ∈ L, −→p0p = x.



Список литературы 19

Пусть: p ∈ L, −→p0p = x. Тогда:

−→p0p = x,

p− p0 = x,

p = p0 + x.

Пусть: p1 ∈ L, −−→p0p1 = x, p2 ∈ L, −−→p0p2 = x. Тогда: p1 = p0+x, p2 = p0+x. Следовательно,
p1 = p2.

Пусть p = p0 + x. Тогда: p ∈ L, −→p0p = p− p0 = (p0 + x)− p0 = x.
Итак, (L,L, F ) — аффинное пространство над полем K. Пусть p0, x ∈ L. Тогда: p0+x ∈

L,
−−−−−−→
p0(p0 + x) = x. Следовательно, p0 ⊕ x = p0 + x.

Определение. Пусть: K ∈ {C,R,Q}; Q — аффинное пространство над полем K.

Пусть: p0 ∈ Q, H — подпространство пространства ~Q, σ = {p : p ∈ Q ∧ −→p0p ∈ H}. Бу-
дем говорить, что: σ — аффинное подпространство пространства Q; p0 — опорная точка
аффинного подпространства σ; H — направляющее подпространство аффинного подпро-
странства σ.

Очевидно, σ ⊆ Q. Очевидно: p0 ∈ Q, −−→p0p0 = θ ∈ H. Тогда p0 ∈ σ.
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