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Лекция 4. Скалярное, векторное, смешанное произведе-

ния

4.1. Скалярное произведение

Определение. Пусть N = 1, 3.

Пусть x, y ∈ ~EN . Будем говорить, что x, y — сонаправленные векторы, если ∃λ ∈
(0,+∞)(y = λx). Будем говорить, что x, y — противоположно направленные векторы,
если ∃λ ∈ (−∞, 0)(y = λx).

Пусть x ∈ ~EN . Пусть: A, B ∈ EN , x =
−→
AB. Обозначим, ‖x‖ = ρ(A,B) (|x| = ρ(A,B)).

Будем говорить, что ‖x‖ — норма вектора x (модуль вектора x, длина вектора x).

Определение. Пусть N = 2, 3.

Пусть x, y ∈ ~EN . Пусть x = θ∨y = θ. Обозначим, ϕ(x, y) = 0. Пусть x, y 6= θ. Пусть: A,

B, C ∈ EN , x =
−→
AB, y =

−→
AC. Обозначим, ϕ(x, y) = B̂AC. Будем говорить, что ϕ(x, y) —

угол между векторами x, y.

Пусть x, y ∈ ~EN . Обозначим, (x, y) = ‖x‖·‖y‖ cos
(

ϕ(x, y)
)

. Будем говорить, что (x, y) —
скалярное произведение векторов x, y.

Утверждение. Пусть N = 2, 3.

1. Справедливо утверждение ‖θ‖ = 0 (непосредственно следует из определения

нормы вектора).

2. Пусть: x ∈ ~EN , x 6= θ. Тогда ‖x‖ > 0 (непосредственно следует из определе-

ния нормы вектора).

3. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда ϕ(x, y) = ϕ(y, x) (непосредственно следует из опреде-

ления угла между векторами).

4. Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y 6= θ, x, y — сонаправленные векторы. Тогда ϕ(x, y) = 0
(нетрудно доказать, используя определение угла между векторами).

5. Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y 6= θ, x, y — противоположно направленные векторы. Тогда

ϕ(x, y) = π (нетрудно доказать, используя определение угла между вектора-

ми).

6. Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y — линейно независимые векторы. Тогда ϕ(x, y) ∈ (0, π)
(нетрудно доказать, используя определение угла между векторами).

7. Пусть x ∈ ~EN . Тогда (θ, x) = 0 (непосредственно следует из определения

скалярного произведения).

8. Пусть x ∈ ~EN . Тогда (x, θ) = 0 (непосредственно следует из определения

скалярного произведения).
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9. Пусть: O, A ∈ EN , x =
−→
OA, x 6= θ, y ∈ ~EN ; I1 ∈ l+(O,A), I2, . . . , IN ∈ EN ,

ρ(O, I1), . . . , ρ(O, IN) = 1, l∗(O, I1), . . . , l∗(O, IN) — попарно перпендикулярные прямые;

h — аффинная координатная карта в пространстве EN , соответствующая точкам O,

I1, . . . , IN . Тогда (x, y) = ‖x‖ · [y]1(h) (нетрудно доказать, используя средства эле-

ментарной геометрии).

Утверждение. Пусть N = 2, 3.
1. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда (x, y) = (y, x).

2. Пусть x, y1, y2 ∈ ~EN . Тогда (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2).

3. Пусть: λ ∈ R, x, y ∈ ~EN . Тогда (x, λy) = λ(x, y).

4. Пусть: x ∈ ~EN , x 6= θ. Тогда (x, x) > 0.

Доказательство.

1. Очевидно:

(x, y) = ‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, y)
)

= ‖y‖ · ‖x‖ cos
(

ϕ(y, x)
)

= (y, x).

2. Пусть x = θ. Тогда: (x, y1 + y2) = 0, (x, y1) + (x, y2) = 0. Следовательно, (x, y1 + y2) =
(x, y1) + (x, y1).

Пусть x 6= θ. Очевидно, существуют точки O, A, I1, . . . , IN , удовлетворяющие усло-

виям: O, A ∈ EN , x =
−→
OA, I1 ∈ l+(O,A), I2, . . . , IN ∈ EN , ρ(O, I1), . . . , ρ(O, IN ) = 1,

l∗(O, I1), . . . , l∗(O, IN) — попарно перпендикулярные прямые. Пусть h — аффинная коор-
динатная карта в пространстве EN , соответствующая точкам O, I1, . . . , IN . Тогда:

(x, y1 + y2) = ‖x‖ · [y1 + y2]
1(h) = ‖x‖

(

[y1](h) + [y2](h)
)1

= ‖x‖
(

[y1]
1(h) + [y2]

1(h)
)

=

= ‖x‖ · [y1]
1(h) + ‖x‖ · [y2]

1(h) = (x, y1) + (x, y2).

3. Пусть x = θ. Тогда: (x, λy) = 0, λ(x, y) = 0. Следовательно, (x, λy) = λ(x, y).
Пусть x 6= θ. Очевидно, существуют точки O, A, I1, . . . , IN , удовлетворяющие усло-

виям: O, A ∈ EN , x =
−→
OA, I1 ∈ l+(O,A), I2, . . . , IN ∈ EN , ρ(O, I1), . . . , ρ(O, IN ) = 1,

l∗(O, I1), . . . , l∗(O, IN) — попарно перпендикулярные прямые. Пусть h — аффинная коор-
динатная карта в пространстве EN , соответствующая точкам O, I1, . . . , IN . Тогда:

(x, λy) = ‖x‖ · [λy]1(h) = ‖x‖
(

λ[y](h)
)1

= ‖x‖
(

λ[y]1(h)
)

= λ
(

‖x‖ · [y]1(h)
)

= λ(x, y).

4. Очевидно:

(x, x) = ‖x‖ · ‖x‖ cos
(

ϕ(x, x)
)

= ‖x‖ · ‖x‖ > 0.

Замечание. Пусть N = 2, 3.
Пусть x ∈ ~EN . Так как ‖x‖ > 0, то:

√

(x, x) =
√

‖x‖ · ‖x‖ cos
(

ϕ(x, x)
)

=

√

‖x‖2 = ‖x‖ .

Пусть: x, y ∈ ~EN , x, y 6= θ. Так как ϕ(x, y) ∈ [0, π], то:

arccos

(

(x, y)
√

(x, x)
√

(y, y)

)

= arccos

(

‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, x)
)

‖x‖ · ‖y‖

)

= arccos
(

cos
(

ϕ(x, x)
)

)

=

= ϕ(x, y).
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Пусть x, y ∈ ~EN . Так как ‖x‖, ‖y‖ > 0, то:

∣

∣(x, y)
∣

∣ =
∣

∣

∣
‖x‖ · ‖y‖ cos

(

ϕ(x, y)
)

∣

∣

∣
6 ‖x‖ · ‖y‖ =

√

(x, x)
√

(y, y).

(Неравенство Коши—Буняковского.)

Утверждение. Пусть N = 2, 3.
1. Справедливо утверждение ‖θ‖ = 0. Пусть: x ∈ ~EN , x 6= θ. Тогда ‖x‖ > 0.

2. Пусть x, y ∈ ~EN . Тогда ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

3. Пусть: λ ∈ R, x ∈ ~EN . Тогда ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖.

Доказательство.

1. Утверждения обсуждались выше.
2. Очевидно, существуют точки A, B, C, удовлетворяющие условиям: A, B, C ∈ EN ,

x =
−→
AB, y =

−−→
BC. Тогда:

‖x+ y‖ = ‖
−→
AC‖ = ρ(A,C) 6 ρ(A,B) + ρ(B,C) = ‖x‖+ ‖y‖ .

3. Очевидно:

‖λx‖ =
√

(λx, λx) =
√

λ2(x, x) = |λ| · ‖x‖ .

Замечание. Пусть N = 2, 3.
Пусть x, y ∈ ~EN . Будем писать x ⊥ y если (x, y) = 0. Утверждение x ⊥ y читается:

«вектор x ортогонален вектору y» или «вектор x перпендикулярен вектору y».
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN . Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортогональная после-

довательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN . Будем говорить, что x1, . . . , xr — ортонормированная

последовательность векторов, если: xk ⊥ xm при: k, m = 1, r, k 6= m; ‖xk‖ = 1 при k = 1, r.

Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr ∈ ~EN , x1, . . . , xr — ортогональная последовательность векторов,
x1, . . . , xr 6= θ. Докажем, что x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.

Пусть: λ1, . . . , λr ∈ R,
r
∑

m=1

λmxm = θ. Пусть k = 1, r. Так как xk 6= θ, то:

r
∑

m=1

λmxm = θ,

(

xk,
r

∑

m=1

λmxm

)

= (xk, θ),

r
∑

m=1

λm(xk, xm) = (xk, θ),

λk(xk, xk) = 0,

λk = 0.

Итак, x1, . . . , xr — линейно независимые векторы.
Пусть: r ∈ N, x1, . . . , xr+1 ∈ ~EN , x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, xr+1 ⊥ xk

при k = 1, r; xr+1 6= θ. Докажем, что x1, . . . , xr+1 — линейно независимые векторы.
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Пусть: λ1, . . . , λr+1 ∈ R,
r+1
∑

m=1

λmxm = θ. Так как xr+1 6= θ, то:

r+1
∑

m=1

λmxm = θ,

(

xr+1,

r+1
∑

m=1

λmxm

)

= (xr+1, θ),

r+1
∑

m=1

λm(xr+1, xm) = (xr+1, θ),

λr+1(xr+1, xr+1) = 0,

λr+1 = 0.

Тогда
r
∑

m=1

λmxm = θ. Так как x1, . . . , xr — линейно независимые векторы, то λ1, . . . , λr = 0.

Итак, x1, . . . , xr+1 — линейно независимые векторы.

Пусть: x ∈ ~EN , Q ⊆ ~EN . Будем писать x ⊥ Q если ∀u ∈ Q(x ⊥ u). Утверждение
x ⊥ Q читается: «вектор x ортогонален множеству Q» или «вектор x перпендикулярен
множеству Q».

Пусть Q1, Q2 ⊆ ~EN . Будем писать Q1 ⊥ Q2 если ∀x1 ∈ Q1∀x2 ∈ Q2(x1 ⊥ x2). Утвер-
ждение Q1 ⊥ Q2 читается: «множество Q1 ортогонально множеству Q2» или «множество
Q1 перпендикулярно множеству Q2».

Замечание. Пусть: N = 2, 3; e — базис пространства ~EN .

Матрица g(e). Обозначим: gk,m(e) = (ek, em) при k, m = 1, N . Очевидно: g(e) ∈ RN×N ,
g(e)T = g(e).

Пусть e — ортогональный базис (ОБ). Тогда g(e) — диагональная матрица (gk,m(e) = 0
при: k, m = 1, N , k 6= m).

Пусть g(e) — диагональная матрица. Тогда e — ортогональный базис.

Пусть e — ортонормированный базис (ОНБ). Тогда g(e) = I.

Пусть g(e) = I. Тогда e — ортонормированный базис.

Выражение для скалярного произведения в произвольном базисе. Пусть: x,
y ∈ ~EN , x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

(x, y) = (x̃kek, ỹ
mem) = (ek, em)x̃

kỹm = gk,m(e)x̃
kỹm.

Пусть: A ∈ RN×N , (x, y) = Ak,m[x]
k(e)[y]m(e) при x, y ∈ ~EN . Докажем, что g(e) = A.

Пусть k, m = 1, N . Тогда:

gk,m(e) = (ek, em) = Ai,j [ek]
i(e)[em]

j(e) = Ai,jδ
i
kδ

j
m = Ak,m.

Следовательно, g(e) = A.

Выражение для скалярного произведения в ортогональном базисе. Пусть: x,
y ∈ ~EN , x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), e — ортогональный базис. Тогда:

(x, y) = gk,m(e)x̃
kỹm = gk,k(e)x̃

kỹk.
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Выражение для скалярного произведения в ортонормированном базисе.

Пусть: x, y ∈ ~EN , x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), e — ортонормированный базис. Тогда:

(x, y) =
N
∑

k=1

gk,k(e)x̃
kỹk =

N
∑

k=1

x̃kỹk.

Выражение для координат вектора в ортогональном базисе. Пусть: x ∈ ~EN ,
x̃ = [x](e), e — ортогональный базис. Пусть k = 1, N . Тогда:

(ek, x) =
(

ek,

N
∑

m=1

x̃mem

)

=
N
∑

m=1

(ek, em)x̃
m = (ek, ek)x̃

k;

x̃k =
(ek, x)

(ek, ek)
.

Следовательно:

x =
N
∑

k=1

x̃kek =
N
∑

k=1

(ek, x)

(ek, ek)
ek.

Выражение для координат вектора в ортонормированном базисе. Пусть: x ∈
~EN , x̃ = [x](e), e — ортонормированный базис. Пусть k = 1, N . Тогда:

x̃k =
(ek, x)

(ek, ek)
= (ek, x).

Следовательно:

x =
N
∑

k=1

(ek, x)

(ek, ek)
ek =

N
∑

k=1

(ek, x)ek.

Замечание. Пусть: N = 2, 3; e1 ∈ ~EN , e1 6= θ.
Пусть x ∈ ~EN . Будем говорить, что x1 — ортогональная проекция вектора x на мно-

жество L(e1), если: x1 ∈ L(e1), x− x1 ⊥ L(e1).

Пусть: x ∈ ~EN , x′
1, x

′′
1 — ортогональные проекции вектора x на множество L(e1). До-

кажем, что x′
1 = x′′

1.
Так как: x′

1, x
′′
1 ∈ L(e1), x− x′

1, x− x′′
1 ⊥ L(e1), то:

(x′
1 − x′′

1, x
′
1 − x′′

1) =
(

(x− x′′
1)− (x− x′

1), x
′
1 − x′′

1

)

=

= (x− x′′
1, x

′
1)− (x− x′′

1, x
′′
1)− (x− x′

1, x
′
1) + (x− x′

1, x
′′
1) = 0.

Тогда x′
1 − x′′

1 = θ. Следовательно, x′
1 = x′′

1.

Пусть x ∈ ~EN . Обозначим, x1 = (e1,x)
(e1,e1)

e1. Докажем, что x1 — ортогональная проекция

вектора x на множество L(e1).
Очевидно, x1 ∈ L(e1). Пусть u ∈ L(e1). Тогда существует число λ ∈ R, удовлетворяю-

щее условию u = λe1. Следовательно:

(x− x1, u) =
(

x−
(e1, x)

(e1, e1)
e1, λe1

)

= λ
(

(x, e1)−
(e1, x)

(e1, e1)
(e1, e1)

)

= 0.
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Тогда x− x1 ⊥ L(e1).

Пусть x ∈ ~EN . Пусть x1 — ортогональная проекция вектора x на множество L(e1).
Обозначим, PL(e1)(x) = x1. Будем говорить, что PL(e1) — оператор ортогонального проек-
тирования на множество L(e1).

Пусть x ∈ ~EN . Очевидно, PL(e1)(x) =
(e1,x)
(e1,e1)

e1.

4.2. Правые и левые базисы пространства ~EN

Определение (матрица перехода). Пусть: N = 1, 3; e, e′ — базисы пространства ~EN . Обо-
значим: αi

i′(e, e
′) = [e′i′ ]

i(e) при i, i′ = 1, N . Очевидно, α(e, e′) ∈ RN×N . Будем говорить, что
α(e, e′) — матрица перехода от базиса e к базису e′.

Утверждение (без доказательства). Пусть N = 1, 3.

1. Пусть e — базис пространства ~EN . Тогда α(e, e) = I.

2. Пусть e, e′, e′′ — базисы пространства ~EN . Тогда α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).

3. Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Тогда α(e, e′)α(e′, e) = I.

Доказательство.

1. Пусть i, j = 1, N . Тогда: αj
i (e, e) = [ei]

j(e) = δji . Следовательно, α(e, e) = I.
2. Пусть i′′ = 1, N . Очевидно:

e′′i′′ = αi′

i′′(e
′, e′′)e′i′ = αi′

i′′(e
′, e′′)

(

αi
i′(e, e

′)ei
)

=
(

αi
i′(e, e

′)αi′

i′′(e
′, e′′)

)

ei =
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
ei.

С другой стороны, e′′i′′ = αi
i′′(e, e

′′)ei. Тогда:
(

α(e, e′)α(e′, e′′)
)i

i′′
= αi

i′′(e, e
′′) при i = 1, N .

Следовательно, α(e, e′)α(e′, e′′) = α(e, e′′).
3. Очевидно: α(e, e′)α(e′, e) = α(e, e) = I.

Замечание (одинаково ориентированные базисы, противоположно ориентированные бази-
сы). Пусть N = 1, 3.

Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Будем говорить, что e, e′ — одинаково ориен-
тированные базисы, если det

(

α(e, e′)
)

> 0. Будем говорить, что e, e′ — противоположно
ориентированные базисы, если det

(

α(e, e′)
)

< 0.

Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Базисы e, e′ являются противоположно ориен-
тированными тогда и только тогда, когда базисы e, e′ не являются одинаково ориентиро-
ванными.

Пусть e — базис пространства ~EN . Тогда e, e — одинаково ориентированные базисы.

Пусть: e, e′ — базисы пространства ~EN ; e, e′ — одинаково ориентированные базисы.
Тогда e′, e — одинаково ориентированные базисы.

Пусть: e, e′, e′′ — базисы пространства ~EN ; e, e′ — одинаково ориентированные базисы,
e′, e′′ — одинаково ориентированные базисы. Тогда e, e′′ — одинаково ориентированные
базисы.

Пусть: e, e′, e′′ — базисы пространства ~EN ; e, e′ — противоположно ориентированные
базисы, e′, e′′ — противоположно ориентированные базисы. Тогда e, e′′ — одинаково ори-
ентированные базисы.

Замечание (правые и левые базисы, знак базиса). Пусть: N = 1, 3; e0 — базис пространства
~EN .
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Пусть e — базис пространства ~EN . Будем говорить, что e — правый базис, если e, e0 —
одинаково ориентированные базисы. Будем говорить, что e — левый базис, если e, e0 —
противоположно ориентированные базисы.

Очевидно, e0 — правый базис.

Пусть e — базис пространства ~EN . Базис e является левым тогда и только тогда, когда
базис e не является правым.

Пусть e, e′ — базисы пространства ~EN . Пусть e, e′ — правые базисы. Тогда e, e′ —
одинаково ориентированные базисы. Пусть e, e′ — левые базисы. Тогда e, e′ — одинако-
во ориентированные базисы. Пусть: e — правый базис, e′ — левый базис. Тогда e, e′ —
противоположно ориентированные базисы.

Пусть e — базис пространства ~EN . Пусть e — правый базис. Обозначим, sgn(e) = 1.
Пусть e — левый базис. Обозначим, sgn(e) = −1. Будем говорить, что sgn(e) — знак
базиса e.

4.3. Векторное и смешанное произведения

Замечание. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y — линейно независимые векторы, ‖z‖ = ‖x‖ ·

‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

, z ⊥ x, y. Докажем, что x, y, z — базис пространства ~E3.

Так как x, y — линейно независимые векторы, то x, y 6= θ. Тогда ‖x‖, ‖y‖ 6= 0. Так как x,
y — линейно независимые векторы, то ϕ(x, y) ∈ (0, π). Тогда: ‖z‖ = ‖x‖·‖y‖ sin

(

ϕ(x, y)
)

6= 0.
Следовательно, z 6= θ. Так как: x, y — линейно независимые векторы, z ⊥ x, y, то x, y,
z — линейно независимые векторы. Тогда x, y, z — базис пространства ~E3.

Определение (векторное и смешанное произведения). Пусть x, y ∈ ~E3. Пусть x, y —
линейно зависимые векторы. Обозначим, [x, y] = θ. Пусть x, y — линейно независи-

мые векторы. Обозначим через [x, y] вектор, удовлетворяющий условиям: [x, y] ∈ ~E3,
∥

∥[x, y]
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

, [x, y] ⊥ x, y; x, y, [x, y] — правый базис. Будем говорить,
что [x, y] — векторное произведение векторов x, y.

Пусть x, y, z ∈ ~E3. Обозначим, (x, y, z) =
(

[x, y], z
)

. Будем говорить, что (x, y, z) —
смешанное произведение векторов x, y, z.

Замечание («векторное» и «смешанное» произведения). Пусть e — ортонормированный
базис пространства E3.

Пусть x, y ∈ ~E3. Обозначим, [x, y]e =
∑

k1,k2,k3=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,k3 [x]
k1(e)[y]k2(e)ek3 . Будем

говорить, что [x, y]e — «векторное» произведение векторов x, y.

Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e). Тогда:

[x, y]e =
∑

k1,k2,k3=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,k3 x̃
k1 ỹk2ek3 = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 e1
x̃2 ỹ2 e2
x̃3 ỹ3 e3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 x̃1 ỹ1

e2 x̃2 ỹ2

e3 x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
x̃1 x̃2 x̃3

ỹ1 ỹ2 ỹ3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Пусть x, y, z ∈ ~E3. Обозначим, (x, y, z)e = sgn(e)ε̃k1,k2,k3 [x]
k1(e)[y]k2(e)[z]k3(e). Будем

говорить, что (x, y, z)e — «смешанное» произведение векторов x, y, z.
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Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

(x, y, z)e = sgn(e)ε̃k1,k2,k3 x̃
k1 ỹk2 z̃k3 = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 x̃2 x̃3

ỹ1 ỹ2 ỹ3

z̃1 z̃2 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Утверждение. Пусть e — ортонормированный базис пространства ~E3.

1. «Смешанное» произведение линейно по каждому аргументу.

2. «Смешанное» произведение антисимметрично.

3. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y, z — линейно зависимые векторы. Тогда (x, y, z)e = 0.

4. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y, z — линейно независимые векторы, (x, y, z)e > 0. Тогда x,

y, z — правый базис пространства ~E3.

5. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, x, y, z — линейно независимые векторы, (x, y, z)e < 0. Тогда x,

y, z — левый базис пространства ~E3.

6. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда (x, y, z)e =
(

[x, y]e, z
)

.

7. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда (x, y, z)e =
(

x, [y, z]e
)

.

8. «Векторное» произведение линейно по каждому аргументу.

9. «Векторное» произведение антисимметрично.

10. Пусть a, b, c ∈ ~E3. Тогда
[

a, [b, c]e
]

e
= b(a, c)− c(a, b).

11. Пусть x, y ∈ ~E3. Тогда
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

.

12. Пусть: x, y ∈ ~E3, x, y — линейно зависимые векторы. Тогда [x, y]e = θ.

13. Пусть x, y ∈ ~E3. Тогда [x, y]e ⊥ x, y.

14. Пусть: x, y ∈ ~E3, x, y — линейно независимые векторы. Тогда x, y, [x, y]e — правый

базис пространства ~E3.

15. Пусть x, y ∈ ~E3. Тогда [x, y] = [x, y]e.

16. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда (x, y, z) = (x, y, z)e.

Доказательство.

1. Утверждение непосредственно следует из определения «смешанного» произведения.
2. Утверждение непосредственно следует из определения «смешанного» произведения.
3. Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Так как x, y, z — линейно зависимые

векторы, то x̃, ỹ, z̃ — линейно зависимые столбцы. Тогда:

(x, y, z)e = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

4. Так как x, y, z — линейно независимые векторы, то x, y, z — базис пространства ~E3.
Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e) sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)(x, y, z)e.

Пусть e — правый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e > 0.

Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — одинаково ориентированные базисы. Так как e —
правый базис, то x, y, z — правый базис.
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Пусть e — левый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e < 0.

Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — противоположно ориентированные базисы. Так как
e — левый базис, то x, y, z — правый базис.

5. Так как x, y, z — линейно независимые векторы, то x, y, z — базис пространства ~E3.
Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e) sgn(e)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1 z̃1

x̃2 ỹ2 z̃2

x̃3 ỹ3 z̃3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= sgn(e)(x, y, z)e.

Пусть e — правый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e < 0.

Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — противоположно ориентированные базисы. Так как
e — правый базис, то x, y, z — левый базис.

Пусть e — левый базис. Тогда:

det
(

α(e1, e2, e3, x, y, z)
)

= sgn(e)(x, y, z)e > 0.

Следовательно, e1, e2, e3 и x, y, z — одинаково ориентированные базисы. Так как e —
левый базис, то x, y, z — левый базис.

6. Обозначим: x̃ = [x](e), ỹ = [y](e), z̃ = [z](e). Тогда:

(

[x, y]e, z
)

=
∑

j=1,3

[

[x, y]e
]j
(e)z̃j =

∑

j=1,3

(

∑

k1,k2=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,jx̃
k1 ỹk2

)

z̃j =

=
∑

k1,k2,j=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,jx̃
k1 ỹk2 z̃j = (x, y, z)e.

7. Очевидно: (x, y, z)e = (y, z, x)e =
(

[y, z]e, x
)

=
(

x, [y, z]e
)

.
8. Утверждение непосредственно следует из определения «векторного» произведения.
9. Утверждение непосредственно следует из определения «векторного» произведения.

10. Обозначим: ã = [a](e), b̃ = [b](e), c̃ = [c](e). Пусть j = 1, 3. Тогда:

[

[

a, [b, c]e
]

e

]j

(e) =
∑

k1,k2=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,j ã
k1
[

[b, c]e
]k2(e) =

=
∑

k1,k2=1,3

sgn(e)ε̃k1,k2,j ã
k1

∑

m1,m2=1,3

sgn(e)ε̃m1,m2,k2 b̃
m1 c̃m2 =

=
∑

k1,k2=1,3

∑

m1,m2=1,3

ε̃k1,k2,j ε̃m1,m2,k2 ã
k1 b̃m1 c̃m2 =

=
∑

k1,k2=1,3,
k1, k2, j — различные числа

∑

m1,m2=1,3,
m1, m2, k2 — различные числа

ε̃k1,k2,j ε̃m1,m2,k2 ã
k1 b̃m1 c̃m2 =

=
[

m1 = k1, m2 = j либо m1 = j, m2 = k1

]

=



10 4. Скалярное, векторное, смешанное произведения

=
∑

k1,k2=1,3,
k1, k2, j — различные числа

(

ε̃k1,k2,j ε̃k1,j,k2 ã
k1 b̃k1 c̃j + ε̃k1,k2,j ε̃j,k1,k2 ã

k1 b̃j c̃k1
)

=

=
∑

k1,k2=1,3,
k1, k2, j — различные числа

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

=
∑

k1=1,3,
k1 6=j

∑

k2=1,3,
k2 6=k1,j

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

=

=
∑

k1=1,3,
k1 6=j

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

=
∑

k1=1,3

(

b̃j ãk1 c̃k1 − c̃j ãk1 b̃k1
)

= b̃j(a, c)− c̃j(a, b) =

=
[

b(a, c)− c(a, b)
]j
(e).

Следовательно,
[

a, [b, c]e
]

e
= b(a, c)− c(a, b).

11. Так как: ‖x‖, ‖y‖ > 0, ϕ(x, y) ∈ [0, π], то:

∥

∥[x, y]e
∥

∥ =
√

(

[x, y]e, [x, y]e
)

=

√

(

x,
[

y, [x, y]e
]

e

)

=
√

(

x, x(y, y)− y(y, x)
)

=

=
√

(x, x)(y, y)− (x, y)2 =

√

‖x‖2 ‖y‖2 −
(

‖x‖ · ‖y‖ cos
(

ϕ(x, y)
)

)2

=

=

√

‖x‖2 ‖y‖2
(

sin
(

ϕ(x, y)
)

)2

= ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

.

12. Пусть x = θ ∨ y = θ. Тогда ‖x‖ = 0 ∨ ‖y‖ = 0. Следовательно:
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ ·
‖y‖ sin

(

ϕ(x, y)
)

= 0. Тогда [x, y]e = θ.
Пусть x, y 6= θ. Так как x, y — линейно зависимые векторы, то ϕ(x, y) = 0∨ϕ(x, y) = π.

Тогда:
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

= 0. Следовательно, [x, y]e = θ.
13. Так как x, y, x — линейно зависимые векторы, то:

(

[x, y]e, x
)

= (x, y, x)e = 0. Тогда
[x, y]e ⊥ x. Так как x, y, y — линейно зависимые векторы, то:

(

[x, y]e, y
)

= (x, y, y)e = 0.
Тогда [x, y]e ⊥ y.

14. Так как: x, y — линейно независимые векторы,
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ · ‖y‖ sin
(

ϕ(x, y)
)

,

[x, y]e ⊥ x, y, то x, y, [x, y]e — базис пространства ~E3. Так как [x, y]e 6= θ, то:
(

x, y, [x, y]e
)

e
=

(

[x, y]e, [x, y]e
)

> 0. Так как x, y, [x, y]e — линейно независимые векторы, то x, y, [x, y]e —
правый базис пространства E3.

15. Пусть x, y — линейно зависимые векторы. Тогда: [x, y] = θ, [x, y]e = θ. Следовательно,
[x, y] = [x, y]e.

Пусть x, y — линейно независимые векторы. Так как: [x, y]e ∈ ~E3,
∥

∥[x, y]e
∥

∥ = ‖x‖ ·
‖y‖ sin

(

ϕ(x, y)
)

, [x, y]e ⊥ x, y; x, y, [x, y]e — правый базис, то [x, y] = [x, y]e.
16. Очевидно: (x, y, z) =

(

[x, y], z
)

=
(

[x, y]e, z
)

= (x, y, z)e.

Утверждение.

1. Пусть: A, B, C ∈ E3, S — площадь параллелограмма со сторонами [A,B], [A,C].

Тогда
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥ = S.

2. Пусть: A, B, C, D ∈ E3, V — объём параллелепипеда со сторонами [A,B], [A,C],

[A,D]. Тогда
∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣ = V .

3. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Векторы x, y, z являются линейно зависимыми тогда и только

тогда, когда (x, y, z) = 0.

4. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, (x, y, z) > 0. Тогда x, y, z — правый базис пространства ~E3.

5. Пусть: x, y, z ∈ ~E3, (x, y, z) < 0. Тогда x, y, z — левый базис пространства ~E3.
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6. Пусть x, y, z ∈ ~E3. Тогда
[

x, [y, z]
]

+
[

z, [x, y]
]

+
[

y, [z, x]
]

= θ (равенство Якоби).

Доказательство.

1. Пусть A, B, C — аффинно зависимые точки. Тогда S = 0. Так как A, B, C —

аффинно зависимые точки, то
−→
AB,

−→
AC — линейно зависимые векторы. Тогда

∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥ =

0. Следовательно, S =
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.
Пусть A, B, C — аффинно независимые точки. Обозначим через l прямую, удовле-

творяющую условиям: l — прямая в пространстве E3, l ⊆ π∗(A,B,C), C ∈ l, l ⊥ l∗(A,B).
Обозначим через C1 точку, удовлетворяющую условиям: C1 ∈ l, C1 ∈ l∗(A,B). Пусть:
C1 ∈ l+(A,B), C1 6= A. Тогда:

S = ρ(A,B)ρ(C1, C) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(Ĉ1AC) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(B̂AC) =

= ‖
−→
AB‖ · ‖

−→
AC‖ sin

(

ϕ(
−→
AB,

−→
AC)

)

=
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.

Пусть C1 = A. Тогда:

S = ρ(A,B)ρ(C1, C) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin
(π

2

)

= ρ(A,B)ρ(A,C) sin(B̂AC) =

= ‖
−→
AB‖ · ‖

−→
AC‖ sin

(

ϕ(
−→
AB,

−→
AC)

)

=
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.

Пусть C1 /∈ l+(A,B). Тогда:

S = ρ(A,B)ρ(C1, C) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(Ĉ1AC) = ρ(A,B)ρ(A,C) sin(π − B̂AC) =

= ρ(A,B)ρ(A,C) sin(B̂AC) = ‖
−→
AB‖ · ‖

−→
AC‖ sin

(

ϕ(
−→
AB,

−→
AC)

)

=
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥.

2. Пусть A, B, C, D — аффинно зависимые точки. Тогда V = 0. Так как A, B, C,

D — аффинно зависимые точки, то
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD — линейно зависимые векторы. Тогда

∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣ = 0. Следовательно, V =
∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣.
Пусть A, B, C, D — аффинно независимые точки. Обозначим через S площадь па-

раллелограмма со сторонами [A,B], [A,C]. Обозначим через l прямую, удовлетворяющую
условиям: l — прямая в пространстве E3, D ∈ l, l ⊥ π∗(A,B,C). Обозначим через D1

точку, удовлетворяющую условиям: D1 ∈ l, D1 ∈ π∗(A,B,C). Тогда:

V = Sρ(D1, D) = Sρ(A,D) cos(D̂1DA) =
∥

∥[
−→
AB,

−→
AC]

∥

∥ · ‖
−−→
AD‖ ·

∣

∣

∣

∣

cos
(

ϕ
(

[
−→
AB,

−→
AC],

−−→
AD

)

)

∣

∣

∣

∣

=

=
∣

∣

∣

(

[
−→
AB,

−→
AC],

−−→
AD

)

∣

∣

∣
=

∣

∣(
−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD)

∣

∣.

3. Пусть x, y, z — линейно зависимые векторы. Тогда (x, y, z) = 0.
Пусть (x, y, z) = 0. Очевидно, существуют точки A, B, C, D, удовлетворяющие усло-

виям: A, B, C, D ∈ E3, x =
−→
AB, y =

−→
AC, z =

−−→
AD. Обозначим через V объём параллеле-

пипеда со сторонами [A,B], [A,C], [A,D]. Тогда: V =
∣

∣(x, y, z)
∣

∣ = 0. Следовательно, A, B,
C, D — аффинно зависимые точки. Тогда x, y, z — линейно зависимые векторы.

4. Так как (x, y, z) 6= 0, то x, y, z — линейно независимые векторы. Так как (x, y, z) > 0,

то x, y, z — правый базис пространства ~E3.
5. Так как (x, y, z) 6= 0, то x, y, z — линейно независимые векторы. Так как (x, y, z) < 0,

то x, y, z — левый базис пространства ~E3.
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6. Очевидно:

[

x, [y, z]
]

+
[

z, [x, y]
]

+
[

y, [z, x]
]

=

= y(x, z)− z(x, y) + x(z, y)− y(z, x) + z(y, x)− x(y, z) = θ.

Утверждение. Пусть x̃, ỹ ∈ R3. Столбцы x̃, ỹ являются линейно зависимыми тогда и

только тогда, когда:

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

= 0.

Доказательство. Пусть x̃, ỹ — линейно зависимые столбцы. Тогда: (x̃2, x̃3)T , (ỹ2, ỹ3)T —
линейно зависимые столбцы, (x̃1, x̃3)T , (ỹ1, ỹ3)T — линейно зависимые столбцы, (x̃1, x̃2)T ,
(ỹ1, ỹ2)T — линейно зависимые столбцы. Следовательно:

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

= 0.

Пусть:
∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

= 0,

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

= 0.

Пусть e — ортонормированный базис пространства E3. Обозначим: x = x̃kek, y = ỹkek.
Тогда:

[x, y] = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

e1 − sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃3 ỹ3

∣

∣

∣

∣

e2 + sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

e3 = θ.

Следовательно, x, y — линейно зависимые векторы. Тогда x̃, ỹ — линейно зависимые
столбцы.

Утверждение. Пусть x̃, ỹ ∈ R2. Столбцы x̃, ỹ являются линейно зависимыми тогда и

только тогда, когда det(x̃, ỹ) = 0.

Доказательство. Пусть x̃, ỹ — линейно зависимые столбцы. Тогда det(x̃, ỹ) = 0.
Пусть det(x̃, ỹ) = 0. Пусть e — ортонормированный базис пространства E3. Обозначим:

x = x̃1e1 + x̃2e2, y = ỹ1e1 + ỹ2e2. Тогда:

[x, y] = sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃2 ỹ2

0 0

∣

∣

∣

∣

e1 − sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

0 0

∣

∣

∣

∣

e2 + sgn(e)

∣

∣

∣

∣

x̃1 ỹ1

x̃2 ỹ2

∣

∣

∣

∣

e3 = θ.

Следовательно, x, y — линейно зависимые векторы. Тогда (x̃1, x̃2, 0)T , (ỹ1, ỹ2, 0)T — линейно
зависимые столбцы. Следовательно, x̃, ỹ — линейно зависимые столбцы.

Утверждение. Пусть x̃, ỹ, z̃ ∈ R3. Столбцы x̃, ỹ, z̃ являются линейно зависимыми

тогда и только тогда, когда det(x̃, ỹ, z̃) = 0.

Доказательство. Пусть x̃, ỹ, z̃ — линейно зависимые столбцы. Тогда det(x̃, ỹ, z̃) = 0.
Пусть det(x̃, ỹ, z̃) = 0. Пусть e — ортонормированный базис пространства E3. Обозна-

чим: x = x̃kek, y = ỹkek, z = z̃kek. Тогда: (x, y, z) = sgn(e) det(x̃, ỹ, z̃) = 0. Следовательно,
x, y, z — линейно зависимые векторы. Тогда x̃, ỹ, z̃ — линейно зависимые столбцы.
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