
Аналитическая геометрия

Бадьин А. В.

Лекция 3. Матричная алгебра. Определители поряд-

ков 1, 2, 3

3.1. Пространство R
N2×N1

Определение (что такое матрица). Пусть N1, N2 ∈ N.
1. Будем говорить, что A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец, если: A —

функция, D(A) = {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1}.
2. Пусть α1

1, . . . , α
N2

1 , . . . , α1
N1
, . . . , αN2

N1
— некоторые объекты. Пусть: A(j, i) = αj

i при:

i = 1, N1, j = 1, N2. Обозначим:







α1
1 · · · α1

N1

... · · ·
...

αN2

1 · · · αN2

N1






= A.

Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Тогда:

A =







A(1, 1) · · · A(1, N1)
... · · ·

...
A(N2, 1) · · · A(N2, N1)






.

3. Пусть A — матрица, имеющая N2 строки и N1 столбец. Далее часто будем писать:
Aj

i , Aj,i, A
j,i вместо A(j, i). Пусть i = 1, N1. Обозначим:

Ai =







A1
i
...

AN2

i






.

Пусть j = 1, N2. Обозначим:

Aj =
(

Aj
1 · · · Aj

N1

)

.

4. Пусть Q — множество. Будем говорить, что A — матрица с элементами из множества
Q, имеющая N2 строки и N1 столбец, если:

A : {1, . . . , N2} × {1, . . . , N1} =⇒ Q.

5. Пусть Q — множество. Обозначим через QN2×N1 множество всех матриц с элементами
из множества Q, имеющих N2 строки и N1 столбец.
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Определение. Пусть N1, N2 ∈ N. Рассмотрим множество R
N2×N1 .

Пусть A, B ∈ R
N2×N1 . Обозначим:

(A+B)ji = Aj
i + Bj

i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, A+B ∈ R
N2×N1 . Будем говорить, что {A+B}A,B∈RN2×N1 — стандартная операция

сложения на множестве R
N2×N1 .

Пусть: λ ∈ R, A ∈ R
N2×N1 . Обозначим:

(λA)ji = λAj
i , i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, λA ∈ R
N2×N1 . Будем говорить, что {λA}λ∈R, A∈RN2×N1 — стандартная внешняя

операция умножения на множестве R
N2×N1 .

Обозначим:

Θj
i = 0, i = 1, N1, j = 1, N2.

Очевидно, Θ ∈ R
N2×N1 . Будем говорить, что Θ — стандартный нулевой элемент множества

R
N2×N1 .

Утверждение. Пусть N1, N2 ∈ N.

1. Пусть A, B ∈ R
N2×N1. Тогда A+ B = B + A.

2. Пусть A, B, C ∈ R
N2×N1. Тогда (A+ B) + C = A+ (B + C).

3. Пусть A ∈ R
N2×N1. Тогда A+Θ = A.

4. Пусть A ∈ R
N2×N1. Тогда A+ (−1)A = Θ.

5. Пусть: α, β ∈ R, A ∈ R
N2×N1. Тогда (αβ)A = α(βA).

6. Пусть A ∈ R
N2×N1. Тогда 1A = A.

7. Пусть: α, β ∈ R, A ∈ R
N2×N1. Тогда (α + β)A = αA+ βA.

8. Пусть: λ ∈ R, A, B ∈ R
N2×N1. Тогда λ(A+ B) = λA+ λB.

9. Пусть A ∈ R
N2×N1. Тогда 0A = Θ.

10. Пусть λ ∈ R. Тогда λΘ = Θ.

11. Пусть A, B ∈ R
N2×N1. Существует единственная матрица X, удовлетворяющая

условиям: X ∈ R
N2×N1, A+X = B.

Доказательство.

1. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+ B)ji = Aj
i +Bj

i = Bj
i + Aj

i = (B + A)ji .

Следовательно, A+ B = B + A.
2. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(A+ B) + C
)j

i
= (Aj

i + Bj
i ) + Cj

i = Aj
i + (Bj

i + Cj
i ) =

(

A+ (B + C)
)j

i
.

Следовательно, (A+ B) + C = A+ (B + C).
3. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(A+Θ)ji = Aj
i +Θj

i = Aj
i + 0 = Aj

i .

Следовательно, A+Θ = A.
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4. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:
(

A+ (−1)A
)j

i
= Aj

i + (−1)Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, A+ (−1)A = Θ.
5. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(αβ)A
)j

i
= (αβ)Aj

i = α(βAj
i ) =

(

α(βA)
)j

i
.

Следовательно, (αβ)A = α(βA).
6. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(1A)ji = 1Aj
i = Aj

i .

Следовательно, 1A = A.
7. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(α + β)A
)j

i
= (α + β)Aj

i = αAj
i + βAj

i = (αA+ βA)ji .

Следовательно, (α + β)A = αA+ βA.
8. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

λ(A+ B)
)j

i
= λ(Aj

i +Bj
i ) = λAj

i + λBj
i = (λA+ λB)ji .

Следовательно, λ(A+ B) = λA+ λB.
9. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(0A)ji = 0Aj
i = 0 = Θj

i .

Следовательно, 0A = Θ.
10. Пусть i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(λΘ)ji = λΘj
i = λ0 = 0 = Θj

i .

Следовательно, λΘ = Θ.
11. Пусть: X ∈ R

N2×N1 , A+X = B. Тогда:

(−1)A+ (A+X) = (−1)A+ B,
(

(−1)A+ A
)

+X = (−1)A+ B,
(

A+ (−1)A
)

+X = (−1)A+ B,

Θ+X = (−1)A+ B,

X +Θ = (−1)A+ B,

X = (−1)A+B.

Пусть: X1 ∈ R
N2×N1 , A+X1 = B, X2 ∈ R

N2×N1 , A+X2 = B. Тогда: X1 = (−1)A+B,
X2 = (−1)A+ B. Следовательно, X1 = X2.

Обозначим, X = (−1)A + B. Тогда: X ∈ R
N2×N1 , A + X = A +

(

(−1)A + B
)

=
(

A+ (−1)A
)

+ B = Θ+B = B +Θ = B.

Определение. Пусть N1, N2 ∈ N.
Пусть A ∈ R

N2×N1 . Обозначим, −A = (−1)A. Очевидно: −A ∈ R
N2×N1 , A + (−A) = Θ.

Будем говорить, что −A — противоположная матрица к матрице A.
Пусть A, B ∈ R

N2×N1 . Обозначим, B − A = (−1)A + B. Очевидно: B − A ∈ R
N2×N1 ,

A+ (B − A) = B. Будем говорить, что B − A — разность матриц B, A.
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3.2. Линейная комбинация матриц, линейная зависимость матриц

Определение (линейная комбинация матриц). Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ R,
X1, . . . , Xr ∈ R

N2×N1 .

Будем говорить, что
N
∑

k=1

λkXk — линейная комбинация матриц X1, . . . , Xr с коэффици-

ентами λ1, . . . , λr.

Далее часто будем писать λkXk вместо
N
∑

k=1

λkXk (частный случай правила суммирова-

ния Эйнштейна).

Определение (линейная оболочка матриц, линейная зависимость матриц, линейная неза-
висимость матриц). Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr ∈ R

N2×N1 .
Обозначим:

L(X1, . . . , Xr) = {λkXk : λ
1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R} =

=
{

U : ∃λ1 · · · ∃λr(λ1 ∈ R ∧ · · · ∧ λr ∈ R ∧ U = λkXk)
}

.

Очевидно, L(X1, . . . , Xr) ⊆ R
N2×N1 . Будем говорить, что L(X1, . . . , Xr) — линейная обо-

лочка матриц X1, . . . , Xr. Пусть k = 1, r. Тогда: Xk = δmk Xm ∈ L(X1, . . . , Xr).
Будем говорить, что по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно

восстанавливаются её коэффициенты, если для любых чисел α1, . . . , αr, β1, . . . , βr, удовле-
творяющих условиям: α1, . . . , αr, β1, . . . , βr ∈ R, αkXk = βkXk, справедливо утверждение
∀k = 1, r(αk = βk).

Будем говорить, что X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы, если существуют числа
λ1, . . . , λr, удовлетворяющие условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkXk = Θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0).

Будем говорить, что X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы, если для любых чи-
сел λ1, . . . , λr, удовлетворяющих условиям: λ1, . . . , λr ∈ R, λkXk = Θ, справедливо утвер-
ждение ∀k = 1, r(λk = 0).

Утверждение (критерий линейной зависимости матриц). Пусть N1, N2 ∈ N.

1. Пусть X ∈ R
N2×N1. Матрица X является линейно зависимой тогда и только то-

гда, когда X = Θ.

2. Пусть: r ∈ Z, r > 2, X1, . . . , Xr ∈ R
N2×N1. Матрицы X1, . . . , Xr являются линейно

зависимыми тогда и только тогда, когда существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий

условию Xk0 ∈ L(X1, . . . , Xk0−1, Xk0+1, . . . , Xr).

Доказательство.

1. Пусть X — линейно зависимая матрица. Тогда существует число λ ∈ R, удовлетво-
ряющее условиям: λX = Θ, λ 6= 0. Следовательно, X = Θ.

Пусть X = Θ. Тогда 1X = Θ. Так как 1 6= 0, то X — линейно зависимая матрица.
2. Пусть X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы. Тогда существуют числа

λ1, . . . , λN ∈ R, удовлетворяющие условиям: λkXk = Θ, ∃k = 1, r(λk 6= 0). Выберем но-
мер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию λk0 6= 0. Тогда:

λ1X1 + · · ·+ λk0−1Xk0−1 + λk0Xk0 + λk0+1Xk0+1 + · · ·+ λrXr = Θ,

Xk0 =
−λ1

λk0

X1 + · · ·+
−λk0−1

λk0

Xk0−1 +
−λk0+1

λk0

Xk0+1 + · · ·+
−λr

λk0

Xr,

Xk0 ∈ L(X1, . . . , Xk0−1, Xk0+1, . . . , Xr).
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Пусть существует номер k0 = 1, r, удовлетворяющий условию Xk0 ∈
L(X1, . . . , Xk0−1, Xk0+1, . . . , Xr). Тогда существуют числа λ1, . . . , λk0−1, λk0+1, . . . , λr ∈ R,
удовлетворяющие условию:

Xk0 = λ1X1 + · · ·+ λk0−1Xk0−1 + λk0+1Xk0+1 + · · ·+ λrXr.

Следовательно:

(−λ1)X1 + · · ·+ (−λk0−1)Xk0−1 + 1Xk0 + (−λk0+1)Xk0+1 + · · ·+ (−λr)Xr = Θ.

Так как 1 6= 0, то X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.

Утверждение (критерий линейной независимости матриц). Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈
N, X1, . . . , Xr ∈ R

N2×N1. Матрицы X1, . . . , Xr являются линейно независимыми тогда

и только тогда, когда по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно

восстанавливаются её коэффициенты.

Доказательство. Пусть X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы. Пусть: α1, . . . , αr,
β1, . . . , βr ∈ R, αkXk = βkXk. Тогда (αk − βk)Xk = Θ. Так как X1, . . . , Xr — линейно
независимые матрицы, то ∀k = 1, r(αk − βk = 0). Тогда ∀k = 1, r(αk = βk). Следователь-
но, по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно восстанавливаются её
коэффициенты.

Пусть по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно восстанавлива-
ются её коэффициенты. Пусть: λ1, . . . , λr ∈ R, λkXk = Θ. Тогда:

λ1X1 + · · ·+ λrXr = 0X1 + · · ·+ 0Xr.

Так как по любой линейной комбинации матриц X1, . . . , Xr однозначно восстанавливаются
её коэффициенты, то ∀k = 1, r(λk = 0). Тогда X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы.

Утверждение. Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr, X ∈ R
N2×N1, X1, . . . , Xr —

линейно независимые матрицы, X1, . . . , Xr, X — линейно зависимые матрицы. Тогда

X ∈ L(X1, . . . , Xr).

Доказательство. Так как X1, . . . , Xr, X — линейно зависимые матрицы, то существуют
числа λ1, . . . , λr+1 ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1X1 + · · ·+ λrXr + λr+1X = Θ, ∃k =
1, r + 1(λk 6= 0). Предположим, что λr+1 = 0. Тогда: λ1X1 + · · ·+ λrXr = Θ, ∃k = 1, r(λk 6=
0) (что противоречит утверждению: X1, . . . , Xr — линейно независимые матрицы). Итак,
λr+1 6= 0. Тогда:

X =
−λ1

λr+1
X1 + · · ·+

−λr

λr+1
Xr,

X ∈ L(X1, . . . , Xr).

Утверждение. Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr ∈ R
N2×N1, σ ∈ Sr, Xσ(1), . . . , Xσ(r) —

линейно зависимые матрицы. Тогда X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.

Доказательство. Так как Xσ(1), . . . , Xσ(r) — линейно зависимые матрицы, то существу-
ют числа λ1, . . . , λr ∈ R, удовлетворяющие условиям: λ1Xσ(1) + · · · + λrXσ(r) = Θ,
∃m = 1, r(λm 6= 0). Тогда:

λσ−1(1)X1 + · · ·+ λσ−1(r)Xr = Θ, ∃k = 1, r(λσ−1(k) 6= 0).

Следовательно, X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.
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Утверждение. Пусть: N1, N2 ∈ N; r ∈ N, X1, . . . , Xr ∈ R
N2×N1, r0 ∈ N, k1, . . . , kr0 = 1, r,

k1 < · · · < kr0, Xk1 , . . . , Xkr0
— линейно зависимые матрицы. Тогда X1, . . . , Xr — линейно

зависимые матрицы.

Доказательство. Так как Xk1 , . . . , Xkr0
— линейно зависимые матрицы, то существуют

числа α1, . . . , αr0 ∈ R, удовлетворяющие условиям: α1Xk1 + · · · + αr0Xkr0
= Θ, ∃m =

1, r0(α
m 6= 0). Обозначим: βk1 = α1, . . . , βkr0 = αr0 , βk = 0 при: k = 1, r, k /∈ {k1, . . . , kr0}.

Тогда:

βk1Xk1 + · · ·+ βkr0Xkr0
= Θ, ∃m = 1, r0(β

km 6= 0);

β1X1 + · · ·+ βrXr = Θ, ∃k = 1, r(βk 6= 0).

Следовательно, X1, . . . , Xr — линейно зависимые матрицы.

3.3. Перемножение матриц

Определение.

1. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ R
N2×N1 , B ∈ R

N3×N2 . Обозначим:

(BA)ji = Bj
kA

k
i , i = 1, N1, j = 1, N3.

Очевидно, BA ∈ R
N3×N1 . Будем говорить, что BA — произведение матриц B, A.

2. Пусть N ∈ N. Обозначим:

Iji = δji , i = 1, N, j = 1, N.

Очевидно, I ∈ R
N×N . Будем говорить, что I — единичная матрица из множества R

N×N .

Утверждение.

1. Пусть: N1, N2, N3, N4 ∈ N; A ∈ R
N2×N1, B ∈ R

N3×N2, C ∈ R
N4×N3. Тогда (CB)A =

C(BA).
2. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ R

N2×N1. Тогда: AI1 = A, I2A = A.

3. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ R
N2×N1, B1, B2 ∈ R

N3×N2. Тогда (B1+B2)A = B1A+B2A.

4. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ R
N2×N1, B ∈ R

N3×N2. Тогда (λB)A = λ(BA).
5. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A1, A2 ∈ R

N2×N1, B ∈ R
N3×N2. Тогда B(A1+A2) = BA1+BA2.

6. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ R
N2×N1, B ∈ R

N3×N2. Тогда B(λA) = λ(BA).

Доказательство.

1. Очевидно, (CB)A, C(BA) ∈ R
N4×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N4. Тогда:

(

(CB)A
)j

i
=

N2
∑

k=1

(CB)jkA
k
i =

N2
∑

k=1

( N3
∑

m=1

Cj
mB

m
k

)

Ak
i =

N2
∑

k=1

N3
∑

m=1

(Cj
mB

m
k )Ak

i =

=

N3
∑

m=1

N2
∑

k=1

Cj
m(B

m
k Ak

i ) =

N3
∑

m=1

Cj
m

N2
∑

k=1

Bm
k Ak

i =

N3
∑

m=1

Cj
m(BA)mi =

(

C(BA)
)j

i
.

Следовательно, (CB)A = C(BA).
Проделаем аналогичные выкладки, используя правило суммирования Эйнштейна.

Очевидно, (CB)A, C(BA) ∈ R
N4×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N4. Тогда:

(

(CB)A
)j

i
= (CB)jkA

k
i = (Cj

mB
m
k )Ak

i = Cj
m(B

m
k Ak

i ) = Cj
m(BA)mi =

(

C(BA)
)j

i
.

Следовательно, (CB)A = C(BA).
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2. Очевидно, AI1, A ∈ R
N2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(AI1)
j
i = Aj

k(I1)
k
i = Aj

kδ
k
i = Aj

i .

Следовательно, AI1 = A.
Очевидно, I2A, A ∈ R

N2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(I2A)
j
i = (I2)

j
kA

k
i = δjkA

k
i = Aj

i .

Следовательно, I2A = A.
3. Очевидно, (B1 + B2)A, B1A+ B2A ∈ R

N3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

(B1 + B2)A
)j

i
= (B1 +B2)

j
kA

k
i =

(

(B1)
j
k + (B2)

j
k

)

Ak
i = (B1)

j
kA

k
i + (B2)

j
kA

k
i =

= (B1A)
j
i + (B2A)

j
i = (B1A+B2A)

j
i .

Следовательно, (B1 +B2)A = B1A+ B2A.
4. Очевидно, (λB)A, λ(BA) ∈ R

N3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

(λB)A
)j

i
= (λB)jkA

k
i = (λBj

k)A
k
i = λ(Bj

kA
k
i ) = λ(BA)ji =

(

λ(BA)
)j

i
.

Следовательно, (λB)A = λ(BA).
5. Очевидно, B(A1 + A2), BA1 + BA2 ∈ R

N3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

B(A1 + A2)
)j

i
= Bj

k(A1 + A2)
k
i = Bj

k

(

(A1)
k
i + (A2)

k
i

)

= Bj
k(A1)

k
i + Bj

k(A2)
k
i =

= (BA1)
j
i + (BA2)

j
i = (BA1 +BA2)

j
i .

Следовательно, B(A1 + A2) = BA1 + BA2.
6. Очевидно, B(λA), λ(BA) ∈ R

N3×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N3. Тогда:

(

B(λA)
)j

i
= Bj

k(λA)
k
i = Bj

k(λA
k
i ) = λ(Bj

kA
k
i ) = λ(BA)ji =

(

λ(BA)
)j

i
.

Следовательно, B(λA) = λ(BA).

Замечание.

1. Пусть N1, N2 ∈ N. Пусть: A ∈ R
N2×N1 , B ∈ R

N1×N2 . Будем говорить, что матрицы B,
A коммутируют, если BA = AB.

Пусть: A ∈ R
N2×N1 , B ∈ R

N1×N2 , матрицы B, A коммутируют. Тогда N2 = N1.
2. Пусть N ∈ N. Пусть A, B ∈ R

N×N . Обозначим, [B,A] = BA − AB. Будем говорить,
что [B,A] — коммутатор матриц B, A.

Пусть A, B ∈ R
N×N . Матрицы B, A коммутируют тогда и только тогда, когда

[B,A] = Θ.
3. Пусть: N ∈ N; A, B1, B2 ∈ R

N×N . Тогда [B1 + B2, A] = [B1, A] + [B2, A].
4. Пусть: N ∈ N; λ ∈ R, A, B ∈ R

N×N . Тогда [λB,A] = λ[B,A].
5. Пусть: N ∈ N; A1, A2, B ∈ R

N×N . Тогда [B,A1 + A2] = [B,A1] + [B,A2].
6. Пусть: N ∈ N; λ ∈ R, A, B ∈ R

N×N . Тогда [B, λA] = λ[B,A].
7. Пусть: N ∈ N; A, B ∈ R

N×N . Тогда [A,B] = −[B,A].
8. Пусть: N ∈ N; A, B, C ∈ R

N×N . Тогда
[

C, [B,A]
]

+
[

A, [C,B]
]

+
[

B, [A,C]
]

= Θ.
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3.4. Транспонирование матрицы

Определение. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ R
N2×N1 . Обозначим:

(AT )ji = Ai
j, i = 1, N2, j = 1, N1.

Очевидно, AT ∈ R
N1×N2 . Будем говорить, что AT — результат транспонирования матрицы

A.

Утверждение.

1. Пусть: N1, N2 ∈ N; A, B ∈ R
N2×N1. Тогда (A+ B)T = AT + BT .

2. Пусть: N1, N2 ∈ N; λ ∈ R, A ∈ R
N2×N1. Тогда (λA)T = λAT .

3. Пусть: N1, N2, N3 ∈ N; A ∈ R
N2×N1, B ∈ R

N3×N2. Тогда (BA)T = ATBT .

4. Пусть: N1, N2 ∈ N; A ∈ R
N2×N1. Тогда (AT )T = A.

Доказательство.

1. Очевидно, (A+ B)T , AT + BT ∈ R
N1×N2 . Пусть: i = 1, N2, j = 1, N1. Тогда:

(

(A+ B)T
)j

i
= (A+ B)ij = Ai

j +Bi
j = (AT )ji + (BT )ji = (AT + BT )ji .

Следовательно, (A+ B)T = AT + BT .
2. Очевидно, (λA)T , λAT ∈ R

N1×N2 . Пусть: i = 1, N2, j = 1, N1. Тогда:

(

(λA)T
)j

i
= (λA)ij = λAi

j = λ(AT )ji = (λAT )ji .

Следовательно, (λA)T = λAT .
3. Очевидно, (BA)T , ATBT ∈ R

N1×N3 . Пусть: i = 1, N3, j = 1, N1. Тогда:

(

(BA)T
)j

i
= (BA)ij = Bi

kA
k
j = (BT )ki (A

T )jk = (AT )jk(B
T )ki = (ATBT )ji .

Следовательно, (BA)T = ATBT .
4. Очевидно, (AT )T , A ∈ R

N2×N1 . Пусть: i = 1, N1, j = 1, N2. Тогда:

(

(AT )T
)j

i
= (AT )ij = Aj

i .

Следовательно, (AT )T = A.

3.5. След матрицы

Определение. Пусть: N ∈ N; A ∈ R
N×N . Обозначим, tr(A) = Ak

k. Очевидно, tr(A) ∈ R.
Будем говорить, что tr(A) — след матрицы A.

Утверждение. Пусть N ∈ N.

1. Пусть A, B ∈ R
N×N . Тогда tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).

2. Пусть: λ ∈ R, A ∈ R
N×N . Тогда tr(λA) = λ tr(A).

3. Пусть A, B ∈ R
N×N . Тогда tr(AB) = tr(BA).

4. Пусть A ∈ R
N×N . Тогда tr(AT ) = tr(A).

Доказательство.

1. Очевидно:

tr(A+ B) =
N
∑

k=1

(A+ B)kk =
N
∑

k=1

(Ak
k + Bk

k) =
N
∑

k=1

Ak
k +

N
∑

k=1

Bk
k = tr(A) + tr(B).
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2. Очевидно:

tr(λA) =
N
∑

k=1

(λA)kk =
N
∑

k=1

λAk
k = λ

N
∑

k=1

Ak
k = λ tr(A).

3. Очевидно:

tr(AB) =
N
∑

k=1

(AB)kk =
N
∑

k=1

N
∑

m=1

Ak
mB

m
k =

N
∑

k=1

N
∑

m=1

Bm
k Ak

m =
N
∑

m=1

N
∑

k=1

Bm
k Ak

m =
N
∑

m=1

(BA)mm =

= tr(BA).

4. Очевидно:

tr(AT ) =
N
∑

k=1

(AT )kk =
N
∑

k=1

Ak
k = tr(A).

3.6. Определители порядков 1, 2, 3

Определение. Пусть A ∈ R
1×1. Обозначим, det1(A) = A1

1. Очевидно, det1 : R
1×1 =⇒ R.

Будем говорить, что det1 — определитель в пространстве R
1×1.

Пусть A ∈ R
2×2. Обозначим, det2(A) = A1

1A
2
2 − A2

1A
1
2. Очевидно, det2 : R

2×2 =⇒ R.
Будем говорить, что det2 — определитель в пространстве R

2×2.
Пусть A ∈ R

3×3. Обозначим, det3(A) = A1
1A

2
2A

3
3+A3

1A
1
2A

2
3+A2

1A
3
2A

1
3−A3

1A
2
2A

1
3−A1

1A
3
2A

2
3−

A2
1A

1
2A

3
3. Очевидно, det3 : R

3×3 =⇒ R. Будем говорить, что det3 — определитель в про-
странстве R

3×3.
Далее часто будем писать det вместо detN .

Утверждение (доказывается прямой проверкой). Пусть N = 1, 3.
1. Пусть: k = 1, N , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN , X, Y ∈ R

N . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, X + Y,Ak+1, . . . , AN ) =

= det(A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) + det(A1, . . . , Ak−1, Y, Ak+1, . . . , AN).

2. Пусть: k = 1, N , λ ∈ R, A1, . . . , AN ∈ R
N . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, λAk, Ak+1, . . . , AN) = λ det(A1, . . . , AN).

3. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ R
N , Ak = Am. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

4. Справедливо утверждение:

det(I) = 1.

Утверждение. Пусть N = 1, 3.
1. Пусть: k, m = 1, N , k < m, A1, . . . , AN ∈ R

N . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) = − det(A1, . . . , AN ).
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2. Пусть: k = 1, N , A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN ∈ R
N . Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, θ̃, Ak+1, . . . , AN) = 0.

3. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ R
N , Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

4. Пусть: A1, . . . , AN ∈ R
N , A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = 0.

5. Пусть: N > 2, k = 1, N , A1, . . . , AN ∈ R
N , X ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , AN).

6. Пусть: A ∈ R
N×N , k1, . . . , kN = 1, N . Тогда:

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

7. Пусть A ∈ R
N×N . Тогда:

det(A) = det(Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N .

8. Пусть A, B ∈ R
N×N . Тогда:

det(BA) = det(B) det(A).

9. Пусть A ∈ R
N×N . Тогда:

det(AT ) = det(A).

Доказательство.

1. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak + Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak + Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

det(A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) +

+ det(A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) +

+ det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN) +

+ det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Am, Am+1, . . . , AN) = 0,

det(A1, . . . , AN) + det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) = 0,

det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , Am−1, Ak, Am+1, . . . , AN ) = − det(A1, . . . , AN ).

2. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, θ̃, Ak+1, . . . , AN) = det(A1, . . . , Ak−1, 0θ̃, Ak+1, . . . , AN) =

= 0det(A1, . . . , Ak−1, θ̃, Ak+1, . . . , AN) = 0.
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3. Так как Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN), то существуют числа λ1, . . . , λk−1,
λk+1, . . . , λN ∈ R, удовлетворяющие условию Ak =

∑

m=1,N,m 6=k

λmAm. Тогда:

det(A1, . . . , AN) = det
(

A1, . . . , Ak−1,
∑

m=1,N,m 6=k

λmAm, Ak+1, . . . , AN

)

=

=
∑

m=1,N,m 6=k

λm det(A1, . . . , Ak−1, Am, Ak+1, . . . , AN ) = 0.

4. Пусть N = 1. Так как A1 — линейно зависимый столбец, то A1 = θ̃. Тогда: det(A1) =
det(θ̃) = 0.

Пусть N > 2. Так как A1, . . . , AN — линейно зависимые столбцы, то существует
номер k = 1, N , удовлетворяющий условию Ak ∈ L(A1, . . . , Ak−1, Ak+1, . . . , AN). Тогда
det(A1, . . . , AN) = 0.

5. Очевидно:

det(A1, . . . , Ak−1, Ak +X,Ak+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , Ak−1, Ak, Ak+1, . . . , AN) + det(A1, . . . , Ak−1, X,Ak+1, . . . , AN) =

= det(A1, . . . , AN ).

6. Пусть числа k1, . . . , kN не являются различными. Тогда: det(Ak1 , . . . , AkN ) = 0,
det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ) = 0. Следовательно, det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

Пусть k1, . . . , kN — различные числа. Очевидно, {k1, . . . , kN} = {1, . . . , N}. Тогда:

det(A) = det(A) det(I),

det(A1, . . . , AN) = det(A) det(I1, . . . , IN),

det(Ak1 , . . . , AkN ) = det(A) det(Ik1 , . . . , IkN ).

7. Очевидно:

det(A) = det(A1, . . . , AN ) = det(Ik1A
k1
1 , . . . , IkNA

kN
N ) = det(Ik1 , . . . , IkN )A

k1
1 · · ·AkN

N .

8. Очевидно:

det(BA) = det
(

(BA)1, . . . , (BA)N
)

= det(Bk1A
k1
1 , . . . , BkNA

kN
N ) =

= det(Bk1 , . . . , BkN )A
k1
1 · · ·AkN

N = det(B) det(Ik1 , . . . , IkN )A
k1
1 · · ·AkN

N = det(B) det(A).

9. Утверждение доказывается прямой проверкой.

Замечание. Пусть N = 1, 3. Обозначим: ε̃k1,...,kN = det(Ik1 , . . . , IkN ) при k1, . . . , kN =
1, N . Пусть k1, . . . , kN = 1, N . Пусть числа k1, . . . , kN не являются различными. Тогда
ε̃k1,...,kN = 0. Пусть k1, . . . , kN — различные числа. Очевидно, {k1, . . . , kN} = {1, . . . , N}.
Тогда: |ε̃k1,...,kN | = |ε̃1,...,N | = 1.

Пусть A ∈ R
N×N . Тогда det(A) = ε̃k1,...,kNA

k1
1 · · ·AkN

N .

Определение. Пусть: N = 2, 3; A ∈ R
N×N , i, j = 1, N . Обозначим через ∆

j

i (A) определитель
матрицы, которая получается из матрицы A вычёркиванием столбца Ai и строки Aj. Будем

говорить, что ∆
j

i (A) — минор матрицы A, дополнительный к элементу Aj
i . Будем говорить,

что (−1)j+i∆
j

i (A) — алгебраическое дополнение элемента Aj
i в матрице A.
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Утверждение (доказывается прямой проверкой). Пусть: N = 2, 3; A ∈ R
N×N , i0 = 1, N .

Тогда:

det(A) =
N
∑

j=1

(−1)j+i0∆
j

i0
(A)Aj

i0
.
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